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Christen:  Beiträge  zur  Verwendung  des  freien  Jntegrationsweges.  J. 


I. 

Beiträge  zur  Verwendung  des  freien 
Integrationsweges. 

Von 

Th.  Christen 

in  Basel. 


Die  vorliegende  Arbeit  hat  den  Zweck,  den  Cauchy'schen  Satz 
vom  freien  Integrationsweg,  der  sich  schon  lange  als  enorm  frucht- 
bar erwiesen  hat,  noch  weiter  zu  verwerten.  Die  zur  Anwendung 
gelangenden  Methoden  machen  es  möglich,  entweder  die  Resultate  auf 
kürzerem  und  eleganterem  Wege  abzuleiten ,  als  dies  bisher  ge- 
schehen ist,  oder  eine  Gruppe  verwandter  Integrale,  die  sich  in  ver- 
schiedenen Werken  zerstreut  finden,  unter  einem  einheitlichen  Ge- 
sichtspunkte zu  behandeln,  oder  endlich  neue  Integrale  zu  berechnen 
und  solche,  für  welche  in  andern  Arbeiten  falsche  Werte  angegeben 
sind,  zu  berichtigen. 

Den  Satz  von  Cauchy  l)  setze  ich  in  der  folgenden  Form  als 
bewiesen  voraus: 


1)  Zur  Entwicklungsgeschichte  dieses  Theorems  rerglciche  man  folgende 
Abhandlungen  Cauchy's:  „Sur  un  nouveau  genre  de  calcul  analogue  au 
calcul  infinitesimal".  Oeur.  compl.  seVie.  2  tome  VI.  pag.  23  „De  l'infiuence 
quo  peut  avoir  sur  la  raleur  d'une  integrale  deTinie  l'ordre  dans  lequel  on 
effectue  les  inte'grations."  Oeov.  serie  2  tome  VI  page  112.  „Memoire  sur 
le*  integrales  definies  prises  eutre  des  limites  imaginaire*,"  Separatdruck  er- 
schienen 1825. 

Arcb.  i.  Math.  u.  Phj«.  S.  Reih«,  T.  I.  1 
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Ist  s  =#-f-i>  und  besteht  zwischen  x  und  y  irgend  eine  Rela- 
tion, nach  welcher  ein  Puukt  mit  den  Coordinaten  x  und  y  auf  einer 
geschlossenen  Gurve  liegt,  so  ist  das  Integral 

J  u{z)dz 

ausgedehnt  über  den  ganzen  Umlauf  der  geschlossenen  Curve  gleich 
dem  Product  von  i2n  in  die  Summe  aller  „R6sidusu  der  Function 
u(z),  soweit  sich  dieselben  auf  Pole  beziehen,  die  vom  dem  Integra- 
tionsweg umschlossen  werden. 

/k=H 
u(z) dz  —  i2n  Sek 
k=\ 

Die  Werte  z/,(h  =  1,  2...  u)  sind  die  vom  Integrationsweg  um- 
schlosseneu Pole  von  u(z)  und  p  ist  bestimmt  durch  die  Bedingung 

0  <  mod  lim  öpu(zi,  +  ö)  <  co 

wobei  selbstverständlich  für  p  =  1 

ch  =  lim  6  .  «(zA-j-ä) 
»f=o 

zu  setzen  ist. 

Es  sei  noch  daran  erinnert,  dass  Cauchy  unter 

((w(z)  )) 

*i  vi 

die  Summe  aller  R6sidus  versteht,  deren  Pole  innerhalb  der  Grenzen 

«i  <  «  <  *s 

vi  <y  <vt 

liegen. 

Schliesst  der  Integrationsweg  keinen  Pol  der  Function  u(z)  ein, 
so  ist  das  Integral  gleich  null. 


1.   Ableitung  einiger  Integrale,  die  mit  dem  Exponential  integral 

verwandt  sind. 

Die  Berechung  des  Exponentialintegrales 

q>{a)=f~-dx  (1 

a 
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geschieht  durch  Reihenentwicklung.  Durch  Differentiation  der  Glei- 
chung (1)  nach  a  kommt 

e«  =-  —  =  — f*(-i)* 

woraus  durch  Integration 

/1\      *    (  —  a)h 

Für  den  Wert  von  <p(a)  habe  ich  absichtlich  den  sonst  gebräucb- 
licheu  Ausdruck 

<p(a)  =  -(g(-a) 

wobei 

<£(,)  =  C  ■) +  1  lg  + 

vermieden,  weil  J5t(«)  für  positive  und  negative  Werte  von  z  eine 
eindeutig  definirte  Function  ist,  währeud  das  Glied  lg  (A  in  Glei- 
chung (2)  andeuten  soll,  dass  die  Function  <p(a)  für  negative  Werte 
von  a  jegliche  Bedeutung  verliert,  wenn  sie,  wie  hier,  durch  das 
bestimmte  Integral  (1)  definirt  ist  (man  müsste  dann  schon  durchaus 
an  dem  unglücklichen  Begriff  der  „Valeur  principale"  festhalten 
wollen!). 

Dass  die  Constante  y  dem  negativen  Wert  der  Mascheroni'schen 
Constante  gleich  ist,  geht  aus  der  folgenden  Transformation  hervor : 

Die  Mascheroni'sche  Constante2)  ist  definirt  als 

i  oo 
C  =  f  lg  (lg  -^)dx-f c-y\ogydy 
•  o 

woraus  durch  partielle  Integration 

C=-Hm  \e-^i+f^-dy) 

und  nach  (1) 


1)  Unter  C  sei  durchweg  die  Mascheronische  Constante 

C  zr!  0,    577    215    665  ..  . 
rersianden;  Über  deren  genauen  Wert  vergl.  Crelles  Journ,  XL1X  pag.  375. 

2)  Mascheroni:  Adnotationes  ad  calc.  integ.  Eulen  (1790)  pag.  13. 


Digitized  by  Google 


4       Christen:  Beitrage  zur  Verwendung  des  freien  Integrationsweges. 

C  =  —  lim  {log<5-j-g>(fl)|  —  —  y 

sodass 

«.)  -  / ,-<k  =  -  C  +  lg  g)  -  2  (4) 
Man  setze  jetzt 

«(«)  -  g  (5) 

und  nehme  als  Integrationsweg  das  unendliche  grosse  Rechteck 

OABC  (Fig.  1).    Innerhalb  desselben  liegt  kein  Pol  von  v(~);  das 

Integral  über  das  Rechteck  ist  daher  gleich  null.  Die  einzelnen 
Teilintegrale  ergeben  sich  als 

0  0 

ß  od 

A  0 

0  oo 

tt<fe  =  -    lim    /  — — ---  dx  —  0 

B  0 


0 

/ 


0  CO 

-*-  -y 


und  durch  Addition  kommt 

0 

Setzt  man 

/* cos  ay  ,  .        /^sinoy  , 

*(«>  -y  i+y>. ««  =y  i^.*  <7> 

so  ergiebt  Gleichung  (6)  nach  Trennung  des  reellen  Teiles  vom 
imaginären 

oG  _ 

0 +  £--«"  *(<»)  (8) 
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Die  Integration  von  (9)  liefert  die  längst  bekannte  Gleichung 

OO  00 


/*C08  ay  fy  sinay   ,  n 

i\+y*"»-J  1+,«  d'-i 


Von  mehr  Interesse  ist  die  Differentialgleichung  (8),  deren  In- 
tegration f),  wie  man  leicht  ersieht,  auf  die  Gleichungen 


00  # 


(10) 


8a  " 


o 

00 


/  r+V*  =  -  *!•-<«(•>+«•«(—»  (ii) 


führt.  Die  Gleichungen  (10)  und  (11)  bleiben  für  negative  Werte 
von  a  bestehen,  überhaupt  sind  beide  Integrale  für  alle  reellen  Werte 
von  a  durchaus  bestimmt,  und  deshalb  ist  die  Verwendung  der 
Function  (£  die  einzig  gegebene  Beide  Gleichungen  sind  von 
mehreren  Mathematikern  gefunden  worden ,  so  von  SchlÖmilch  *), 
Arndt  3) ,  Meyer 4) ,  doch  sind  die  von  ihnen  angewandten  Methoden 
nicht  so  einfach. 

Im  Folgenden  kommen  die  mit  £»(*)  vorwandten  Reihen 


©(*)  =  $ 


(_!)/«  ,»+1 


o    (2A  +  1)  .  (2A+1)1 

zur  Verwendung.  Sie  dienen  zur  Berechnung  des  Sinus-  und  des 
CosinusintegraleB.   Man  beweist  leicht,  dass 


j 


00 

'^JL      =  -  Ci(a)  a  >  0  (12) 


uud 


1)  Da»  rollständigo  Integral  ist 

G  =  Y  .  e-«+|{e-«^(a)-c«e(-a)} 
ond  für  a  =  0  wird  y  =  0. 

2)  Crellcs  J.  V  pag.  104. 

3)  Ibid.  XI  pag.  70. 

4)  Ibid.  XLIII  pag.  72. 
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ß^ä*  =  l  -  ü(.)  (U) 

a 

Die  Identität  der  Constanten  des  Cosinus-  und  des  Exponential- 
integrales  hat  zuerst  Arndt1)  nachgewiesen,  indem  er  die  beiden 
Integrale  Ton  einander  subtrabirte  und  zeigte,  dass  die  Differenz 
Terschwindet,  wenn  a  gleich  null  gesetzt  wird. 

Auf  die  Integrale  (12)  und  (13)  lässt  sich  nun.  durch  eine  kurze 
Rechnung  die  Function 

«> 

0 

zurückführen.  Man  setze 

eia$ 

d5) 

und  führe  das  Integral  f  udz  um  das  Rechteck  OABC  (Fig.  1.)  Es 
ergiebt  sich 


'cosac-r-isinaa; 

 dx 

•x 

ö  ö' 


Ä  QO 

-*=7  -1+; 


B  C 
A  B 


c  0 
und  durch  Addition 


00 

_        ,  ,  Pslnax 

0-  v(a)-  y 


da     1  ./    *  -f-  x 


t 

0 

Setzt  man  in  beiden  Gleichungen 


0 

QO 


1)  Grunert's  Archiv  X  pag  225. 
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» 

a 

so  erhiüt  man  mit  Hilfe  von  (12)  und  (13) 

CO  \ 

*f(a)  -  f         dir  =  COSa  ||  -  £,/(«)}  -f-  sin  a  (£t(o)           J  (16) 
o                         "  I 

}  a>0 

-  ¥  -  /sS  *  -  -      -  8  -@(a)l  ("> 

o  / 

Zu  gleichen  Resultaten  kommt  Schlömilch ')  auf  folgende  Art: 
Man  liest  direct  aus  Gleichung  (14)  ab,  dass 

Das  vollständige  Integral  dieser  Differentialgleichung  ist 

y(a)  -  {4  -  S  (a)}  cos  a +  {£  +  (£(<»)}  sin  a 

Nun  stösst  aber  der  exacte  Beweis  dafür,  dass 

u  =-  0 

auf  erhebliche  Schwierigkeiten,  sodass  diese  anscheinend  sehr  ein- 
fache Ableitung  schliesslich  doch  bedeutend  complicirter  ausfällt,  als 
die  oben  angeführte. 


II.   Integrale  von  0  bis  «  Uber  algebraisch-trigonometrische 

Functionen. 

Es  soll  zuerst  eine  allgemeine  Integrationsformel  abgeleitet 
werden,  umfassend  alle  Functionen  u(z)  welche  der  Bedingung 

lim  lc  .  e«*  .  u{ke*)  =  A  (18) 

*=00 

genügen,  «wobei  A  endlich  und  von  $■  unabhängig  seiu  muss,  solange 
&  zwischen  den  Grenzen  0  und  n  bleibt  Ferner  darf  u(»)  für  kei- 
nen reellen  Wert  des  Argumentes  z  unendlich  gross  werden.  Führt 
mau  unter  diesen  Voraussetzungen  das  Integral  /  udz  um  das  un- 
endlich grosse  Rechteck  ABCD,  so  wird 


1)  CreUes  J.  XXXIII  pag.  335. 
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f  «&»,"2«  ^e00  ((«(«)))  (i9) 

Die  Längen  05  und  BC  sind  beliebig  verschieden,  beide  aber  un- 
endlich gross;  sie  seien  k  und  x;  dagegen  ist  vorausgesetzt,  dass 

AO  -  CB  =  DP  =  i'C  =  k 

Dann  wird 

*  oo  c  k 

f  -   f  u(x)dx,       J*  =  ,  J u(k+iy)dp 
A  -ob  B  o 

y  /  «(*+«&)**,     f^  —  iC M(_jfe_j-/y)dy 

0  -F  ,0  0 

und  nach  (18) 

C  0 

woraus  durch  Addition 

c  Z>  A 

f+f  +f-  <2A  {„-arctg-*-  arctg  *} 

B  C  D 

bekanntlich  gilt  aber  für  positive  x 

arctg*+arctg^  ~  * 

sodass 

CO 

y  u<fo  =  J  u{x)dx-\-inÄ 
—oo 

« 

woraus  man  mit  Hilfe  von  (19)  erhält 

00 

J  u(x)  dx  -  in  |  2     H  °°  ((  M(c)  ))  —  i*j 
Stellt  mau  ferner  an  die  Function  w  die  Forderung 


(20) 
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w(-ät«=  u(x)  (18a) 

so  kommt  aus  (20) 

OD 

f*  u(x)dx  =  »TT  |  ((  «(•)  ))  —  Ia\  >)  (21) 

o  — 00 

Eino  grosse  Zahl  algebraisch-trigonometrischer  Integrale  lassen 
sieb  aus  dieser  Gleichung  (21)  ableiten.  Es  sei  vorausgeschickt, 
dass  die  hier  zur  Behandlung  kommenden  Integrale  sämtlich  den 
Nenner 

«?  -f- «— *  —  2  cosp« 

enthalten.   Setzt  man  an  dessen  Stelle  den  anderen 

1  —  2crC0Spx  -f-  a* 

so  liegt  darin  keine  principiellc  Aenderung.  Dagegen  wird  sich 
zeigen,  dass  bei  Anwendung  der  zweiten  Form  die  Integrale  durch 
zwei  verschiedene  analytische  Ausdrücke  dargestellt  werden  müssen, 

jenachdem  a2  ^  <=  1  ist    Diejenigen  unter  ihnen,  die  bereits  von 

Anderen  gefunden  worden  sind ,  werden  auch  überall  doppelt  aufge- 
führt für  as  >  1  und  für  a2  <  1.  Um  beide  Fälle  zugleich  bebandeln 
zu  können,  wähle  ich  die  erste  Form  des  Kenners,  aus  welchen  die 
zweite  dadurch  hergestellt  wird,  dass  man  die  Gleichung  mit  e±i 

multiplicirt,  jenachdem  a2  ^  1  sein  soll.  Es  mögen  endlich  in  diesem 

Abschnitt  zur  Vereinfachung  die  folgenden  Bezeichnungen  festge- 
halten werden 

p  —  2™  >  0,    q  =  2nb  >  0,    r  =  e?  -f  «-» 
1.   Die  Reihe 

X=QO  i 

wird  summirt  durch  Auswertung  des  Integrals 

.00 


sinz  dx 


2cos*  '  x 


1)  Diese  Relation  hat  auf  andere  Art  bereit«  Cauehy  nachgewiesen;  er 
bringt  sie  in  seiner  Abhandlung  „Sur  quelques  relations  qui  existent  entre  les 
rlsidus  des  fonetions  et  los  integrales  de'fiuies.*  Oeuvres  compl.  serio  2  tome 
VI  pag.  124. 
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Die  Pole  der  Function 

uW  .  1  (22) 

w       r  —  2C082      z  v  1 

sind  die  Wurzeln  der  Gleichung 

r  —  2  cos«  =  0 

Da  nur  die  Pole  mit  positivem  imaginärem  Teil  in  Betracht  kommen, 
so  sind  dieselben  enthalten  in 

zx  =  2*(*  -f-  ib) 

worin  x  alle  positiven  und  negativen  ganzen  Zahlen  durchläuft. 
Dann  wird 

sin*x  *  —  zx  1 

i'x  =•  .    lim   -.  «=  a  - 

*x        z^Zx  r—  2C082  2zx 

—i  1  —1 


"0_  4*6'    vx       4n(K+tf)'    *~*  4nr(x  — *&) 
Ferner  ist 

A  -  lim      8in(fc  .  e'*)  £_ 

*=»r  _  2cos(*e<*)  ~"  2 

und  nach  (21),  wenn  *  =•  py 

CO 

r  sinyy  <fy  _  ,  f  1         qr        1      <  m, 

o 

Dieses  Integral  hat  Plana  *)  nach  einer  anderen  Methode  be- 
rechnet, die  ich  kurz  andeuten  will.    Es  ist 

t  s  c-«sin:c  % 

8'^a{l-^j(l-rH»)  "  f 

oo 

f  u(x)dx  =  i  eT£-1  (23a) 
o 

Vergleicht  man  dieses  Resultat  mit  (23),  so  erhält  man 


1)  Mem.  dalla  real«  acad.  dclla  sci«nce  di  Torin©  1818  pag.  30. 
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\ + 2j  1  *     - '  <24) 

Diese  ist  eine  bekannte  Reihe,  sie  entspricht  für  imaginäre  Werte 
von  b  der  Keine  für  die  Cotangente 

b  —  ia 

1         oo  1 
»  Ctg  na  -  -  -  2a  2  ~t~^t  (24a) 

Aus  (24)  leitet  man  leicht  die  verwandte  Reihe 

*  +  2*f  (25> 
ab,  die  später  Verwendung  finden  wird. 

2.   Es  sei 

utz\  -     *inP'  * 
Die  Pole,  deren  Residus  unter  die  Summe     ^»((u))  fallen, 

sind 

azx  —  x  -J-  cb 
und  «'  =  i 

Sind  die  entsprechenden  R6sidus  ex  und  c',  so  ist 

ao    oc  oo 

©o  ((«))  =r       +      +  ^ (<*+,_,) 


Berechnet  man  die  einzelnen  Residus  und  definirt 


ao  oc 
00  o 


so  geht  (25)  über  in 

i  J  a  —  e-p  b 

( W)  -  -  ^  |  "  -+«-,-«,-«-;  + 

endlich  ist 

5=1  fr"™  r  — acoiCpt«**)  -  *  2 

sodass  nach  (21) 

00 

sinpx  «da;  (        ««+«—9 — 2«-J» 

J  «*-f «-«  — 2cosjmc  *  1+*«  "*  (  '  eP-h«-?-e?-e-? 
o 
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Ueberträgt  man  die  von  Plana  benutzte  Methode  auf  dieses 
Integral,  so  kommt 

CO 

r  sinpg  xdx  nJ2 

J  ««-fe-c-Ycospx  *  1-f         e>+*-l  (J7a) 

Diese  Gleichung  liefert  mit  (27)  zusammen  die  Summe  der  Reihe: 

ji4^  +  2»f  f<«.  *>«>  - V  +  /-.-'fc>  (28> 

Die  Entwicklungen  der  Paragraphen  1.  und  2.  dienten  dazu,  die 
Summenformeln  (24)  und  (28)  abzuleiten;  in  den  folgenden  Ab- 
schnitten werden  auf  Grund  der  genannten  Formeln  weitere  Inte- 
grale berechnet.  Aus  (28)  erhält  man  für  b  —  0  (nachdem  man 
vorerst  durch  b  dividirt  hat.) 

f^+«y  =  i\ü-(-.-e-«)i  <**> 

und  mit  Hülfe  vou  (24) 

CO         x2               /         TT  \2        tfßTta  _  e-2na  , 

?  (x*  +  a*)»  =  (^r«Z  '    \       4na        ~~  1  j 

und 

j  i  1  [(   V  •"'-^ 


(29) 


-an 


(30) 


Für  das  hier  berechnete  Integral  (27a)  giebt  die  Laska'sche 
Sammlung  *)  einen  falschen  Wert  an,  indem  dort  steht 

CO 

P        sinrs  xdx        it  eri 

I  l^cosrz+p»  '  <z»  +x*  "*  2  (1  +j>) -^)       P  <  1 

o 

mit  Angabe  der  Quelle  „Legendrc  Exerc.  4,  1^2".  Ebenso  ist  der 
Fall  p  >  1  nach  Ohm  *)  falsch  citirt.  Die  beiden  augeführten  Stellen 
enthalten  das  Integral  so,  wie  es  sich  aus  meiner  Formel  (27a)  er- 
giebt,  wenn  man  dieselbe  mit  e±«  multiplicirt  und  die  Substitution 


1)  Dr.  O.  Läaka,  Sammlung  von  Formeln  der  reinen  und  angewandten 
Mathematik  pag,  254,  III. 

2)  Ohm,  Auswertnngimethoden  bestimmter  Integrale  pag.  161. 


Digitized  by  Google 


Christen:  Beiträge  zur  Verwendung  des  freien  Jntegrationsiveges.  J3 

y 


x  — 

s 


p  =  *  ■  P 


einfährt.  Ebenso  muss  die  Formel  101  auf  pag  253.  des  genannten 
Buches  corrigirt  werden ,  indem  für  den  Fall  p  >  1  in  den  Nenner 
nicht  1  —  p,  sondern  p-1  zu  stehen  kommt  Man  vergleiche  meine 
Formel  (23a),  indem  man  in  derselben  beiderseits  im  Nenner  mit 
«9  multiplicirt. 

Ueber  die  Summen  (29)  und  (30)  sei  noch  bemerkt,  dass  aus 
ihnen  durch  Differentiation  nach  a  die  Summen 

bis  zu  beliebig  hohen  Werten  von  m  und  n  berechnet  werden  können. 

3.   Die  drei  Functionen 

_        1  1_ 
Ui  ~~r-2cosj>«'  l  +  a» 

COS  pz  1 

"*  ~  r  — 2cöspi '  1+7*  l  (31) 

S        r-2cospz  •    1+s*    '  - 
liefern  die  Integrale 

30  OD  OD 

j*-*f    j^^S u*wdu<  j*~  f  "»^^ 

O  o  0 

von  denen  das  dritte  leicht  nach  der  Plana'schen  Methode  berechnet 
wird,  zugleich  aber  auch  direct  aus  •/,  und  J%  sich  ergiebt  und  daher 
für  diese  eine  Controle  liefert. 

Alle  drei  Functionen  haben  die  n&mlichen  Pole: 

*'  =  » 

a*x  =  x  +  i b  —  co  <  x  <  co 

Eine  weitere  gemeinsame  Eigenschaft  ist 

A  =  0 

Für  alle  drei  gilt  daher 

j     in  Y +Co  +  £  (ex  +  c_x)| 
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Für  u,  erhält  man 


•2er  +  e-P  —  ci  —  e-i 
c,  +  2  <«,  +  «_)  -  -  £  .  eT^r,  +2a  2  F(x, „,»)} 

man  vergleiche  die  Definition  (26)  und  berechne  die  Summe  über 
F{x,a,b)  nach  (28),  indem  dort  a  und  b  und  dementsprechend  j>  mit 
q  zu  vertauschen  ist. 

Für  ut  berechnet  man 

,•        „  +  e-,  

und  mit  Hilfe  von  (2S)  wird  jetzt 

n         1  + 1 


"  2  '  et—  e-i  *  eP+i  —  1 

ji         1  epJheq 

2  *      —  «-9  * 


J.  =  J«—enj9  =  „  . 


Alle  drei  Integrale  lassen  sich  noch  etwas  verallgemeinern,  wenn 

x 

man  j  an  Stulle  von  x  und  p  .  *  au  Stelle  von  p  setzt: 

/t0°     i    «"fl±J  f32) 

J  e*  +  e-l  —  2cOBpx'  s*+x*—'2s'  ei  —  e-*'  «P«+«-l 


o 

oo 


/CQ3p 


cospx  dx         n  1  eJw4~Ä* 


(33) 


2cos»x  '  **-fx*      2*'  ei—e-*'  eP'+t—l 

o 

/°°  l  -gy? cospx  «   tf«  

4,e-9  _  2cospx  *  s*+z*  ~  2s '  1  -  e'/(P«+7)>     X  =  X  1 

o 

Das  Integral  (32)  hat  bereits  Bigler J)  berechnet  und  zwar  eben- 


1)  Grunert's  Archiv,  2.  Reihe  IX  pag.  81. 
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falls  nach  den  Methoden  der  Veränderung  des  Integrationsweges, 
wenngleich  auf  etwas  andere  Art.  Gleichung  (34)  indessen  stimmt 
überein  mit  einem  Resultate,  welches  viel  früher  schon  Boncom- 
pagni  *)  gefunden  hat  nach  der  Plana'schen  Methode :  Man  beweist 
leicht,  dass 

1  —  «cos»*  oo 

+  *  =  *«"«••'*• 

wonach 

00 

P  1  — « cospx         fix        n       x  n  1 

,/  1  —  2«  cor  px+  SK  «*+x*  2*  e  ~  2*  1  —  ae-P' 
o 

Dieses  Resultat  unterliegt  jedoch  der  Beschränkung 

«*  <  1 

weil  die  Reihe  2a* cos xpx  divergirt,  sobald  k*  die  Grenze  1  er- 
reicht. Dagegen  hätte  Boncompagui  leicht  auch  den  Wert  des  In- 
tegrals für  k*  >  1  finden  können,  wenn  er  an  Stelle  seiuer  Reihe 
die  andere 

1— acospg  *  n\*  , .  1 

l-2«cosPx+^=-  f  U)  cosx^         "*>  1 

verwendet  hätte ;  man  erhält  mit  deren  Hilfe  *) 

00 

/l — acospx  <to  n  1  2  s.  1 

1  —  2kcÖ^+k2  '  ^  ~~  2s  '  a«P»  — 1 

o 

Ein  anderes  bekanntes  Integral  leitet  man  aus  (34)  ab,  indem 
man  dort  en  —  \  setzt  und  nach  a  integrirt: 

o 

oo 

f  10g{l -2OC08PX+**] .  -  j  lg  \C  .  (0  -  *VP% 

< 

y  =  ±  1  jenachdem  0*  >  1 

Es  ist  zu  erwarten,  dass  C  zwei  verschiedene  Werte  hat,  jenachdem 

0    1.   Es  sei  o  <  1,  y  —  1,  so  findet  man  für 

0  -  0 


1)  Crelle's  J.  XXV,  p»g,  93. 

2)  Ohm,  Auswertungsmethoden  etc.  §  26. 
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0  -  *\g{-C<*»U  C  

00 

f  lg{l-2<rcosj>*+o-*}  .  =  "lg(l  — <fc-J"),    ff*  <  1  (35) 

o 

Ton  dieser  Gleichung  subtrahire  man  die  Identität 

00 

ydx  n 

o 

so  ergiebt  sieb,  wenn  mau  ^  durch  x  ersetzt, 

OD 

/'igil-Qrcospx-f  t»}  .  -  * lg(r -,-p«),   t»  >  1  (35a) 

o 

Eine  ganze  Serie  weiterer  Integrale  lässt  sich  aus  den  Glei- 
chungen (32)  und  (33)  ableiten  Es  wurde  schon  einmal  die  be- 
kannte Reihe 

sin  px  cd 
«»+,-.- 2c^  =  W 

citirt.  Nach  dieser  Reihe  entwickle  man  die  linken  Seiten  der 
Gleichungen  (32)  und  (33),  die  rechten  dagegen  nach  der  geometri- 
schen Reihe 

^  Zxx*  x*  <  1 

1  — x 

beide  nach  Potenzen  von  «-*.  Man  überzeugt  sich  leicht,  dass  beide 
Reihen  unbedingt  convergent  sind;  die  Coefficicnten  gleicher  Potenzen 
von  e~9  müssen  daher  alle  links  und  rechts  tibereinstimmen. 

Die  Berechnung  der  Coeföcienten  führt  auf  die  Gleichungen 
,si>n(2x  +  l)pz       dx    _n     eP»  +  e~P»  —  2g-(2*+1>P« 

o 


/sin(2x  +  l)pz     _dx_       n      eP»-\-e-P'  —  2e-V*+VPs 
sinjwT   "*  **-fs»~2*"  eP'-e-P'  (37) 


00 

/sin  2xpx       dx        n     2  — 2<?-2**>< 
~^npx  '  "  2s  '  >*^^f"  (38) 

o 

dx         it     2  -  («P«  +  e-P»)  e~(2*  f »)« 


^  sin(2x-|-l)pa;  .  ctgyx  . 


(39) 
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CO 

f  sin2«j*ctffj*  .  ^  =  *  .  ^^.V-«-2^}  (40) 


Von  diesen  Gleichungen  finden  sich  (37)  nnd  (38)  bei  Legendre  ») 
und  Cauchy*). 

Zwei  weitere  bemerkenswerte  Integrale  liefert  die  Addition 
resp.  Subtraction  der  Gleichungen  (32)  und  (33): 

r     * vx 


oo 

/ 


810    2  dx        7t_         1  e*»—  1 

««+«-*  — 2  cos;»  *  ^-f«1  "  4*  '  1-f  «-«  '  «P»f«-1  (42) 


Anstatt  aus  diesen  Gleichungen  durch  Reihenentwicklung,  wie 
aus  (32)  und  (33) ,  neue  abzuleiten ,  kann  man  einfacher  verfahren, 
indem  man  unter  den  Gleichungen  (37)  —  (40)  die  entsprechenden 
addirt  oder  subtrahirt. 

Die  Additionen  (37)  +  (39)  und  (38)  +  (40)  ergeben  keine  neuen 
Gleichungen,  sondern  bloss  Specialfälle  der  Gleichung  (40)'  Dagegen 
erhält  man  durch  J  die  Subtractioneu  (37)  —  f39)  und  (38)  -  (40), 
nachdem  man  noch  2p  an  Stelle  von  p  gesetzt  hat, 

/dx         n      eP*~  erP* 
sin(4x+2)/« .  tgpx .        -  2- .  ePt+p* 

0  .  {1 +  «-(**+*)*•}  (43) 

«o 

f  tinixpx  .  tgj»  .  -  -  l  •  •  (44) 

o 

Die  Natur  des  Integrals  (42)  gestattet  (im  Gegensatz  zu  den 
anderen  Integralen  dieses  Abschnittes)  *  —  0  zu  setzen : 


1)  Excrc.  5.  3G. 

2)  Sa».  Etr.  1 82  7  pag.  1 ;  rergl. 
Int.*    Grnnert's  Archiv  LIX  pag.  218. 

Arch.  d.  Math.  u.  Pby«.  2.  B«ihe,  T.  XVI. 


auch  Liebrecht  „Ueber  einige  be3t 

2 
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J     el+e-1—  i 


dx        71  n 

(45) 


-f  e  i—  Vcospx  '  x*      4  '  e?  —  e-i 


Doch  scheint  es  mir  aus  verschiedenen  Gründen  wünschens- 
wert, dass  für  die  Formel  (46)  noch  ein  besonderer  Beweis  erbracht 
werde. 

Es  sei  daher 
4. 


sin* 


u(z)  = 


z 
2 


r  —  2cos*  *  z* 
Hier  ist  A  ~  0 

Die  Pole  sind 

S«  =  2n(n  -f-  —  OD  <  J(  <  oo 


*"    *   {W)  -  4  ■  5+1  •  (*.)  •   {*  "2  f  TW} 


-QO 

und  nach  (28  a) 


sin*  - 


m  dx  n 


««4-e-t  — 2cos*  *  x*      4  '  «9—«-« 

o 

woraus  man  (45)  erhält,  indem  man  px  an  Stelle  von  *  setzt. 

Entwickelt  man  jetzt  auch  Gleichung  (45)  links  in  die  Reihe 
(36)  und  rechts  in  die  geometrische  Reihe  und  vergleicht  die  Coef- 
ficienten  gleich  hoher  Potenzen  von  «,  so  kommt 

P  dx 

I  sin(4x-f-  2)pxtg  px  .  ^  —  n  .  p  (46) 

oo 

/dx 
sin4xpx  .  tgp*  .      —  0  (47) 

o 

Wie  zu  erwarten  war,  erweisen  sich  diese  Gleichungen  als  über- 
einstimmend mit  (43)  und  (44). 

Für  x  —  0  liefert  Gleichung  (46) 
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00 


0 

Aus  (47)  kommt  iür  *  =  1 

00  r 


/sin*»«  ,  /*8in,p*co98pac 


dazu  giebt  (48) 

00  X 


0  0 

sodass 

OD  OC 


y    -  *  -  /  — —  * = 4  r  m 

o  o 

Jetzt  setze  man  %  —  1  in  (46)  und  löse  sinCpx  auf  nach  Po- 
tenzen von  8inp«  und  cosp*.  Benützt  man  dazu  die  beiden  Glei- 
chungen (49),  so  kommt 


/sinfyx  Äin^xcosV»  3« 


00 

/sinVscos'px  « 

o 

Analog  findet  man  weiter 


(50) 


ao 

/sin8p*  ,5»  .  •  k 

-  J-dx-  ^  .p,  etc.   etc.  (M) 

o 

Nach  dieser  Methode  berechnet  man  successive  eine  beliebige 
Anzahl  Integrale  von  der  Form  J 


sin2*/)*  .  cos«»pi  .i-j      '  T  _  n  /  o  '  <52) 


&.    Durchaus  analoge  Relationen  bestehen  für  die  Function 


8,n  2 
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Es  wird 

A  =  0 

die  Pole  sind 

zx  -  2*  (h  +  «6) 

=  -  4li  e'Ä  +  T^  \&  +  2*  f  + 
und  nach  (25),  wenn  man  noch  *  durch  p  .  x  ersetzt, 


e*-f-|*~' —  2cos/>x  '    x      2  «»  —  e-f 


(54) 


Hieraus  ist  weiter 

00 


1  ,/      C0BJ>X         X  ! 

0 

und,  weil  beide  Reihen  unbedingt  convergiren, 

00 


/8in(4x-f2:px  dx  ^ 
coapx        x  a  71 


(59) 


00 


* = o  (66) 

,/     cospx    x  v  ' 

0 

Vergleicht  man  die  beiden  letzten  Gleichungen  mit  (46)  und 
(47),  so  siebt  man  leicht  ein.  dass  allgemein  gelten  muss 

00  CO 

/dx       1    f*  dx 
nvpt+ipc  .  cos2*px  .  —  /  sin4w+2pxcos8'rtpx  .  -j  (57) 
o  o 

m  —  0,  1,  2  .  .  .     n  —  0,  1,  2  .  .  . 

6. 

pz 

COS  ^  ^ 

=  r-2cosj*  *  1+^*  <58) 
Ä  ~  0 

Der  Integrationsweg  umschliesst  zweierlei  Polo 


z'  =  » 


und 

a**  —  x  -f-  t'6 
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»  «Plt  +  «-fl« 

C   ™»  T  .  «P  . 


<?*  —  — 


4  •  -  •  (^^(«f»-«-?) 

*  (-1)*  a 


4ti  '  0fl«  -  e~lt  *  a*  -f  (x+ 

— ^^{^+2af(-i)XjF(,t,a'ft)! 

Nun  ist  nach  28) 
Beachtet  man  ferner,  dass 


so  erhält  man,  wenn  für  a  und  b  (und  dem  entsprechend  für  p  nnd 
<?)  ihre  halben  Werte  gesetzt  werden, 

Snbtrahirt  man  die  erste  dieser  beiden  Summengleichnngen  von  der 
zweiten,  so  kommt 


(eP  —  <*)  {eP  — 

Eb  wird  somit 


(59) 


1 "'.  \ 


in  «  M~  ((«))  -  l  eP„  '"-^"t'J'Kut'Kr- 
_Ä  o  4  (eP  —  <*)  («p  —  «-»)  («»  —  1) 

/    . 1 

■  k 

x 

nnd,  wenn  man  noch  x  ersetzt  dnrch  -  und  p  durch  2p« 


cos»*  dx        n  «P»+? 


r  «?-f  e-9-2cos2»x  *  «*-fx*     2«'  («2p»+9  -  1)  (ei  —  1) 

Die  Reihenentwicklung  liefert  hier  nichts  neues,  es  ergiebt  sich 
die  Legendre'sche  Formel  (38).  Man  hätte  also,  nachdem  einmal 
(3ö)  gefunden  war,  das  Integral  (60)  nach  der  Reihe  (36)  entwickeln 
und  mit  HU£e  der  genannten  Formel  auf  den  analytischen  Ausdruck 
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(60)  bringen  können;  doch  habe  ich  die  directe  Berechnung  wieder- 
gegeben wegen  der  Analogie  mit  dem  nächstfolgenden  Integral, 
welches  Bich  auf  dem  angedeuteten  Wege  nicht  berechnen  lässt. 


7. 


u(a)  "  r-2cosP*'  1  +  ** 


.4-0 

Pole:  *'  —  »,    «x-x  +  ib 

i  eP  —  1 

e'  =  —  -M  eP  t 


4       (eP  —  ei)  {eP  -  e~i) 


i        (-1)»  —  b  +  ix 

C*  -  In  '  e^-f«""*  "  «'  +  («  +  *)* 

2«  -  jszh*{tt  +  2^x(-l)*F(x,  *,  .)} 

x  , 

und  nach  (59),  wenn  man  wieder  *  durch  -  und  p  durch  p  .  s  er- 
setzt: 


00 

px 


810  2  xdx  n 


«f -f  e-*  — 2cos/>:c  '  «»-fx»      2  "  (e» -f-1  )(<!"+»  — 1) 


(61) 


Die  bei  den  anderen  Integralen  angewandte  Reihenentwicklung 
liefert  die  Gleichungen 


°gin(4x  +  2)pa;       xdx  1  -f 


oc 

x/Mt       «<fa  1 — e—**P* 

coipx~  *  7*  +  x*         *  '  eP>  +  *-p*  b>) 


oc 

/sin  4 
C09 


Der  Fall  *  —  0  ist  zwar  durch  diese  letzte  Entwicklung  nicht 
streng  bewiesen,  doch  bleiben  die  Gleichungen  (61)  —  (63)  für  diesen 
Grenzwert  besteben,  wie  aus  der  besonderen  Behandlung  desselben 
unter  5.  ersichtlich  ist  Die  Gleichungen  (45)  —  (47)  stellen  sich 
in  der  Tat  dar  als  Specialfalle  der  Gleichungen  (61)  —  (63). 

Endlich  können  nicht  nur  aus  (62)  und  (63) ,  sondern  auch  ans  den 
Gleichungen  (37)  -  (40),  (43)  und  (44)  nach  dem  auf  (46)  und  (47) 
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angewandten  Verfahren  die  entsprechenden  Integrale  abgeleitet  wer- 
den, welche  anstatt  sin  und  cos  der  Vielfachen  von  px  die  Potenzen 
von  sin  und  cos  enthalten. 

8.   Setzt  man  allgemein 

,.    rs»  1 (<j)  »«(.)  .... 

wobei  <pl{z)  eine  algebraische  Function  vom  Uen  Grade  /*"(«)  eine 
solche  vom  mten  Grade  bedeutet,  so  kann,  wenn  alle  Nullwerte 
von  /*»(«)  bekannt  sind,  das  Integral 

QO 

dz 


f  «(*)■ 


immer  in  eine  convergente  Reihe  entwickelt  werden,  vorausgesetzt) 
dass  für  reelle  Werte  von  x 

u  ( —  x)  =  u(x) 
u  .  *S  1    «ud  /  <  m  —  1 

oder 

n  .  *  <  1    und    /  —  ro  —  1 
und  dass,  solange  &  innerhalb  der  Grenzen  0  und  n  bleibt, 

A  =    lim   fc  .  rf*  .  u{k  .  e»*) 

einen  bestimmten,  endlichen  oder  verschwindenden,  von  &  unabhän- 
gigen Wert  besitze. 

Aus  demselben  berechnet  man  weiter  die  Integrale 

OD 


sin»x  '  /■"•(*) 

o 

mit  Hilfe  der  Reihenentwicklung  (36). 


III.   Sumtnirunff  einer  Gruppe  von  trigonometrischen  Reihen. 

Im  folgenden  Abschnitte  bedeute 
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00  OO 

_       Pbiü  ax  (  t*  sin  ax 


iV  —  «2*  —  2e»  cosy  +1  —  (e*  —  «•*)  («*  —  «-*) 

Alle  Tier  Integrale  lassen  sich  in  trigonometrische  Reihen  ent- 
wickeln, wie  folgt 

OD  OO 

/sinox  oo  /• 

— _— ^  dx  =  2  ««(«--Dir   #  <?-*»  sin  e* 

oo  oo 
W-  «-'irr-  J'^/fi**  -  ^  «,(*~1)sr  y  «-""cosairfx 

0  0 

Die  unter  der  Summe  stehenden  Integrale  sind  nach  der  Formel 


7 


za  berechnen.  Die  erste  der  beiden  Gleichungen  ergiebt  nach  Tren- 
nung des  reellen  Teiles  rom  imaginären 


_T  »   COS(x  — l)y 

fJ-T-co.y-.jS  ^.^^ 


v  sin(x  — l)y 

*  i      x*  -j-  «* 

oder 

TT  m  ^      COS  Xy 

ÜCOSy-r-aX 

gin  x» 

üsiny  =  o  £  -,x  , 
Setzt  man  jetzt  zur  Abkürzung 


_     »  cos  xy     „     oo  sin  xx 

c-f  *=f  sqp  (66) 


so  wird 
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t/cosy  —  T  *»  «C,    r/siny  —  «6' 
und,  wie  sich  durch  analoge  Rechnung  ergiebt, 


SS    „,  .  dC 

osy  —  v  = 

Setzt  man  jetzt 


Wcosy  —  V  =  fy,    TFsiny  —  —  ^  (67) 


-M  -  ^  (68) 

und  führe  das  Integral  /tiefe  um  das  unendlich  lange  Hechteck 
OABC  (Fig.  3),  worin 

CM  ■=  OB  oo 


so  wird 

A  qo 


2nn  <  y  <  2n  -f  2)» 


/,         /"sin  o*  t         oo       1  //<0  t 


o 


C  00 


^*  u  .  <fe  =»  —  |  ^* {sinaarve^-fe-^J-fiCOsK«0» -e-"»)} 


.  (e*cosy— 1-  &*siny)  .  — 


-  —  i{(««y+«-"»)(  Ucosy-T)+(e*»—e—v)W8iny\ 
+  2V'+«-0|r)^iny-  (««*-«-«*)(  Wcosy—  V)) 


und  nach  (66)  und  (67) 
c 


(68c) 


^ „  dz  =  -  ±  {(««*  -f-  «-«*)  .  «C  -       -  e-«y) 

0 

Das  Integral   f  u(n)dz  zerfällt  in  zwei  Gruppen  yon  Teil- 
et 

integralen:  solche  auf  Halbkreisen  mit  dem  RadiuB  ö  um  die  Pole 
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zk  —  i2hn       h  =  1,  2,  3,  .  .  .  n 


im  negativen  Sinn  der  Drehung  —  ihre  Summe  Sei  g  .  D2n  —  und 

solche  zwischen  den  Polen  auf  der  Y  Achse  --  ihre  Summe  sei 
R-\-  iS  —  ,  so  dass 

o 

J*ud»  =  R  +  iS  +  |  .  Ihn  (68d) 

Die  Radien  d  sollen  gegen  null  convorgirende  Grössen  sein. 
Nun  ist 

n 
2 


Ihn  -  —  »i  !» y° u(zh  +  de'*)e«*<tf 


wird  aber  d  verschwindend  klein,  so  geht  Z)**  über  in 

h  c(2»+l)»aJ_Ä-(2x+l)7r«_ew«_Ä-3ta 

^.  =  i(e»--«-»«)=   *  <M_<_„  

Sollte  y  eine  der  Grenzen  erreichen,  so  wäre  der  Integrations- 
weg noch  um  einen  Viertelskreis  zu  vermindern  resp.  zu  vergrössern. 
Es  soll  aber  später  bewiesen  werden,  dass  die  auf  diese  Weise  be- 
stimmten Grenzwerte 


Z>'2»  —  UD*»-i  +  A>n)  y  =  2»* 

#2"f 2=  i(/>2n  +  Ö3nf2)  y  -  (2»  +  2)» 

vollständig  zwecklos  sind. 
Weiter  findet  man 


(60a) 




o 

2*-rf     4*-cf  y  [  (70) 

S  -  ~  i  {  /  +  /*  +•••/"  (e«y-e-«v)ctg^^| 

0  2*+»f  2»i;r-f«f 

Die  Pole  der  Function  (68)  sind  alle  durch  den  Integrationsweg 
ausgeschlossen,  daher  ist 
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/  u  dz  —  0 

woraus  die  Trennung  des  reellen  Teiles  vom  imaginären  mit  Hilfe 
der  Gleichungen  (68)  —  (70)  ergiebt : 


*      ^  2a      *  dy  ^  4a* 

n  <»  1 


(71) 


2»-«f      4*— <f  y 

-*JS  {/+/+•  ■/-*-<*} 

0  2n+tf  2nn+d 

NB.  Gleichung  (72)  gilt  nur  für  verschwindend  kleine  Werte 
von  i  [wäre  Ö  endlich,  so  wäre  die  Summe  D%n  nicht  reell,  sondern 
enthielte,  wie  man  sich  Oberzeugen  kaun,  imaginäre  Glieder,  die  in 
(72)  auftreten  müsstenl]  Nichtsdestoweniger  bleibt  das  Integral  in 
(72)  endlich  und  bestimmt,  da  die  Pole  auf  Kreisen  umgangen  wur- 
den und  daher  die  ö  an  den  Teilstellen  gleich  sind. 

Unter  C  und  S  hat  man  sich  nicht  die  Reihen  (66),  sondern 
den  analytischen  Ausdruck  für  deren  Summe  vorzustellen .  Daun 
kann  man  C  und  S  nach  Belieben  differcntiiren,|  während  die  Reihen 
selbst  schon  durch  die  zweite  Differentiation  divergent  werden. 

Man  differentiire  Gleichung  (71)  nach  y\  dann  nimmt  dieselbe 
folgende  einfache  Gestalt  an 

woraus 

l  +  UC (73) 


Die  Constanten  A  und  B  wurden  von  vornherein  mit  einem 
Index  versehen,  da  sie  von  Ihn  abhängig  und  also  Functionen  von 
n  sein  müssen.   Aus  (73)  ist 

dC     Jt     Mnf*  —  B2h  e~a* 
dy  -  2"  '        +*  - 


dC 

Setzt  man  diese  Werte  von  C  und  ^  ein  in  (72),  so  kommt 
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und  mit  Hilfe  von  (24) 

A2»     B2n  =  e("-H)a*  -f-  «-<2»+2>«» 
Setzt  man  ferner  in  (73)  y  =-  (2n-f- 1)* 
so  kommt 

und  nach  (25) 
sodass  endlich 

^42h  _  e-(2»+l)a*      52n  m  0(2n+l)a* 

wonach  (73)  übergeht  in  >) 

1   ,       »      COSX«  ea[(fti+I)»r-|f]  J_Ä-«[(2H+l)Ä-f] 

-+2«2,x-s-j — a  =  «  .  —  -  (74) 

Die  Differentiation  nach  y  ergiebt 

oo  xsinx*/     n    #«[(?»+ —  «-«H^+Dx-jr] 

f«*»^""*-   «■*  - «-a*  (75) 

2n»  <  y  <  (2n-f  2)» 

Für  diese  Gleichungen  sind  die  Grenzwerte  Ihn'  und  Dt*  ohne 
Bedeutung;  ihnen  zufolge  wäre 

A'2n  =\{A2n-2+A7n),  2*2»'  «Pw  +  ft») 
A"2n  -  i(i42»  +  ^2»f2),     #2»"  -  K*2«  +  ftn+2) 

Nun  erkennt  man  aber  leicht,  dass  (74)  an  den  Grenzen  gilt,  wenn 
man  allgemein 

A>     _  pA2.-2  +  „Aj.  et(, 
P  +  9 

setzt,  woboi  j?  und  g  beliebige  Zahlen  sind.  Allerdings  gilt  dann 
die  Gleichung  nicht  mehr  streng,  d.  h.  sie  gilt  unter  Umständen  nicht 
mehr  an  den  Grenzen,  nachdem  man  sie  differentiirt  hat.  Es  wäre 
demnach  zu  erwarten,  dass  (75)  an  den  Grenzen  nur  dann  bestehen 
bliebe,  wenn 


1)  Vgl.  Schlömilch,  „Nene  Methode  zur  Summiruog  etc."  Grnnert's 
Archiv  XII,  p«g  131. 


Digitized  by  Google 


Christen:  Beiträge  zur  Verwendung  des  freien  Integrationsweges.  29 

p  =  q  =  1 

Poch  ist  eine  weitere  Untersuchung  darüber  gegenstandslos,  da  die 
Summe  (75)  für  die  Werte 

y  mit 

so  wie  so  ihre  Bedeutung  verliert,  wie  im  Folgenden  kurz  bewiesen 
werden  soll. 


c,     .       ..      *     X  Bin  x(mrr  +  6) 
if=o  1  x»-r-oi< 

*=00 


Es  besteht  zwischen  den  unendlich  kleinen  Grössen  <$  und  7 

k 

keine  Relation,  so  dass 

p  —  6  .  k 
eine  willkürliche  positive  Grösse  ist 

k   xsin^jS  £  . 

£(m*)  hat  also  einen  unbestimmten  Wert,  welcher  entweder  zwischen 
—  S' J)  uud  0  oder  zwischen  0  und  S'  lieat,  jenachdem  m  gerade 
oder  ungerade  ist  und  y  gegen  die  Grenze  wachst  oder  abnimmt.  Für 

p  =  q  —  1 

erhält  man  bloss  den  Specialwert,  welchen  S(mn)  annimmt,  wenn  man 
willkürlich  festsetzt,  dass,  während  y  gegen  die  Grenze  mn  wächst, 
ß  «=»  oc,  d.  h.,  dass  &  von  einer  höheren  Ordnung  unendlich  werden 

soll,  als     was  aber  absolut  keinen  Sinn  hat.  — 

Für  die  folgende  Ableitung  nehme  man 

0  <  y  <  2n 

(worin  weiter  keine  Beschränkung  liegt)  und  integrire  Gleichung  (74), 
nachdem  man  dieselbe  durch  die  Substitution 

«  —  0,        »  =  0 

auf  die  Form 

00  cos  xy     yz     n     .  n%  ._.  . 

2  -jT-\-  i'+  6  (74a) 


1)  Wobei  S'  das  Maximum  der  Function  e  (*)  bedeutet  [rerf  1.  Ab- 
schnitt  I]  nimlicb  S{rr)  =  1,851  936. 
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gebracht  hat,  wiederholt  nach  y  zwischen  den  Grenzen  0  und  y  und 
fahre  nach  der  Gleichung 

00    1  (2rr)2" 

die  Bernonlli'schen  Zahlen  ein.   Setzt  man  endlich  noch 

y  =»  2»« 


so  erhält  man  allgemein  ») 
2  ■  (2n)l    oo  cos2x**  /2n\ 

72^  -  *■  "  U)*2-2* 

+  (24w)  B*-*+  -  .  .  .  +  (-1)«*1  (22n) 

4_(_l)na2»-l{n_irJ  (?6) 

2  .  (2n  +1)  !    «    sin2xrc*      /2n+ 1\  /2n+l\ 

+  (_1)Haf2n|?^l1_x|  (77) 
0  <  *   <  l 

Setzt  man  in  (76)  x  —  \ ,  so  geht  die  linke  Seite  über  in  die 
Summe 

(2w)a*  '  f  x2" 
welche,  wie  man  leicht  beweist,  den  Wert 

22n-l  _  i 


-  B2n 


hat,  man  erhält  somit  aus  (76)  die  folgende  Recursionsformel  für  die 
Bernonlli'schen  Zahlen 

-  . .  .  +  (-1)«  (2W)2«Ä8  +  (-l)»+i{2»-l}  (78) 
Es  lassen  sich  ferner  für  die  Reihen 


1)  cf.  Raube,  Crelle's  J.  XLII,  pag.  348. 
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C.=  V-0^,   «.-S^  (79) 

eine  Serie  von  Recursionsformeln  aufstellen  durch  Integration  der 
Function 

u(z)  =  — —  (80) 
Uber  den  Umfang  des  Rechteckes  OABC  (Fig.  3.) 
Da,  wie  schon  bemerkt,  in  der  Bedingung 

0  <  y  <  2» 

keine  wesentliche  Beschränkung  liegt,  so  soll  dieselbe  im  Folgenden 
gelten;  es  ist  übrigens  nach  den  für  die  Function  (68)  angestellten 
Betrachtungen  uicht  schwer,  zu  dem  allgemeinen  Fall  2m»  <y  < 
(2n-j-2)?r  aberzugehen. 

Die  Teilintegrale  stellen  sich  dar  als 
a  oo 


I  ud*-~  0 


„     ,  <*>    1  (2«)2m  B*n 

_  (9—1)1  2  jjs  =  i  l— 


/ 


C  00 


'       ä2*  — 2e*cosy -j- 1 
v 


und,  weil  der  Integrationsweg  keinen  Pol  u 

00 

o 

wobei 
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iV  —  c2*  —  2«*C0Sy  +  1 


Zur  Ausführung  des  Integrals  J  setze  man 


Dann  erhält  man  analog  der  am  Anfang  dieses  Abschnittes  für  die 
Integrale  T  und  U  ausgeführten  Rechnung 

!     co  cosxy 


_         ml     co  C08X 
_  m!     co  ginxy 


wonach  schliesslich 


(2ff]2w  ^2w+(— 1)VW     °&  COS  xy      y*  5  COS  Xy 
*"  (2n)!  ,    x2"       2!  a    x2"-*  +  '  * 

od  sinxy  _  y3  co  sin  xy 

y 

(— I)»-1  /'^.t  u  %  sinxy  y*  <«,  sinxy 
•  '  (2^1)1  J  1      Ctg2  '  *  "  f  "Pi"  -  21  f  x2^2 

.  co  cosxy.  ys  co    cosxy  \  (82) 


•  •  • 


.  (  y2*  »2*+1  ) 

Will  man  zu  dem  allgemeinen  Fall  2m*  <  y  <  (2m  -4-2)»  über- 
gehen,  so  ist  der  Integrationsweg,  wie  im  letzten  Beispiel,  um  die 
entsprechenden  Halbkreise  (Fig.  3)  zu  vergrössern.  Es  ist  dann  in 
(81)  rechte  das  Glied 
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2"»t  <  y  <  (2m  +  2)t 

hinzuzufügen.    Eine  Bestimmung  von  Grenzwerten  für  E*m  wäre 

auch  hier  völlig  zwecklos,  da  (81)  immer  das  Glied  Z  —  *y  cnt- 

l  x 

hält,  welches  an  den  Greuzen  unbestimmt  wird.  In  (82)  hat  diese 
Erweiterung  nicht  viel  Sinn,  da,  wie  in  (72)  ein  unbequemer  Grenz- 
wert auftritt. 

Die  Rccursionsformeln  (81)  und  (82)  können  zugleich  als  Dif- 
ferentialgleichungen der  Functionen  Cn  und  Sn  angegeben  werden, 
deren  Lösungen  in  der  Hälfte  der  Fälle,  nämlich  für  C2„  und  S^n+i 
durch  die  Gleichungen  (76)  und  (77)  gegeben  siud. 

Trausccndentc  höherer  Ordnung  sind  die  Functionen  und 
£*2M|i.  Einzig  Cx  wird  durch  eine  verhältnissmässig  einfache  Func- 
tion dargestellt.    Es  ergiebt  sich  aus  (82)  für  «  =  1 

X 

\    I  tcigTydt=E   -— — ^       /  C\  dx  -  xC\  -f  const 
o 

Man  differentiirt  nach  x: 
tir  x  =  7c  wird 

r--|i  -H-i-*.  •  -  I  -  Ut* 

»  cos  XX  ,    /    .  *\ 

C,  =  2:  — ^    =  —  lg^isin^)     0  <  *  <  2« 

Die  Beschränkung  0  <  x  <  2t  fällt  weg,  wenn  man  schreibt 

f  ^„"?  — ?)  (83) 
Hieraus  kommt  durch  Integration  von  0  bis  2 

0 

Es  ist  also  bereits  St  nicht  mehr  durch  einfache  analytische 
Functionen  auszudrücken.    Die  numerische  Berechnung  geschieht 

Arch.  d.  M»tb.  a.  Phjs.   2.  Reihe,  Tl.  XVI.  3 
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wohl  am  besten  mit  Hilfe  der  Kinkeliu'seken  Function  G(r)  ■),  welche 
für  ganzzahligc  Argumente  der  Function 

0'(«  +  l)  =  1«  .  2*  .  33  .  4*  .  .  .  w« 
entspricht.   Es  wird 

/G(\  -x) 
tctg*/  .  dt  =  xlg(2sin7rx)  —  lg  (84a) 

e 

Diese  Formel  empfiehlt  sich  zur  Berechnung  von  Sif  da  für  den 
Logarithmus  der  Function  G  rasch  convergente  Reihen  existiren, 
welche  denjenigen  für  lg  V  sehr  ähnlich  sind.  Die  Derechnung  kann 
mit  sehr  grosser  Genauigkeit  ausgeführt  werden,  da  die  Constanten 
dieser  Reiheu 

bis  zu  S10  auf  30  Decimalen  berechnet  worden  sind  a). 
In  GlcichHng  (87)  giebt  die  Substitution  y  =  n 

+^,^,+,G)Ä2+("21)M  - 0  (8ia) 

Dividirt  man  jetzt  Gleichung  (7h)  durch  2  und  subtrahirt  sie  von 
(81a),  so  kommt,  wenn  man  noch  «-J-1  an  Stelle  von  n  setzt, 

C"  V)Bi-  -  (V2) B2--* + •  •  •  - ■  b=o  (R5) 

Diese  Formel  ist  der  einfachste  Specialfall  einer  allgemeineren, 
von  Arndt3)  gefundenen  Formel 

■-?i-cti)*-("r)*+---+(-«"fJ- 


für 

x-2n  +  l,   ^  =  2 


I)  Ktnkelin,  Uebcr  eine  neue  mit  der  /'  Function  verwandt«  Trauscen- 
dente  etc.    Crelles  J.  LVH,  pag  122. 

*)  Sticljes,  Table«  des  taleurs  dea  soniraes  Sk.    Acta  math.  IX,  299, 
3)  Grelles  J.  XXXI,  pag.  249. 


Digitized  by  Google 


Christen:  Beiträje  zur  Verwendung  des  freien  Jiitegratimnweges.  35 


Es  ist  dies  die  einfachste  aller  bis  jetzt  gefundenen  Recursions- 
formein  für  die  Bernoullischen  Zahlen,  soviel  deren  von  Schlömilch  '), 
Göpel*),  Dienger';,  Malmsten*),  Worpitzky5)  und  Anderen  aufge- 
stellt worden  sind. 

Ganz  auderer  Natur,  als  die  Lösung  der  Differentialgleichung 
(71),  an  welche  sich  die  vorstehenden  Betrachtungen  anknüpften,  ist 
diejenige  von  (72),  deren  vollständiges  Intogral 

y  x 

US  J* e-ai  a%[2  .  dt -\- €-°y  J  e'tcig^dt  (86) 

p  \ 
ist ,  wobei  p  und  q  die  zwei  willkürlichen  Coustauten  sind.  Die- 
selben lassen  sich  auf  zwei  verschiedene  Arten  bestimmen.  Mau 
erhält  entweder 

n 


+  2 ie««-y) -,-(- y)fe  (   ]lX^*  (86a) 

oder  man  schreibt  den  folgenden  Grenzwort 

Pt 

4a£  -q^-t  -Inn  ^-J\e^-i)-e-^]ctS  [  .  dt 

d 

71 

+  *^£-J\**-ti-  2-^-OJctg^.d/}  (86b) 

Für  beide  Formeln  ergiebt  sich  die  Ableitung  aus  (86)  mit 
Leichtigkeit.  Jedoch  muss  ich  an  dieser  Stelle  von  einer  Behand- 
lung der  Function 

co  smny 

1  x*+«r« 

in  extenso  absehen,  da  sie  zu  weit  vom  eigentlichen  Thema  dieses 
Aufsatzes  ablenken  würde. 


1)  Grunert'e  Archir  III.,  png.  9. 

2)  ibid.  III,  pag.  64. 

3)  Crellc'»  J.  XXXIV,  pag.  75. 

4)  ibid.    XXXV,  pag.  59. 

5)  ibid.    XCIV,  pag.  SOS. 
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II. 

Elementare  Berechnung  der  Trägheitsmomente 
von  Linien,  Flächen  und  Körpern. 

Von 

Dr.  E*  Rehfeld 

in  Elberfeld. 


Als  Huyghens  sich  mit  der  Aufgabe  beschäftigte  die  Schwingungs- 
zeit eines  physischen  Pendels  zu  berechnen,  wurde  er  auf  den  Be- 
griff des  Trägheitsmomentes,  auf  den  Ausdruck  £mr%  geführt.  Ihm 
verdankt  man  auch  den  wichtigon  Satz,  dass  das  Trägheitsmoment 
irgend  eines  geometrischen  Systems  (Strecke,  Fläche,  Körper) 
für  eine  Drehachse  gleich  ist  dem  Trägheitsmoment  des  Systems  für 
die  parallele  Schwerpunktsachsc,  vermehrt  um  das  Product  der  Ge- 
samtmasse des  Systems  in  das  Quadrat  der  Abstände  der  beiden 
Achsen.  Erst  Euler  führt  für  den  Ausdruck  Zmr*  den  Namen 
Moment  der  Trägheit  —  ein.  (Ja  das  Trägheitsmoment  eines  Systems 
in  Bezug  auf  irgend  eine  Achse  als  die  Summe  unendlich  vieler 
Producte  aus  den  einzelnen  Massenteilchen  und  das  Quadrat  der 
Abstände  dieser  Massenpuukle  von  der  Momentenachse  ange- 
geben wird,  so  kann  dasselbe  im  allgemeinen  nur  uuter  Anwen- 
dung der  Infinitesimalrechnung  gefunden  werden.  Das  in  vielen 
elementaren  Lehrbüchern  der  Physik  angewandte  Verfahren  zur  Be- 
rechnung der  Trägheitsmomente  etwa  von  Strecken,  rechteckigen 
und  quadratischen  Platten,  Dreiecks-  und  Kreisflächeu,  rechtwinkligen 
Parallelepipeda,  geraden  Cyliuderu  und  Kegeln,  und  welches  darin 
besteht,  dass  man  das  vorliegende  System  in  n  Teile  teilt,  die  bei 
der  einen  Eutwiekeluug  gleich,  bei  der  andern  ungleich  sind,  und 
für  jeden  Teil  das  Trägheitsmoment  durch  zwei  Grenzen  einschliessr, 
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ftthrt  streng  genommen  doch  zur  Integration,  denn  man  benutzt 
schliesslich  ein  Additionsverfahren,  bei  welchem  der  Quotient  ~Yji~ 
bei  constantem  ganzen  positiven  k  und  unendlich  wachsendem  n 
gegen  die  Grenze  couvergirt. 

Dass  aber  eine  ganz  elementare  Behandlung  der  Trägheits- 
momente vieler  homogener  Systeme  möglich  ist,  soll  diese  kleine 
Arbeit  zeigen:  sie  soll  den  Beweis  erbringen,  dass  in  vielen  Fällen 
die  geometrische  Verwandtschaft  von  Systemen  zur  Bestimmung  be- 
nutzt werden  kann.  Das  Wesen  dieser  neuen  Bestimmungsart  be- 
steht darin,  dass  man  die  gegebenen  Systeme  in  unter  sich  und  dem 
ganzeu  ähnliche  Elemente  zerlegt,  und  mit  Hülfe  der  bestehenden 
Beziehungen  zwischen  den  Trägheitsmomenten  der  Teile  und  des 
ganzen  Systems,  das  letztere  berechnet.  Besonders  ist  bei  diesem 
Verfahren  noch  hervorzuheben,  dass  die  gefundenen  Resultate  in  der 
allgemeinsten  Form  auftreten,  d.  h  für  alle  Momentenachsen  gültig 
sind.  Dieses  wird  dadurch  erreicht,  dass  bei  der  Bestimmung  der 
Trägheitsmomente  keine  Grössen  verwandt  werden,  die  dem  System 
direct  entnommen  siud,  es  werden  Projectionen  von  Strecken  auf 
eine  zur  Momeutenachse  senkrechte  Ebene  benutzt;  und  diese  Pro- 
jectionen nehmen  eben  für  jede  neue  Achse  neue  Werte  an.  Be- 
handelt werden  die  Trägheitsmomente  der  Strecke,  des  Dreiecks, 
Parallelogramms,  der  Ellipse,  des  dreiseitigen  schiefen  Prismas, 
schiefen  Parallelepipedons ,  elliptischen  Cylinders,  der  dreiseitigen 
Pyramide,  des  elliptischen  Kegels  und  des  Ellipsoids. 


Die  Beziehungen  zwischen  den  Trägheitsmomenten  von  ähnlichen 
homogenen  geometrischen  Systemen  bezogen  anf  ähnlich  liegende 

Achsen. 

Werden  ähnliche  geometrische  Systeme  (Linien,  Flächen,  Körper) 
von  gleicher  Dichtigkeit  in  gleich  viel  ähnliche  Elemente  geteilt, 
und  sind  die  Massen  von  entsprechenden  Elementen  m  und  p,  die 
Abstände  dieser  Elemente  von  ähnlich  liegenden  Achsen  r  und  o, 
so  stehen  die  Trägheitsmomente  dieser  Elemente  mr*  und  po',  sowie 
die  Trägheitsmomente  der  ganzen  homogenen  Systeme  2mr*  und 
für  ähnlich  liegende  Achsen  in  einem  constanten  Verhältniss. 

Ist  k  das  Verhältniss  von  zwei  entsprechenden  Strecken  in  dem 
ähnlichen  homogeneu  Systeme,  so  ist 
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m  :  f*  —  1  :  Xm 

und  zwar  ist  m  — 1  für  Systeme  von  einer  Dimension  (Linien),  m  «=  2 
für  Systeme  von  zwei  Dimensionen  (Fluchen),  m  =  3  für  Systemo 
mit  drei  Dimensionen  (Körper).   Und  da  forner 

r  :  q       1  :  l 
r»  :  q*  =  1 :  A* 

so  verhalten  sich 

-Smr5  :  2pQ*  =  1  :  A" 

Für  Linien  ist  n  —  3,  für  Flächen  n  =  4,  für  Körper  n  =  5. 

Bezeichnet  man  die  Trägheitsmomente  ähnlicher  homogener 
Systeme  bezogen  auf  ähnlich  liegende  Achsen  mit  T  und  t,  so 
gilt  allgemein 


Das  Trägheitsmoment  einer  homogenen  materiellen 

Strecke. 

Enthalte  die  homogene  Strecke  AB  (Fig.  t)  [bei  gleichmässigcr 
Verteilung  die  Masse  m,  und  werde  das  Trägheitsmoment  derselben 
bezogen  auf  eine  durch  den  Schwerpunkt  *S  gehende  Momentcnachso 
hs  mit  7«.  bezogen  auf  eine  durch  den  Eckpunkt  A  zu  h»  parallele 
Momenteuachsc  ha  mit  Tn  bezeichnet,  so  besteht  nach  dem  Huyghens- 
schen  Satze  die  Beziehung 

wenn  /  den  Abstand  des  zweiten  Endpunkts  B  der  Strecke  von  der 
Achso  Afl  oder  die  Projcction  der  Strecke  AB  auf  eine  l,  oder  ha 
senkrechte  Ebene  angiebt.  Das  Trägheitsmoment  T%  ist  aber  gleich 
der  Summe  der  Trägheitsmomente  der  beiden  Hälften  SA  und  SB. 
Da  aber  entsprechende  Punkte  dieser  Teile  von  Ii  gleiche  Abstände 
haben,  so  sind  die  Trägheitsmomente  von  SA  und  SB  bezogen  auf 
hs  gleich  und  halb  so  gross  als  T$  selbst.  Das  Trägheitsmoment  vou 
AS  bezogen  auf  ha  hat  denselben  Wert  wie  das  Trägheitsmoment 
von  SB  bezogen  auf  hHy  nämlich  \T,.  Nun  siud  aber  AB  und  AS 
ähnlich  liegende  Systeme  für  das  Aehnlichkeitsverhältniss  A  =  2  be- 
zogen auf  dieselbe  Achse  A«,  es  ist  deshalb 

Ta  -  2»  .  \T»  -  47; 

Aus  den  beiden  Gleichungen  vou  Ta  leitet  man  schlieslich  ab 
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T'  "  12  w/* 

Belastet  man  die  Projection  um  AB  auf  eine  zu  h8  senkrechte 
Ebene,  nämlich  A0B$  gleichmässig  mit  der  Masse  »»  von  AB,  so 
kann  auch 

T*  -  12  ml* 

gedeutet  werden  als  das  Trägheitsmoment  der  Projection  A0  B9  be- 
zogen auf  die  im  Schwerpunkt  S0  senkrecht  stehende  Momentachse. 
Es  kann  mithin  das  Trägheitsmoment  einer  Strecke  für  eine  schiefe 
Schwerpunktsachse  ersetzt  werden  durch  das  Trägheitsmoment  der 
Projection  der  Strecke  auf  eine  zur  Momentenachse  senkrechte  Ebene, 
wenn  nnr  die  Projection  die  Masse  der  gegebenen  Strecke  glcich- 
mässig auf  die  Länge  verteilt  in  sich  birgt. 

Geht  die  Achse  durch  den  Endpunkt  A  der  Strecke,  so  ist  der 
Wert  des  zugehörigen  Trägheitsmomentes 

Für  die  durch  den  beliebigen  Punkt  /'  parallel  zu  h  verlaufende 
Achse  hp,  welche  von  fo  den  Abstaud  u  hat,  wird  das  gesuchte  Träg- 
heitsmoment 

und  liegt  der  Punkt  P  auf  der  Strecke  AB  selbst,  und  heisseu  die 
Projectioucu  der  Teile  auf  die  zu  hp  senkrechte  Ebene  lt  und 
,(/,  >  /,),  so  ist 

und  es  wird 

*>-WI,»-l,/t  +  h%) 


Das  Trägheitsmoment  einer  homogenen  materiellen 

Dreiecksfläche. 

Enthalte  das  homogene  materielle  Dreieck  ABC  bei  gleich  - 
mässiger  Verteilung  der  Masse  über  die  ganzo  Fläche  die  Masse  ra. 
Seien  DEF  die  Halbirungspunkte  der  Seiten  des  Dreiecks  (Fig.  2). 
Das  Trägheitsmoment  des  Dreiecks  bezogen  auf  eine  durch  den 
Schwerpunkt  S gehende  Momentenachse  A„  nämlich  Ts%  ist  für  dieselbe 
Achse  gleich  der  Summe  der  Trägheitsmomente  der  vier  Unterdrei- 
ecke, welche  unter  sich  rongruent  und  dem  ganzen  Dreieck  nach 
dem  Verhältniss  A  =  \  ähnlich  sind.    Die  um  das  mittlere  Unter- 
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dreieck  herumliegenden  Dreiecke  haben  für  die  durch  die  Ecken  A, 
Ä,  C  parallel  zu  h,  verlaufenden  Achsen  hahhe  dieselben  Trägheits- 
momente wie  für  hs. 

Wird  nämlich  das  Trägheitsmoment  des  Dreiecks  AEF  mit  dem 
Schwerpunkt  G  für  die  zu  hl  parallele  Schwerpunksachse  h9  mit  t9 
bezeichnet,  während  das  Trägheitsmoment  dieses  Dreiecks  für  ht 
durch  tg,  augegebeu  wird,  so  ist  das  Trägheitsmoment  des  Uutcr- 
dreiecks,  wenn  der  Abstand  der  Achsen  hs  uud  h9  uoch  u  heisst 

m 

h*  -  ^  +  4  ** 

Andererseits  ist  für  die  Achse  ha  das  Moment  desselben  Dreiecks, 
wenn  v  den  Abstand  der  Achsen  ha  uud  h9  ergiebt 

i  m  2 
U«  —  h  t  4  v 

Nun  ist  aber  AG  —  GS,  woraus  folgt  u  —  v;  es  ist  mithin 

hs  -  t  9. 

Ebenso  besteht 

h«  —  thb 
tk8  —  **c 

Heisst  das  Trägheitsmoment  des  Dreiecks  DEF  für  die  Achse 
h» :  t8i  so  ist  das  Trägheitsmoment  des  ganzen  Dreiecks  für  hs 

T8  -      -f-  fM  -f  fkc  + 

Werden  die  Trägheitsmomente  des  gauzen  Dreiecks  für  die 
Achsen  A0,  mit  'i «,  7»,  ZV  bezei  chnet,  so  liefert  die  Aehnlich- 

keit  der  Teildreiecke  mit  dem  ganzen  die  Beziehungen 

Ta  =  2V 
T,  -  2*/*« 

rs  -  2*t8 

Nach  dem  Huygens'schen  Satze  ist  aber,  wenn  dio  Abstände  der 
Achse  h  von  A«,  h  und  Ac  einzeln  mit  p,  q,  r  bezeichuet  werden. 

Ta  =  Ts  -f  mps 

n  -  r,  4-  m9* 

Te  -  ra  +  mrÄ 
Aus  den  letzten  Gleichungen  folgt  aber 
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n  =  ^  {Ta  +  n  +■  TW-?«)  -  ^  "'(p2  +  52  +  r») 

Fällt  Ä»  in  die  Ebene  des  gegebenen  Dreiecks,  so  bezeichnen  />, 
5,  uud  r  dio  Abstände  der  Ecken  des  Dreiecks  von  der  Achse  H. 
Steht  dio  Achse  geneigt  zur  Ebene  des  Dreiecks  uud  heisst  seine 
Projection  auf  eine  zu  ha  senkrechte  Ebene  4,#ocoi  so  sin(1  P%  <1>  r 
d.  h.  die  Abstände  der  Ecken  ABC  von  As,  gleich  den  Verbindungs- 
linien des  Schwerpunktes  SQ  des  projicirteu  Dreiecks  mit  den  Ecken 
dieses  Dreiecks  selbst.  Hcisscn  die  Schwerpunkfstransvcrsaleu  des 
projicirten  Dreiecks  taibU,  so  besteht  zwischen  diesen  und  deu  Seiten 
<i,  b,  c  der  Projection  die  bekannte  Beziehung 

4(/.f  + /»«  + /«»)  -  :ii«2-{- A2-f  e*) 

und  weil 
also 

P*  +  q*  +  r*  =       -M2  +  *l) 
ist,  so  findit  man  auch  für  Ts  die  Ausdrücke 

Ts  -      m(o«  +     +  c»)  -  ^  ",:'0*  +  '**  +  'c2) 

Steht  die  Achse  A,  zur  Ebene  des  Dreiecks  ABC  senkrecht,  so 
nehmen  j?,  5,  r  sowie  n, c  ihre  grössteu  Werte  BS,  CS  an. 
Das  Trägheitsmoment  eines  Dreiecks  wird  daher  eiu  Maximum  für 
eine  zur  Ebene  des  Dreiecks  senkrechte  Achse. 

Da  ht  zur  Ebene  der  Projection  senkrecht  steht,  so  kanu 

»(<,*  +  b*  +  c*) 

auch  als  das  Trägheitsmoment  dieser  Projection  aufgefasst  werdeu. 

Das  Trägheitsmoment  eines  homogenen  materiellen  Dreiecks  für 
eine  beliebige  zur  Ebene  des  Dreiecks  schief  stehende  Schwerpunkts- 
achse  ist  demnach  für  dieselbe  Achse  gleich  dem  Trägheitsmoment 
der  Projection  des  Dreiecks  auf  eine  zur  Momentenachse  senkrechte 
Ebene,  wenn  die  Masse  des  gegebenen  Dreiecks  glcichmässig  über 
die  Projection  verteilt  gedacht  wird. 

• 

Mit  Hülfe  der  gefundenen  Werte  für  das  Trägheitsmoment  eines 
Dreiecks  bezogen  auf  eine  Schwerpunktsachse  kann  das  Trägheits- 
moment für  jede  andere  Achse  nach  dem  Satze  von  Huyghens  leicht 
abgeleitet  werden. 

Für  dio  zu  H  parallel  laufende  Achse  ha  durch  den  Eckpunkt 
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i 

A  wird  das  zugehörige  Trägheitsmoment  7%,  gleichviel  ob  K  in  der 
Ebeno  dos  Dreiecks  liegt,  oder  dazu  geneigt  ist,  angegeben  durch 

oder  da 
durch 

7V-  ^m(86«  +  3c«  -a«)  -     «(*«  +  c*  +  4««*) 

Gebt  die  Achse  durch  die  Mitte  der  Seite  BC,  so  ist  für  die  Achse 
hd  das  Trägheitsmoment 

Wird  die  Seite  BC  Momentenachse,  so  wird  b  —  c  —  A,  und  das  ge- 
suchte Trägheitsmoment  hat  den  Wert  imA*. 

Fällt  die  Momcutenachse  mit  der  Transversalen  AD  zusammen, 
so  wird 


und  mau  erhält  für  das  zugehörige  Trägheitsmoment  den  Ausdruck 


Das  Trägheitsmoment  eines  homogenen  materiellen 

Parallelogramms. 

Enthalte  das  homogene  materielle  Parallelogramm  ABCD  (Fig.  3) 
bei  gleichmässigcr  Verteilung  der  Masse  über  die  ganze  Fläche  die 
Masse  m.  Man  zerlege  das  Parallelogramm  durch  Parallelo  zu  den 
Seiten  in  den  mittleren  Abständen  der  Gegenseiten  in  vier  congruente 
Parallelogramme,  die  dem  ganzen  nach  dem  Verhältniss  A  =  }  ähn- 
lich sind.  Die  über  Kreuz  liegenden  Unter parallelogrammo  AS  und 
CS,  sowie  BS  und  DS  haben  in  Bezug  auf  eine  durch  den  Schwer- 
punkt S  des  gegebenen  Parallelogramms  gehende  Achse  h»  dasselbe 
Trägheitsmoment,  weil  entsprechende  Punkte  von  der  Momenten- 
achse gleichen  Abstand  haben.  Wird  bezogen  auf  h8  das  Trägheits- 
moment des  ganzen  Parallelogramms,  sowie  der  Unterparallelogramme 
AS  und  BS  einzeln  mit  r8,  tM,  t$b  bezeichnet,  so  ist 

Tu  -  2{t»  +  tA) 
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Heisson  nun  dio  Trägheitsmomente  des  ganzeu  Parallelogramms 
für  die  zu  h»  durch  die  Eckpunkte  C  und  D  parallel  laufenden 
Achsen  hc  und  hd  beziehungsweise  Tc  und  7k,  so  ergeben  sich  aus 
der  Aehulichkcit  der  Parallelogramme  AS  und  AC,  sowie  HS  und 
BD  für  die  ähnlich  liegenden  Achsen  hs  und  /j«,  sowie  ha  uud  /<8,  die 
Beziehungen 

Tc  =  24/„„    Td  =  24/,6 

Andererseits  besteht  aber  nach  dem  Satze  von  Huyghens,  wenn 
e  uud  f  die  Abstände  der  Achse  h,  von  hc  und  bezeichnen, 

Te  =  T9  +  m/-8,    T,i  -  7,  +  m/* 

Aus  den  letzten  Gleichungen  leitet  man  ab 

7')l=:r^(rc-|-7,d)=Jm(«*-r-^) 

Liegt  in  der  Ebene  des  Parallelogramms,  so  geben  c  und  f 
die  Abstände  der  Eckpunte  C  und  D  von  an.  Für  eine  zur  Ebeno 
des  Parallelogramms  geneigte  Achse  hB  können  e.  uud  f  nicht  grösser 
werden  als  die  halben  Diagonalen  des  gcgcbcncu  Parallelogramms, 
deren  Projectioucu  auf  ciue  zu  hH  senkrechte  Ebene  eben  c  uud  / 
sind.  Es  ist  deshalb  7»  für  eine  zur  Ebene  des  Parallelogramms 
senkrechte  Ebene  ein  Maximum. 

Werden  die  Projcctioncu  der  Seiton  des  Parallelogramms  auf 
eine  zu  h»  senkrechte  Ebene  mit  a,  b,  c,  d  bezeichnet,  so  ist,  gleich 
viel  ob  ht  in  der  Ebene  des  Parallelogramms  liegt  oder  zu  derselben 
geneigt  ist, 

4(c»  +  f»)  =  a*+b*  +  c*  +  d* 

und  es  wird 

T.  =  ^  »(«•  +  b%  +  «J  -f-       =  A  m(«*  +  4«) 
Hieraus  folgt: 

Das  Trägheitsmoment  eines  Parallelogramms  für  eine  beliebige 
zur  Ebene  der  Fläche  geneigte  Schwcrpunktsachsc  ist  für  dieselbe 
Achse  gleich  dem  Trägheitsmoment  der  Projcction  des  Paralle- 
logramms auf  eine  zur  Momentenaclisc  senkrechte  Ebene,  wenn  die 
Masse  des  gegebouen  Para'lelogramms  gloichmässig  über  die  Pro- 
tection verteilt  gedacht  wird. 

Die  Berechnung  des  Trägheitsmomentes  eines  Parallelogramms 
für  eine  schiefe  Achse  ist  mithin  auf  das  Trägheitsmoment  der  Pro- 
tection der  Fläche  für  eine  senkrechte  Achse  zurückführbar. 

Das  obige  numerische  Ergobniss  hätte  auch  sofort  aus  dem 
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Werte  des  Trägheitsmomentes  eiues  Dreiecks  für  die  Schwerpunkts- 
achse einer  Seite  gefunden  werden  können. 

T.  «  J  -  («t  +  A«)  -f  * ,  (c*  +  d«)  -  2l  »C«*  +  *'  +  c*  +  <*»> 

Auch  hätte  man  aus  dem  Werte  für  das  Trägheitsmoment  des 
Parallelogramms,  welcher  verhältnissmässig  leichter  gefunden  wird 
als  der  Wert  des  Trägheitsmomentes  des  Dreiecks,  auf  letzteren 
schliessen  können.  Doch  sind,  wie  auch  später  noch  einige  Male, 
an  dieser  Stelle  die  Ableitungen  getrennt  durchgeführt,  um  die 
Fruchtbarkeit  des  Principes,  welches  die  Trägheitsmomente  von 
homogenen  ähnlichen  Systemeu  in  Bezug  auf  ähnlich  liegende  Achsen 
in  einfache  Beziehung  set/.t,  ausführlicher  darzutuu. 

Mit  Hülfe  des  gefundenen  Wertes  für  das  Trägheitsmoment 
eiues  Parallelogramms  bezogen  auf  eine  Schwcrpuuktsacbse,  kann 
das  Moment  für  jede  audero  Achse  nun  leicht  berechnet  werden. 

Für  die  Eckenachse  he  ist  das  zugehörige  Trägheitsmoment 
Te  -  1  m  let  -f  ft)  _  ^  m(a2  +  b*  _|_  12ct) 

Geht  diese  Achse  durch  den  Schwerpunkt  parallel  der  Seite  BC,  ist 
also  &  —  </  —  0,  so  ist 

~  12 m°2 

Fällt  die  ^4cbse  mit  BC  zusammen,  so  ist  das  zugehörige  Trägheits- 
moment 

,-2"a*  +  w(ä)  -W 
Für  die  Diagonale  AC  als  Achse  ist  a  =  b  —  e  —  d,  und  es  wird 

T,  =  Ima* 


Das  Trägheitsmomeut  einer  homogenen  materiellen 

Ellipsenfläche. 

Die  Ellipso  enthalte  bei  gleichmässiger  Verteilung  der  Masso 
Uber  die  ganze  Fläche  die  Masse  m. 

Man  teile  die  Fläche  (Fig.  4)  durch  Radienvectoren  in  eine 
grade  Anzahl  gleicher  Ellipsenausschnitte,  einer  Forderung,  der  da- 
durch genügt  wird,  dass  maa  den  Hauptkreis  der  Ellipse  in  die  ge* 
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forderte  Anzahl  gleicher  Teile  teilt  und  die  Schnittpunkte  der  Ordi- 
naten  dieser  Teilpunktc  und  der  Ellipse  mit  dem  Mittelpunkte  der 
Ellipse  verbindet.  Für  eine  durch  den  Schwerpunkt  der  Fläche  S 
gehende  Momenteuachse  h»  ist  dann  das  Trägheitsmoment  der  Ellip- 
senfläclie  gleich  der  Summe  der  Trägheitsmomente  der  einzelnen 
Ausschnitte. 

Nun  ist  aber  nach  dem  Früheren  S.  42  das  Trägheitsmoment 
eines  Droiecks  für  eine  beliebige  Eckenacbse  ha  (Fig.  2) 

wenn  fc,  c,  U  die  Projectionen  der  Seiten  und  der  Transversale,  die 
von  der  Ecke  A  ausgehen,  bezeichnen. 

Wird  die  Anzahl  der  Ellipsenausschnitte  aber  gross,  so  kann 
man  jedem  Ellipscnausscbnitt  als  ein  schmales  Dreieck  auffassen, 
tn 

dessen  Masse     ist  und  für  den  Fall,  dass  n  =  x  wird,  erhält  man 
n 

als  Wert  für  das  Trägheitsmoment  des  ersten  Ellipsenausschnittcs 
SAB  für  die  Momentenachse  h, 

weil  6,  c,  /•  für  die  Grenze  n  —  od  den  Wert  rt  des  Radiusvector  der 
Protection  des  Halbmessers  des  ersten  Ellipsenausschnittes  auf  eine 
zu  k,  sonkrechte  Ebene  annimmt. 

Für  die  folgendcu  Ellipsenausschnitte  findet  man  entspechend 

i  m  * 
/s2  =  inV 


woraus  durch  Addition  hervorgeht 

Nuu  lässt  sich  aber  für  die  Projection  der  Ellipse,  welche  im 
allgemeinen  selbst  wieder  eine  Ellipse  ist,  die  Summe  der  Quadrate 
der  Radienvectoren  zu  Paaren  30  ordnen,  dass  mau  £n  Summen 
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von  Quadraten  conjugirter  Halbmesser  der  projicirten  Ellipse  er- 
hält. Heissen  ein  Paar  coujugirte  Halbmesser  der  Projectiou  p  uud 
t,  so  ist 

und  es  hat  Tt  den  Wort 

Es  ist  demnach  das  Trägheitsmoment  einer  Ellipse  für  eine  be- 
liebige Schwerpuuktsachsc  gleich  dem  Product  aus  der  Masse  der 
Ellipse  in  den  vierten  Teil  der  Quadrate  isumme  der  Abstände  der 
Endpunkte  conjugirter  Halbmesser  von  dieser  Achse,  oder  gleich 
dem  Product  aus  der  Masse  der  Ellipse  in  den  vierten  Teil  der 
Quadratensumme  der  Projectionen  von  zwei  coujugirten  Halbmessern 
der  Ellipse  auf  eine  zur  Momeuteuachse  senkrechte  Ebene. 

Der  gefundene  Wert 

Tu  =  i  >«(<>2  +  t«) 

kann  auch  für  die  projicirte  Ellipse  (Grundellipse)  gedeutet  werden, 
uud  mau  findet  dauu,  dass  das  Trägheitsmoment  einer  Ellipse  für 
eine  schiefe  Schwerpuuktsachsc  immer  auf  das  Trägheitsmoment 
der  Grundellipse  mit  senkrechter  Schwerpuuktsachse  zurückgeführt 
werden  kann,  nur  muss  dabei  der  Grundellipse  die  Masse  der  ge- 
gebenen Ellipse  zuerteilt  werden. 

Aus  dem  gewonnenen  Resultat  ergeben  sich  leicht  die  Werte 
der  Trägheitsmomente  für  bestimmte  Fälle. 

Steht  die  Achse  im  Schwerpunkt  der  Ellipse  mit  den  Halb- 
achsen a  und  b  senkrecht,  so  ist  das  Trägheitsmoment 

T,  =  l  m(a*  + 

Für  den  Kreis  hat  man  für  diesen  specielleu  Fall 

Fällt  die  Achse  mit  einem  Durchmesser  A  der  Ellipse  zusam- 
men, so  gilt  auch 

es  geben  aber  in  diesem  Falle  q  und  x  die  senkrechten  Abstände  der 
Endpunkte  von  zwei  coujugirten  Halbmessern  der  Ellipso  von  der 
Achse  X  an.  Nun  ist  aber,  wie  am  Schlüsse  dieser  Betrachtung  be- 
wiesen werden  soll,  in  jeder  Ellipse  die  Quadratensumme  der  Pro- 
jectionslote  aus  den  Endpunkten  von  zwei  coujugirten  Halbmessern 
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auf  irgend  einem  Durchmesser  k  eine  coustante  Grösse ,  gleich  dorn 
Quadrate  des  Protections) otes  aus  dem  Endpunkte  des  zu  A  couju- 
girleu  Durchmessers  r  auf  den  Durchmesser  i  selbst.  Hat  dieses 
Projectiouslot  die  Länge  rf,  so  ist 

Für  die  Hauptachsen  a  und  b  als  Rotationsachsen  erhält  man 
die  zugehörigen  Trägbeitsmomeuto 

Ta  - 

Tb  —  i  wo* 

und  für  den  Kreis  hat  man  das  specielle  Resultat 

T,  =  Jror* 

Lehrsatz.  In  jeder  Ellipse  ist  die  Quadratsumme  der  Pro- 
jectionslote  aus  den  Endpunkten  conjugirtcr  Halbmesser  auf  irgend 
eine  Mittelpunktsachse  eine  constante  Grösse,  nämlich  gleich  dem 
Quadrate  des  Projectiouslotes  aus  dein  Endpuukte  des  Halbmessers, 
der  der  Projectiousachse  coujugirt  ist. 

Haben  die  Endpunkte  E  und  F  (Fig.  4)  von  zwei  conjugirten 
Halbachsen  QE  —  o,  und  0F=  ß  auf  das  schiefwinklige  Coordiuaten- 
system  der  conjugirten  Halbaxen  00  y,  OD  ==»  6  bezogen,  die 
Coordinaten  ar,y,  und  xtyv   Es  bestehen  daun  die  Gleichuugeu 

***  +  y*2  -  ß' 
yt  -r  di  ~  1 

woraus  bei  Beachtung  der  Relation 

«*  4-  0*  -  y*  -|-  d« 

folgt 

Wird  der  spitze  Coordinatenwinkel  COD  mit  p  bezeichnet,  so  ist 

a,1,sin,p  -f-**13''12?  =■  y'sin'p 
UJS,«  -f  FFf  -  CC,* 
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Das  Trägheitsmoment  eines  homogenen  dreiseitigen 
schiefen  Prismas  mit  parallelen  Grundflachen. 

Man  zerlege  das  dreiseitige  Prisma ,  welches  bei  gleicher  Dich- 
tigkeit die  Masse  m  haben  möge,  durch  drei  durch  die  Mitten  der 
Grundkanten  geführte  Schnitte  und  durch  einen  Schnitt  parallel  der 
Grundflache  in  der  mittleren  Höhe  in  acht  unter  sich  congruente 
Teilprismen,  welche  dem  ganzen  Prisma  im  Yerhältniss  k  =  $  ähn- 
lich sind  (Fig  5). 

Das  Trägheitsmoment  des  Prismas  für  irgend  eine  Schwerpuukts- 
achsc  h8  wird  gleich  sein  dem  Trägheitsmoment  der  8  Teilprismen 
für  dieselbe  Achse. 

Bezogen  auf  die  Momcutenachse  h,  sei  das  Trägheitsmoment 
des  ganzen  Prismas  7's,  das  Trägheitsmoment  des  der  Kante  AH 
anliegenden  Prismas  für  dieselbe  Achse  hs  werde  mit  tta  bezeichnet, 
die  Bezeichnungen  für  die  auderen  Teilprismen  seien  entsprechend 
i»b,  *«c,  tsd,  '«/.  Die  beiden  mittleren  Teilprismen  liegen  für  ä, 
so,  dass  sich  immer  je  zwei  entsprechende  Punkte  bestimmen  lassen, 
welche  von  ä,  gleichen  Abstand  haben,  diese  Prismen  haben  des- 
halb gleiches  Trägheitsmoment,  welches  mit  t,  bezeichnet  werden 
soll    Es  besteht  demnach 

TM  —  tM  -f  f,&  -f  tie  +  t,d  -f-  tu  4-  Uf  -f  2t9 

Die  um  die  mittleren  Prismen  herumliegenden  sechs  Teilprismen 
haben  für  die  durch  die  Ecken  ABCDEF  parallel  zu  /<•  verlaufenden 
Achsen  h„  .  .  .  /</  dasselbe  Moment  wie  für  A,;  heissen  die  Träg- 
heitsmomente für  die  neuen  Achseu  ta  .  .  .  //,  so  ist  beispielsweise 
tM  «=  ta ,  d.  h.  das  Trägheitsmoment  des  Teilprisraas  an  der  Kante 
AH  hat  für  die; Achsen  h8  und  ha  denselben  Wert. 

Liegt  der  Schwerpunkt  des  Teilprismas  an  der  Kante  AH  in 
Sx  und  heisst  die  durch  <S,  parallel  zu  k$  und  ha  verlaufende  Achse 
A,  und  das  Trägheitsmoment  des  Teilprismas  für  diese  Schwerpuokts- 
achse  tti  so  bestehen,  wenn  die  Abstäude  der  Achsen  hg  und  ä,, 
sowie  ä,  uud  ha  durch  u  und  v  angegeben  werden,  die  Gleichungen 


m 

ta  -  *i  -hg«* 

Nun  liegt  aber  Sx  auf  der  Verbindungslinie  von  A  nach  <S  und 
halbirt  dieselbe,  denn  ist  G  der  Schwerpunkt  der  unteren  Grund- 
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fläche  des  Teilprismas,  so  ist  einmal,  wie  beim  Dreieck  gezeigt 
wurde, 

GS  =  GH 

zum  andern  liegt  s>\  auf  der  durch  G  zu  HA  parallelen  Achse  in 
halber  Höhe,  d.  h.  es  ist: 

GSt  -  {HA 

woraus  hervorgeht,  dass  die  Punkte  ASt  S  in  gerader  Linie  liegen  und 

ASt  —  StS 

ist.  Sind  aber  diese  Strecken  gleich,  so  sind  es  auch  ihre  Pro- 
jectionen  u  und  v  auf  eine  zu  ht  senkrechte  Ebene.  Hieraus  geht 
aber  hervor 

tga  —  ta 

Auf  ähnliche  Weise  wird  gezeigt,  dass 

tsb  =  ti 

es  ist  deshalb  auch 

T,  =  ta  +  tb  +  tc  +  td  +  te  +  tf+2tt 

Führt  man  für  die  Trägheitsmomente  des  ganzen  Prismas  be- 
zogen auf  die  Eckenarhsen  ha  .  .  .  h/  die  Bezeichnungen  Ta  .  .  .  T} 
ein,  so  liegen  für  jede  Eckenachse  jo  ein  Teilprisma  und  das  ganze 
Prisma  ähnlich,  und  es  liefert  die  Aehnlichkeit  der  Prismen  für  ähn- 
lich liegende  Achsen  die  Beziehungen 

Ta  =  25/fl  Td  —  2»*d 

Tb  —  2*ib  Te  —  2*«, 

Tc  =  2btc  Tf  ■=  2*tf 

In  Bezug  auf  h8  liegt  das  ganze  Prisma  zu  den  beiden  mittleren 
Teilprismen  nicht  ähnlich.  Zieht  man  aber  durch  die  Schwerpunkte 
der  Grundflächen  des  ganzen  Prismas  O  und  N  zu  hB  parallele 
Achsen,  welche  von  ha  deu  Abstand  \d  haben  mögen,  so  liegen  für 
diese  neuen  Achsen  und  für  h8  dio  Toilprismen  und  das  ganze  Prisma 
ähnlich,  es  besteht  deshalb  die  Beziehung 

T*  +  m  {tf  "  *U 
Unter  Benutzung  der  sieben  letzten  Gleichungen  findet  man 

16  T°  ~  32  (7;+     +  Tc  +  7'rf+  ^  +      +  6i  m8t 
Andererseits  bestehen  aber  nach  dem  Huyghens'schen  Satze, 

Arcfa.  d.  Math.  I'Uyi.   2.  BeiUe,  T.  XVI.  4 
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wenn  die  Abstände  der  Achsen  hah  .  .  .  hj  von  ha  mit  ra  .  .  .  r/ 
genannt  werden,  die  Gleichungen 

Ta  =  T,  -f-  rora8  Trf  —  T,  -f  mrrf* 

n  —  7,  +  ror»  7V  —  T,  -f  mr,* 

TV  =  Tt  -f  mr,*  7>  =>  7,  +  mr/» 

und  es  wird 

T.  -  ^  m(r«*,+  r4»  +  rc»  +  r0*  +  r.»  +  7»)+  ^  ^ 

In  dieser  Form  können  die  Grössen  ra  .  .  .  ty  noch  durch  die 
Projectionen  der  Kanten  des  gegebenen  Prismas  auf  eine  zur  Mo- 
mentenacbse  senkrechte  Ebene  ersetzt  werden. 

Heissen  die  Abstände  des  Schwerpanktes  S  von  den  sechs  Ecken 
Ra  .  .  .  R/  die  Grundkanten  A,  B,  Cy  die  Seitenkante  /),  so  folgt 
aus  dem  Dreieck  ASD 

AS»  +  DS*  =  AH*  +  DH'  +  2SH* 

oder 

Ra%  -f  Rd*  —  \D*  -f 

ebenso  bestehen 

Rb*  -f  Äfl*  -        -f  2Stf  * 
J?c«  +  R/*  ~  JD*  +  2SL* 

Durch  Addition  findet  man  hieraus 

-  $ü»  +  IM«  +  *»  +  C) 

Diese  Beziehung  geht  bei  der  Projection  auf  eine  zu  h,  senkrechte 
Ebene  Über  in 

rS  +  rS+rS  +  rS  +  rS  +  r/*  =  |d« +  $(«»  + A»  +  c«) 

und  es  wird 

T,  =^m(a»+*»  +  c*  +  3<m 

Das  Trägheitsmoment  eines  dreiseitigen  Prismas  für  eine  belie- 
bige Schwerpunktsach se  ist  demnach  gleich  dem  Product  aus  der 
Masse  des  Prismas  und  dem  36ten  Teil  der  Quadratensumme  der 
Projectionen  der  drei  Grund-  und  drei  Seitenkanten  auf  eine  zur 
Momentenachse  senkrechte  Ebene. 

Stellt  man  T»  dar  durch 

2,.  =  i5«(«,+iH'Hro^ 
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and  beachtet,  dass  ^  ro(  a»+ 6» -f  c*)   das   Trägheitsmoment  eines 

Schnittes  HKL  (Mitteldreieck)  parallel  zu  den  Grundflächen  durch 

den  Schwerpunkt  des  Prismas,  ~  md*  das   Trägheitsmoment  der 

Achse  ON  des  gegebenen  Prismas  bezeichnet,  so  ergiebt  sich  der 
Satz: 

Das  Trägheitsmoment  eines  dreiseitigen  schiefen  homogenen 
Prismas  ist  für  eine  beliebige  Schwerpunktsachse  gleich  dem  Träg- 
heitsmoment des  Mitteldreiecks  und  der  Achse,  wenn  sowol  das 
Mitteldreieck  als  auch  die  Achse  mit  der  Masse  des  Prismas  be- 
lastet werden. 

HeiBsen  die  Schwerpunktstransversalen  des  Mitteldreiecks  <n,  <&, 
te,  so  kann  man,  wie  beim  Dreieck  T9  auf  die  Form  bringen 

T.  ~^™(<a*  +  /6*  +  0  +  ~md» 

Es  sollen  noch  einige  specielle  Werte  für  das  Trägheitsmoment  an- 
gegeben werden. 

Ist  h8  der  Seitenkaote  parallel ,  fällt  also  h,  mit  der  Achse  zu- 
sammen, so  ist  d  —  0 ,  und  es  wird  das  Trägheitsmoment  des  Pris- 
mas gleich  dem  Trägheitsmoment  der  Grundfläche,  wenn  dieselbe  die 
Masse  des  Prismas  enthält 

7'8  =  ^m(a*  +  i*  +  c») 

Ist  AH  Momentenachse,  so  ist  das  Trägheitsmoment 

Ta  -  ~  m(Zb*  +  3c»  -  a«)  -  ^  m(i*  +  c»  +/«■) 

Das  Trägheitsmoment  für  die  Schwerpunktstransversale  HT  des 
Mitteldreiecks  ist,  weil  b  —  c  = 

Läuft  ä,  parallel  JTL  durch  S,  so  ist  a  =  0,  *  «=  c  und  das  Moment 
wird  angegeben  durch 

iw(26»  +  3d«) 
Für  die  Momentenachse  tf£  wird  das  Trägheitsmoment 

4* 
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±m(W  +  3a«)  +  m  =  i-«(26«  + 

Geht  die  Momentenachse  durch  die  Ecke  L  des  Mitteldreiecks 
HKLy  so  ist,  da  der  Abstand  der  parallelen  Achsen  /*,  und  In  gleich 
|<c  ist, 

Ti  -  T,  +  f  fe« 
welcher  Ausdruck  wegen  der  Relation 

4*c*  —  2a»  +  26*  -  c* 
auch  in  die  Form  gebracht  werden  kann 


Das  Trägheitsmoment  eines  homogen  schiefwinkligen 

Parallelepipedous. 

Man  zerlege  das  Parallelepipedon,  welches  bei  gleicher  Dichtig- 
keit die  Masse  m  enthalten  möge,  durch  drei  durch  die  Mitten  von 
je  vier  parallelen  Kanten  geführte  Schnitte  in  acht  congruente  Teile, 
welche  dem  gegebeneu  Körper  nach  dem  Verhältuiss  h  =  $  ähnlich 
sind  (Fig.  6). 

Inbezug  auf  eine  durch  den  Schwerpunkt  S  des  ganzen  Paral- 
lclepipedonB  gehende  Momentenachse  ht  haben  je  zwei  über  Kreuz 
liegende  Teilparallelepipeda,  so  SA  und  SG  etc.  dasselbe  Moment, 
weil  die  Elemente  dieser  Körper  einander  so  zugeordnet  werden 
können,  dass  dieselben  von  der  Achse  hs  gleichen  Abstand  besitzen. 
Die  Trägheitsmomente  der  Teilparallelepipeda  für  die  Achse  h,  mögen 
heissen  t,a  .  .  •  dann  wird  das  Trägheitsmoment  des  ganzen 
Parallepipedons  für  die  Achse  hs  angegeben  durch 

Ts  «=  2(taa  +  t*  +  t,c  -f  tsd) 

Heissen  nun  die  Trägheitsmomente  des  ganzen  Parallelepipedous 
für  die  zu  ha  durch  die  Eckpunkte  EEGH  parallel  laufenden  Achsen 
he  .  .  .  hk  beziehungsweise  Te  .  .  .7*,  so  ergeben  sich  aus  der 
Aehnlichkeit  der  Parallelepipeda  SC  und  EC,  für  die  zu  den  Körpern 
ähnlich  liegenden  Achsen  ka  uud[A#;  SD  und  FD  für  h,  und  A/;  SA 
und  GA  für  h»  und  hg-  SB  und  HB  für  hs  und  hh  die  Beziehungen 

Te  -  l't«  Tg  =  2*t*a 

Tf  -  2«f.d  Tk  -  2««.» 
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V  erden  die  Abstünde  der  Ecken  EFGH  von  /«„,  oder  die  Pro- 
jcctioncn  der  halben  Diagonalen  des  Parallelepipcdons  auf  eine  zu 
h,  senkrechte  Ebene  mit  rer/}-grh  bezeichnet,  so  bestehen  auch  nach 
dem  Satze  von  Huyghcns  die  Gleichungen 

T,  —  T,  -f  mrt*  Tg  «  T,  +  wr#« 

Tf  -  r,  +  mr/  rA  -  T8  -f  mr^ 

woraus  man  ableitet 

7*,  -  ^  m(r,*  -}-  »y*  -f  r,»  +  rA2) 

Zwischen  den  halben  Diagonalen  des  Parallelepipcdons  J?«,  J?/,  Bg%  Rh 
und  den  Kanten  desselben  Ä,  Ä,  C'  besteht  aber,  wie  durch  einfache 
Rechnung  gefunden  wird,  die  Beziehung 

welche  für  die  Projection  auf  eiuo  zu  /*«  seukrechte  Ebene  über- 
geht in 

re2  -f  7*  +     +       -  a*  -f  Ä«  +  6-* 

so  dass 

-  l,  «(«»  +  **  +  c3> 

wird ,  wenn  «6c  die  Projcctioncn  von  drei  in  einer  Ecke  zusammen- 
stossenden  Kanten  auf  eine  zu  hs  senkrechte  Ebene  bedeuten. 

Das  Trägheitsmoment  eines  schiefen  Parallelepipedons  ist  dem- 
nach gleich  dem  Producte  aus  der  Masse  in  den  zwölften  Teil  der 
Quadratensumme  aus  den  Projcctioncn  der  vier  halben  Diagonalen 
oder  der  drei  Kanten,  die  eine  Ecke  bilden. 

Bringt  man  Ts  in  die  Form 

r,  =  ^  m(a»  +  *«)  +  im* 

und  beachtet,  dass  ^  m{a*  +  b*)  des  Trägheitsmoment  eines  Schnittes 
KLMN  (Mittelparallelogramm)  parallel  den  Grundflächen  durch 
den  Schwerpunkt,  ^»»e*  das  Trägheitsmoment  der  Verbindungs- 
linie der  Mittelpunkte  der  Grundflächen  OP  d.  h.  der  Achse  be- 
zeichnen, so  kommt  man  zu  dem  Satze: 

Das  Trägheitsmoment  eines  schiefen  Parallelepipcdons  für  eine 
beliebige  Schwerpunktsachse  ist  gleich  dem  Trägheitsmoment  des 
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Mittel  Parallelogramms  und  der  Achse,  wenn  MittelparaUelograrnm 
und  Achse  einzeln  mit  der  Masse  des  Parallelepipedons  belastet 
werden. 

Ist  Ä«  der  Kante  AE  parallel,  so  ist  r,  «  rg  und  r/  =  r*  und 
ferner  c  —  0,  man  erhält  die  bei  dem  Parallelogramm  gefundenen 
Werte 

n  -  \  m(r.»  +  r/)  -  \  m(p*  +  g») 

=  ^2m(a«  +  6«) 
Fällt  Äa  mit  ii£  zusammen,  so  ist 

Ta  =  T,  +  mr.»  -  \  m(7r<*  -f  r/») 


Das  Trägheitsmoment  eines  homogenen  elliptischen 
Cylinders  mit  parallelen  Grundflächen. 

Man  zerlege  den  Cylinder,  dessen  Masse  bei  gleicher  Dichtigkeit 
m  sein  möge,  durch  Achsenschnitte  in  eine  gerade  Anzahl  (n)  glei- 

fn 

eher  Ausschnitte  von  der  Masse    .   Legt  man  durch  den  Schwer 

punkt  5  des  Cylinders,  der  im  Mittelpunkt  der  Achse  AD  liegt, 
eine  Momentenachse  /*,,  so  ist  bezogen  auf  diese  Achse,  das  Träg- 
heitsmoment des  Cylinders  gleich  der  Summe  der  Trägheitsmomente 
der  einzeln  Cylinderausschnitte  (Fig.  7.) 

Nach  dem  Früheren  ist  aber  das  Trägheitsmoment  eines  drei- 
seitigen Prismas  für  eine  Achse  durch  die  Mitte  einer  Kante  (Fig.  5) 

Ti  ~  ^  m(3n»  +  3*»  -f  I2u  +  3d») 

wenn  a,  b\,  tt  die  Projcctionen  der  Seiten  und  der  Transversale  des 
Mitteldreiecks  von  der  Ecke  L  aus  und  d  die  Projection  der  Seiten- 
kante des  Prismas  auf  eine  zur  Momentenachse  senkrechte  Ebene 
bezeichnet. 

Wird  die  Anzahl  der  Cylinderausschnitte  sehr  gross,  so  kann 
man  jeden  Ausschnitt  als  ein  schmales  dreiseitiges  Prisma  von  der 

m 

Masse  -  betrachten ,  und  für  den  Fall  n  —  a>  wird  das  Trägheits- 
moment  des  ersten  Ausschnittes  für  die  Achse 
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Im        .    1  »»  „ 

weil  für  n  =  oo,  a  —  6  =  =  r,  gleich  dem  Radiusvector  der  Pro- 
jection  des  Halbmessers  des  ersten  Ellipsenausschnittes  wird,  der  in 
der  Mittelellipse  des  Cylinders  liegt. 

Für  die  folgenden  Cylinderausschnitte  erhält  man  die  entspre 
chenden  Werte  für  die  Trägheitsmomente 

1  to  „,1m 


u*  —  s  ir  (r»*  + r*8  +  •  •  * r"8)  +  i*2 md* 

Durch  Addition  findet  man  das  Trägheitsmoment  des  Cylinders  für 
eine  beliebige  Schwerpunktsachse 

Im  1 
Ts~-2nr"  +  12 

Die  Summe  der  Quadrate  der  n  Radienvectoren  der  Projection 
der  Mittelellipse,  lassen  sich  aber  zu  Paaren  so  anordnen ,  dass  man 
\1  Summen  von  Quadraten  conjugirter  Halbmesser  der  projicirten 
Ellipse  bekommt  Heissen  demnach  ein  Paar  conjugirte  Halbmesser 
der  Projection  g  und  t,  so  ist 

T»)-f-~md* 

Für  die  Achse  h8  kann  jm(p*-f-T*)  gedeutet  werden  als  das 
Trägheitsmoment  des  elliptischen  Schnittes  (Mittclcllipse) ,  der  pa- 
rallel einer  Grundfläche  durch  den  Schwerpunkt  des  Cylinders  gelegt 

ist,  ebenso  kann  als   das  Trägheitsmoment   der  Cylinder- 

Achse  AD  angesehen  werden.  Man  kann  demnach  für  die  Schwer- 
punktsache den  Satz  aufstellen: 

Das  Trägheitsmoment  eines  elliptischen  Cyliuders  ist  gleich  dem 
Trägheitsmoment  der  Mittel- Ellipse  und  der  Achse,  wenn  die  Mittel- 
Ellipse  sowol  wie  die  Achse  mit  der  Masse  des  Cylinders  belastet 
werden. 
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Wird  die  Achse  des  Cyliuders  zur  Momcutcuaehsc,  so  ist  d  —  U 

und 

Fällt  die  Achse  mit  einem  Durchmesser  der  Mittel-Ellipse  zu- 
sammen, so  ist  nach  dem  bei  der  Ellipse  angestellten  Betrachtungen 

Tt  -  \  m{P  +  n8)  -f     mtf  -  \  mp*+  ^  »ut* 

wenn  /  und  »  die  Abst&ude  der  Endpunkte  coujugirter  Durchmesser 
von  der  Momentenachse  bezeichnen,  und  o  den  Abstand  des  End- 
punktes des  zur  Momentenachse  conjugirten  Durchmesser  'von  der 
Drehachse  angiebt. 

Für  die  mit  den  Hauptachsen  2p  und  2q  der  Mittel-Ellipse  zu- 
sammenfallenden Momeutenacuseu  sind  die  Trägheitsmomente 

Tq  -  \mp2+  ^mtP 

Wird  der  Cylindcr  zu  einem  Rotationscylinder,  so  ist  das  Träg- 
heitsmoment für  eine  im  Schwerpunkt  auf  der  Achse  sonkrechte 
Momentenachse 

Für  die  geometrische  Achse  des  Rotatiouscylinders  erhält  man 
das  Trägheitsmoment 


Das  Trägheitsmoment  einer  homogenen  dreiseitigen 

Pyramide. 

Es  sollen  zunächst  einige  allgemeine  Betrachtungen  über  die 
Lage  des  Schwerpunktes,  und  überdies  Beziehungen,  :die  zwischen 
den  Kaotenlängen  und  den  Verbindungsstrecken  des  Schwerpunktes 
mit  den  Ecken  und  den  Kautenmitten  bestehen,  abgeleitet  werden. 
(Fig.  8). 

Drei  durch  die  Mittender  Kanten  geführte  Ebenen  EFG,  FJK,  FGHJ, 
zerlegen  die  Pyramide  in  zwei  congruente  Pyramiden  (gleiche  Grund- 
fläche und  Höhe),  welche  der  gebenen  Pyramide  nach  dem  Verhält- 
niss  A,  —  £  ähnlich  sind  und  in  zwei  dreiseitige  inhaltsgleiche  Prismen 
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Grundfläche  X  \  zugehörig.  Höhe  =  l  geb.  Pyramide).  Es 
teilt  demnach  das  Parallelogramm  FGHS  {FG  und  JH  parallel  uud 
gleich  \  BC)  die  gegebene  Pyramide  in  zwei  inhaltsgleiche  Hälften, 
es  enthält  deshalb  das  Parallelogramm  den  Schwerpunkt  der  Pyra- 
mide. Für  die  Parallelogramme  EFHK  und  EGKJ  gilt  dasselbe, 
es  liegt  mithin  der  Schwerpunkt  der  Pyramide  im  Schnitte  der  drei 
Parallelogramme,  d.  h.  im  Schnitte  ü  der  Diagonalen  des  Parallelo- 
gramms FGHJ.  Beachtet  man,  dass  EFGHJK  Halbirungspunkte 
der  Kanten  sind,  so  findet  man,  dass  der  Schwerpuukt  auf  den  Verbin- 
dungslinien der  Mitten  gegenüber  liegender  Kanten  liegt,  und  dass 
diese  Verbindungslinien  im  Schwerpunkt  halbirt  werden-  Zerlegt 
man  andererseits  die  gegebeno  Pyramide  durch  Schnitte  parallel  der 
Fläche  ABC  in  viele  dünne  Platten ,  so  liegt  der  Schwerpunkt  jeder 
Platte  und  mithin  auch  der  Schwerpunkt  S  der  Pyramide  auf  der 
Verbindungslinie  der  Spitze  D  mit  dem  Schwerpunkt  O  der  Grund- 
fläche. Ist  L  der  Schnitt  der  Transversale  DO  mit  der  Ebene  EFG, 
so  ist  DL  £0,  es  ist  aber  auch  LS  =  SO  weil  FS  =  SH  ist, 
woraus  hervorgeht  SO'  =  J  DO.  Es  teilt  mitbin  der  Schwerpunkt 
einer  Pyramide  die  Vorbindungslinie  einer  Ecke  mit  dem  Schwer- 
punkt der  Gegenfläche  nach  dem  Verhältniss  1  :3. 

Ist  N  der  Schworpunkt  der  Teilpyramide  DEFG ,  so  halbirt  N 
die  Strecke  DS,  denn 

3  3 
DN  =  |  DL  -  -  DO 

NS~  NL  +  LS-^DO  +  SO^^Dl  -{- i  £>0  =  ?  DO 

Aus  den  Dreiecken  DAN,  DBH  und  DCJ  leitet  man  ab; 

2D0*  -  DA*+DK*  «=  AOt—  OK*  =  DA*  -f-  DK*  —  ZOK* 

—  DB*  +  DH*  -  BO*  —  OH*  =  DB*  -f  DH*-  30//* 

-  D&+DJ*  -  CO*  —  OJ*  ~  DC*+  DJ*  -  GOJ* 

Für  die  Begrcnzungsflächen  bestehen  die  Beziehungen 

4DK*  -  2DB*  +  2DC*  —  BC* 
4DH*  -  2/J)C4  +  2X)^  -  AC* 
iDJ*  -  2Da*  +  2DB*  -  AB* 

woraus  folgt 

4(M»+  DH*+DJ*)  -4(DA*  +  DB*  +  DC*)-  {AB*+ BC*+CA*) 
4(AK*+BH*+  CJ*)  =  S(AB*+  B&+  CB*) 
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OK*  +  OH*  +  OJ*  -  i  (AB*  +  BC*  +  CJ*) 

Bei  Bemerkung  dieser  Formeln  findet  man 

•DO*  -  \(DA*  +  Dß'  +  DC*)  -  \{AB*  -f  ÄC"-f-  CM«) 
und  weil       =  {DO 

DS*  =  ^  (IM*  +  DB*  +  Z)C)  -  i  (^ß*  +  i*C*  +  C^*) 

In  ähnlicher  Weise  leitet  man  ab 

CS*  =  ^  (C^»  +  C5*  -f"  CD*)  -  1  (<4Z?*  +  Z?Ä»  +  2M«) 

55*  =  ^  (BA*  +  2?C  +         -      (AD*  +  ^  +  C^ 

.45*  -  *ß  M**  4-  ,4C*  +  ,4Z>*)  _!(*(?■+  CD8  +  Z>/**) 
hieraus  geht  hervor: 

Es  ist  also  die  vierfache  Quadratensumme  der  Verbindungslinien 
des  Schwerpunktes  mit  den  Ecken  gleich  der  Quadratsumme  über 
den  Kanten. 

Es  bestehen  ferner  die  Gleichungen 

2SE*  =  SA*  +  SD*  -  DE?  -  AE*  —  SA*  +  SD*  -  $DA* 

2SF*  =  SD*  -{-SB*-  \DB* 
2SG*  -  SD*  +  SC*  -  *Z>C» 
2SJ*=-  SU«  +  Sil*  -  Mä» 
—  S4*     SC*  —  ftC* 
2SK*~  SB*  +  SC*  -  \BC* 

woraus  folgt 

1(SE*+S**+SG*+SH*+SJ*+SK*)  -  3(S^»+5Ä»+S6'2+S/)«) 

-  #DA*+DB*+DC*+ A&+B&+CA*) 
=r  S^M-S/P-p-SC^-r-SD» 
—  l(DA*+DB*+DC*+SB*+BC*-\-CA*) 

Die  achtfache  Quadratensumme  der  Verbindungslinien  des  Schwer- 
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Punktes  mit  den  Kantenmitten  ist  gleich  der  Summe  der  Quadrate 
Aber  den  Kanten. 

Es  bedarf  wol  kaum  einer  Erwähnung,  dass  die  abgeleiteten  Be- 
ziehungen auch  für  die  Projectionen  der  Strecken  auf  dieselbe  Ebene 
richtig  bleiben. 

Nach  diesen  einleitenden  Betrachtungen  soll  nun  die  eigentliche 
Aufgabe  die  Berechnung  des  Trägheitsmomentes  einer  dreiseitigen 
Pyramide  in  Angriff  genommen  werden.  Enthalte  die  Pyramide  bei 
gleicher  Dichtigkeit  die  Masse  m. 

Das  Trägheitsmoment  der  Pyramide  bezogen  auf  eine  durch  den 
Schwerpunkt  S  gehende  Achse  h9  wird  gleich  dem  Trägheitsmoment 
der  beiden  Teilpyramiden  und  der  beiden  Prismen  sein,  in  die  ein- 
gangs die  Pyramide  zerlegt  wurde. 

Heisst  in  Bezug  auf  h8  das  Moment  der  gegebenen  Pyramide 
7*«,  und  wird  für  dieselbe  Achse  das  Trägheitsmoment  der  den  Ecken 
ABCD  anliegenden  Teilkörper  entsprechend  fsa,  f«,  ts<i  genaunt, 
so  besteht 

Ta  -  tM  +  Ub  +  Uc  +  tsd 

Die  Trägheitsmomente  t8a  und  /«c  sind  als  Trägheitsmomente  von 
halben  Parallelepipeda  für  Achsen,  die  durch  den  Schwerpuukt  S  der 
ganzen  Parallelepipeda  gehen ,  sofort  ihrem  Werte  nach  anzugeben. 

Wird  durch  sa  die  Projection  der  Strecke  SA  auf  eine  zu  hs 
senkrechte  Ebene  bezeichnet,  und  haben  die  Strecken  die  durch 
kleine  Buchstaben  angegeben  werden,  entsprechende  Bedeutung,  so  ist 

<«~^V  +  ^  +  *7*  +  **') 

=    (<A3  +  ^  +  **  +  sc*> 

Die  Trägheitsmomente  der  Teilpyramiden  an  den  Ecken  B  und 
D  bezogen  auf  hs  nämlich  und  sind  gleich  deu  Trägheits- 
momenten tb  und  td  dieser  Pyramiden  für  die  durch  B  und  D  pa- 
rallel zu  hs  gezogenen  Achsen  hb  und  h&.  Heisst  nämlich  das  Mo- 
ment der  Teilpyramide  DEFG  für  die  an  ha  parallele  Achse  K  durch 
den  Schwerpunkt  N  dieser  kleinen  Pramide  **,  so  haben  die  Achsen 
ht  und  hi  von      gleichen  Abstand  u,  weil  ND  —  NS  ist,  und  es  wird 

Ud  —  td  —     +  imw» 
Analog  zeigt  man  die  Gleichheit  von  Üb  und  <*. 
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Die  Teilpyramiden  an  den  Ecken  B  und  D  liegen  zu  der  ganzen 
Pyramide  in  Bezug  auf  die  Ecken  Achsen  h  und  htl  ähnlich,  und 
da  die  Pyramide  ebenfalls  ähnlich  sind,  so  besteht,  wenn  die  Träg- 
heitsmomente der  ganzen  Pyramide  für  h  und  hd  mit  Tb  und  Td 
bezeichnet  werden 

Tb  =  2$tb       Td  =  2hd 

und  da  nach  dem  Huyghens'schen  Satzo 

Tb  =  Tt  -f  m  ib* 
Td  =  TB+m  fd* 

so  findet  man  für  das  Trägheitsmoment  der  ganzon  Pyramide 

Ts  «=  ±mfae*  +  sf*+sg*+*h*+si+8k*+sa*  +  sb*  +  *c*  +  *d*) 
und  weil 

2(«e*  -f  »f*  +  ig*  -f  vä2  -f-  *»3 -f =  ,a«  4.  sb*  -f  *c2  ^  s</* 

=  gö  m(mi  +  ^»-r-*c,  +  *d8) 

^  m(rfa*  -f  <tf2  -f  de*  +  oj»  -f-  bc*  +  ca2) 

Hieraus  gehen  die  Sätze  hervor: 

Das  Trägheitsmoment  einer  dreiseitigen  Pyramide  für  eine  be- 
liebige Schwerpunktsachse  ist  gleich 

1)  dem  Producte  aus  der  Masse  in  den  lOten  Teil  der  Quadra- 
tensumme der  Projectionen  der  Transversalen  vom  Schwerpunkt 
nach  den  Mitten  der  Kanten, 

2)  dem  Producte  aus  der  Masse  in  den  23ten  Teil  der  Quadra- 
tensumme der  Projectionen  der  Transversalen  vom  Schwerpunkte 
nach  den  Ecken, 

3)  dem  Producte  aus  der  Masse  in  den  80ten  Teil  der  Quadra- 
tensnmme  der  Projectionen  der  Kanten, 
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wenn  die  Projectionen  erfolgeu  auf  eine  zu  der  Momentenachse 
senkrechte  Ebene. 

.  Wegen  der  Relation 
kann  man  auch  schreiben 

Ist  h8  der  Kante  DA  paraflel,  so  ist 

tla  =  0,    de  =  a<r,    dl  «=•  ab 

und  es  wird 

X.  =  ±m(2db*  +  2dc*  +  bc*)  —  40«i(2^2+6c8) 

Wird  DA  zur  Momentenachse,  so  ist  das  zugehörige  Trägheits- 
moment 

+  -  ^  m(12<«:«  +  ic*)  =  ^»»(Sdft^-f  3rfc*-Äc«) 

Für  die  Schwcrpunktstransversale  DO  wird  das  Trägheitsmo- 
ment, da  .*/  =  0  und  *a* =  J^-I-Ätf»-!-«!*)  ist 

T,  =  ~  m(<iÄ»  +  Ac*-f  ca»)  -  |w(oÄ»  +  6t«  +  ^») 

Fällt  die  Achse  mit  der  Verbindungslinie  der  Mitten  zweier 
Gegenkanten  mit  FH  zusammen,  so  ist  das  Moment 

^-  m(se*-\-sgi  -\-  si'2-\-  sk2)  —  \  m{se  -\-  cgi) 
lv)  o 

Wird  die  Schwerpunkstransversale  einer  Begrenzungsfläche  DK 
Momentenachsc,  so  ist  das  Trägheitsmoment 

i  m(3o*»  +  3db*  -  ac*+ 3o*r*  -f  3&ifc*  -  oÄ2) 


Für  die  zu  h,  parallele  Eckenachse  durch  D  findet  man 
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und  weil 

16 sd*  =  3(rfas-f  dl2  +  de9)  —  (ab*  -f  he1  -f  ca8) 
Ta  =  t-i  fn(rfa2-frfi«  -f-rfc*)  +  |m«Z* 

■ 

Das  Trägheitsmoment  eines  homogenen  elliptischen 

Kegels. 

Man  zerlege  den  Kegel,  der  bei  gleicher  Dichtigkeit  die  Masse 
m  enthalte,  durch  Achsenschnitte  in  eine  gerade  Anzahl  (»  —  2p) 

gleicher  Ausschnitte  von  der  Masse  -  (Fig.  9). 

Legt  man  durch  den  Schwerpunkt  5  des  Kegels,  der  die  Achse 
nach  dem  Verhältniss  1  :3  teilt,  eine  beliebige  Momentenachse ,  so 
ist  für  diese  Achse  das  Trägheitsmoment  des  Kegels  gleich  der  Summe 
der  Trägheitsmomente  der  einzelnen  Ansschnitte.  Heissen  die 
Schwerpunkte  von  zwei  sich  diametral  gegenüberliegenden  Aus- 
schnitten ABlC1D1  ABsC^D  bezüglich  Pt  und  P9,  so  sind  die  Träg- 
heitsmomente dieser  Ausschnitte ,  welche  bei  grossem  n  als  schmale 
dreiseitige  Pyramiden  aufgefasst  werden  können,  für  die  durch  I\ 
und  J\  zu  h,  parallelen  Achsen  hpi  und  A,,,,  wenn  die  Projectionen 
der  Kanten  auf  eine  zu  A«  senkrechte  Ebene  mit  kleinen  Buchstaben 
bezeichnet  werden 

=  k  «  W  +  ae*  +  ad*  +  W  +  c*d* +  ^ 

1  AM 

W  +  ^  +  ^  +  *****  +  ^  +  ^ 

Bezogen  auf  die  Achse  h»  wird  die  Summe  der  Trägheitsmomente 
der  beiden  Ausschnitte,  deren  Grundflächen  BxCrD  und  BtC%D  con. 
gruent  sind,  angegeben  durch 
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wenn  p,s  und  p2»  die  Abstände  der  Achsen  kPt  und  hPt  von  ha  be- 
zeichnen. 

Heissen  Ot  und  0%  die  Schwerpunkte  der  congruenten  Flächen 
Ä,CtD  und  ÄgC'jD,  so  teilen  P,  und  Pt  die  Strecken  AOt  und  i408 
nach  dem  Verhältniss  1  :  3,  und  weil  auch  DS     \AS  ist,  so  wird 

PlS  =  $OiD   und   P,#  =  £,0,2) 

sein.  Nun  teilen  aber  Ot  und  Os  die  gleichen  Schwerpunktstrans- 
versalen  DGt  DGt  der  congruentnn  Flächen  Bt  C\  D  und  B%C%D  nach 
dem  Yerhältniss  1  :  2,  so  dass 

=  ltDG1    und    P,S  =>  P^S  -  ^DCr, 

ist  Für  die  Dreiecke  Bi C\ D ;  C,iiC8  und  Ä,i4fia  bestehen  ferner 
die  Beziehungen 

4DGt*  =  2^/)*  +  2^0*  —  i?/;,* 
i4<V  -f         -  2CjZ>«  -f  2 AD* 
ABS  +  ^J328  -  -f  24Z>2 

Beachtet  man,  dass  die  letzten  vier  Gleichungen  auch  für  die  Pro- 
jectionen  bestehen  bleiben,  dass  also  die  Relationen  gelten 

P\  =  P*'  —  \d9i 

4o^2  -  2bl(P  +  2cvd*  -  bxcx 
aex*  -f-  ae8*  —  2c,d*  -f-  2d* 
«V  +  «V  —  2*i<P  +  2<kP 
so  kann  nunmehr  der  Ausdruck  für  t8 ,  in  die  Form  gebracht  werden 

=  ^  (8M8  +        +  32<V  +  6o*) 
Für  den  Grenzfall  n  —  oo  wird 

gleich  dem  Radiusvector  r,  der  Projection  des  Halbmessers  des 
Ellipsenausschnittes,  der  als  Grundfläche  zu  dem  betrachteten  Kegel- 
ausschnitt gehört;  die  Projection  erfolgt  hierbei  auf  eine  zur  Mo- 
mentenachse senkrechte  Ebene. 

Es  nimmt  für  diesen  Grenzfall  ttl  den  Wert  an 
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3  m  3  *w 

5  n    1     1  40  » 

Für  die  folgenden  Paare  von  Kegelansschnitten  erhält  man  die 
entsprechenden  Werte  für  die  Trägheitsmomente 

3  m  3  m  , 

-  5  «  n   +  40 


3  m  2  3  m 
b  n  40  n 


Durch  Sammation  dieser  Gleichungen  findet  man  das  doppelte 
Trägheitsmoment  des  Kegels  für  eine  beliebige  Schwerpunkts- 
achse hs 

und  da  auch  hier  wie  bei  der  Ellipse  und  dem  Cylinder 

»"ia  +  V  +  •   •   •  +  rj  -  +  t») 

so  hat  man,  wenn  noch  ad  —  tZ  gesetzt  wird 

3  3 
2'„=  ^«(p'  +  O  +  ^m.d«; 

(>  und  x  bezeichnen  in  dieser  Formel  die  Projectionen  von  zwei 
conjugirten  Halbachsen  der  Gruudfläche,  d  die  Projection  der  Achse 
des  Kegels  auf  ein  zur  Moraentenachse  senkrechte  Ebene. 

Geht  die  Ache  durch  den  Schwerpunkt  D  der  Grundfläche,  so  ist 

3  1 
Td  -  20 TO^*  +  T,>  +  iö  m  *  d* 

Für  eine  Achse  durch  die  Spitze  A  ist  das  Trägheitsmoment 

Ta~  230m(e«  -j_t*)  +  ?m<Z* 

Wird  die  Achse  des  Kegels  AD  zur  Momentenachse,  so  wird  das 
Moment  angegeben  durch 

3 
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welches  für  den  Rotationskegel'  (r  =  Radius  des  Grundkreises) 
übergeht  in 

TW  - 

Für  einen  Durchmesser  der  Grundfläche  als  Achse  findet  man 
den  Wert  des  Trägheitsmomentes 

T  =  ^m(i*  +  n«)  -f  l0m<P 

wenn  l  und  n  die  Abstände  der  Endpunkte  conjugirter  Durchmesser 
der  Grundfläche  von  der  Momeuteuaehse  angeben. 

Für  die  Hauptachsen  (p  und  q  Hauptachsen)  hat  man  die  Werte 
3  1  3  1 

ißt  p=-g  =  r,  so  geht  der  elliptische  Kegel  zum  Rotationskegel 
über ,  dessen  Trägheitsmoment  in  diesem  Falle  angegeben  wird  durch 


Das  Trägheitsmoment  eines  homogenen 

Ellipsoides 

Man  denke  sich  das  Ellipsoid  (Fig.  10),  welches  bei  gleicher 
Dichtigkeit  die  Masse  m  enthalten  möge,  durch  Ebenen  durch  den 
Mittelpunkt  in  n  =  3p  (d.  h.  durch  3  teilbar)  unter  sich  gleiche 

Ausschnitte  von  der  Masse  ™  geteilt 

Für  eine  durch  den  Mittelpunkt  (Schwerpunkt  8  des  Ellipsoides 
gehende  Achse,  wird  das  Trägheitsmoment  des  Ellipsoides  gleich  der 
Summe  der  Trägheitsmomente  der  n  einzelnen  Ausschnitte  sein. 
Wird  die  Anzahl  dieser  Ausschnitte  aber  gross  genommen,  so  kann 
jeder  als  eine  schmale  dreiseitige  Pyramide  mit  kleiner  Grundfläche 
augesehen  werden.  Nach  dem  Früheren  wird  aber  das  Trägheits- 
moment einer  dreiseitigen  Pyramide  SABC  für  die  Eckenachse  A„ 
wenn  «a,  «c,  so  die  Abstände  der  drei  Eckpunkte  ABC  und  des 
Schwerpunktes  O  der  Grundfläche  ABC  von  der  Momentenachse  be- 
zeichnen, oder  wenn  sa,  »by  *c,  so  die  Projectionen  von  SA,  SB,  SC 
nnd  SO  sind,  angegeben  dnrch 

Aich.  d.  Math.  u.  Phya.   2.  Reihe,  Tl.  XVI.  6 
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tt  _  i  m(sa*  +  *i«  +  *c»  +  9*>«) 

Wird  die  Anzahl  der  Ausschnitte  des  Ellipsoides  unendlich 
gross,  so  ist  das  Trägheitsmoment  des  ersten  Ausschnittes 


3  m 
5  n 


weil  für  die  Grenze  n  —  oo  die  Abstände 

*a     «&  «—  *c  =»  «o 

gleich  sind  der  Projection  r,  des  Radiusvector  nach  dem  Ober- 
flächen-Element, welches  die  Grundfläche  der  ersten  Teilpyramide 
bildet,  auf  eine  zur  Momentenachse  senkrechte  Ebene. 

Für  die  folgenden  Ellipsoidenausschnitte  erhält  man  in  Bezog 
auf  dieselbe  Achse  h,  entsprechende  Werte 

3  m  _ 


3  m  , 
o  n 

woraus  man  durch  Addition  das  Trägheitsmoment  T,  des  Ellip- 
soides findet 

r«  =  !rT(ria  +  r>,+  -  *  '  +  r^ 

Nun  lassen  sich  die  n  Quadrate  der  Projectionen  der  Radien- 
vecteren  des  Ellipsoides  so  anordnen,  das 8  jedesmal  die  Projectionen 
Ton  drei  conjugirten  Halbachsen  zusammenstehen,  und  da  die  Qua- 
dratensumme der  Projectionen  von  drei  conjugirten  Halbachsen  nach 
Salmon-Fiedler  3.  Auflage  1879  Art.  99,  auf  eine  beliebige  Ebene 
constant  *)  ist,  so  hat  man 


*)  Fflr  das  Elliasoid  ist  ein  ganz  elementarer  Beweis  wol  kaum  zu  er- 
bringen. Hier  möge  der  Satz  für  die  Kugel  bewiesen  werden.  Es  stehen  bei 
der  Kugel  die  conjugirten  Halbachsen  (Radien)  senkrecht  tu  einander.  Bildet 
die  Monientenachse  hs  mit  einem  beliebigen  System  conjugirter  Radien  die 
Winkel  aßy,  so  ist 

e*+*M-T*  —  r*(8in*a+sinV-|-3inay)  _  3r2— r*(cos2«+cosV-|-cosV) 
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wenn  p,  ff,  t  die  Projectionen  von  drei  beliebigen  conjngirten  Halb- 
achsen des  gegebenen  Ellipsoides  auf  eine  zu  der  Momentenachse 
ä,  senkrechte  Ebene  bezeichnen,  and  es  wird 

T$  -  &m(*s  +  ff»  +  t») 

Für  die  Hauptachsen  a,  c  des  Ellipsoides  hat  man  die  Träg- 
heitsmomente 

>      T.  -  |m(a«  +  4«) 

Das  Trägheitsmoment  für  einen  Durchmesser  der  Kugel  hat  den 
speciellen  Wert 

Tr  —  fmr* 

Fallt  man  am  den  beliebigen  Pnnkt  P  der  Momentenachse  auf  die  Ebene 
durch  je  awel  Radien  die  Lote  PP„  PP%>  PPt  so  besteht,  wenn  5  der 
Mittelpunkt  der  Kugel  ist, 

SP»  -  SP*  -f-  SP,»  -f  SP,1 

worauB  folgt 

SPJ  +  SP,*  +  SPtt         t    ,       ,    ,  a 

Sp»   8  -  C0B  "  +  co§V  +  cos*y  —  1 

so  daas 

+     +  t«  -2r» 

ist  nnd  Ii  den  Wert  annimmt 
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ni. 

Ueber  goniometrische  Relationen,  die  bei  der 
Kreisteilung  auftreten. 

Von 

Prof.  Dr.  B.  Sporer  in  Ehingen  (Würtemberg.) 


I.     Ueber  gewisse  Functionen. 

Durch  den  Ursprung  eines  rechtwinkligen  Coordinatensystems  sei 
eine  „ungerade  Anzahl  von  n  Geraden  gelegt,  die  den  Vollwinkel  in 
2n  gleiche  Teile  zerlegen."   Deren  Gleichungen  mögen  sein: 

Li 
Li 

L> 


Ln 

Setzen  wir  in  diese  Gleichungen  die  Goordinaten  eines  beliebigen 
Punktos  ein,  so  stellen  die  sich  ergebenden  Werte  Z,\  Z9',  L$'  . 
Ln'  die  Entfernungen  dieses  Punktes  von  den  Geraden  L  dar,  und 
zwar  haben  alle  Punkte  auf  der  einen  Seite  einer  dieser  Geraden 
positive  Entfernungen  und  alle  auf  der  andern  Seite  negative  solche 
Entfernungen,  und  wir  können  gewissermassen  von  einer  positiven 
und  einer  negativen  Seite  dieser  Geraden  reden.   Beschreiben  wir 
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am  den  Ursprung  einen  Kreis  und  bezeichnen  die  verschiedenen 
Seiton  die  Geraden  L  längs  dieses  Kreises  durch  die  Zeichen  -f- 
und  — ,  so  erhalten  wir  die  durch  die  Figur  1  ersichtliche  Anord- 
nung und  es  tritt  also  in  Bezug  auf  diese  Zeichen  längs  des  Kreises 
eine  gewisse  Symmetrie  auf,  die  wir  als  cyklische  Symmetrie 
bezeichnen  wollen. 

Es  möge  nun  etwa  die  Function 

F(L)  -  Lxf  +  Lf  +  V  +  •  •  .  +  ) 

ZU  —  £(x  sin  a  —  y  cos  «)J»  )  w 

gegeben  sein.  Setzen  wir  hier  den  Wert  der  Function  gleich  einer 
Constanten  A,  so  erhalten  wir  die  Gleichung 

F(L)  A 

die  im  allgemeinen  eine  Curve  des  j>ten  Grades  darstellt,  etwa  eine 
Curve  C*.  Diese  letztere  Curve  hat  aber  offenbar  die  Halbirungs- 
linien  der  Winkel,  die  je  zwei  aufeinanderfolgende  Geraden  L  mit 
einander  bilden,  zu  Symmetrieachsen.  Seien  nämlich  P1  und  rt 
zwei  zu  einer  dieser  Halbirungslinien  symmetrische  Punkte,  so  sind 
die  zu  diesen  Punkten  gehörigen  Werte  F{L)  dieselben,  indem  die 
Entfernungen  dieser  Punkte  von  den  Geraden  Ly  abgesehen  von 
einer  Vertauscbung  uuter  denselben,  gleich  sind  und  auch  mit  den 
Vorzeichen  übereinstimmen.  Ist  p  zudem  gerade,  so  sind  auch  die 
Geraden  L  selbst  solche  Symmetrieachsen,  indem  je  zwei  einer  Ge- 
raden L  symmetrisch  gelegene  Punkte  i>,  und  P8  von  den  Geraden 
L  ebenfalls  entsprechend  gleiche  Entfernungen  haben,  die  Verschie- 
denheit einzelner  Vorzeichen  aber  ohne  Einfluss  ist. 

Diese  Eigenschaft  beschränkt  sich  aber  keineswegs  auf  das  oben 
gewählte  Beispiel  einer  solchen  Function,  sondern  wir  werden  viel- 
mehr eine  beliebig  grosse  Menge  solcher,  in  den  Werten  L  homo- 
gener Functionen  aufstellen  können,  die  allo  gleich  Constanten  ge- 
setzt im  allgemeinen  Curven  darstellen,  die  n  oder  2n  Symmetrie- 
achsen haben,  je  nachdem  die  Function  von  ungerader  oder  von 
gerader  Ordnung  ist  Eine  solche  Function,  die  auf  diese  Eigen- 
schaften führt,  möge  kurz  eine  cyklisch-symmetrische  Function 
der  L  genannt  sein.  In  Bezug  auf  den  Wert  p  haben  wir  weiter 
verschiedene  Fälle  zu  unterscheiden. 

I.  Fall:  p  ungerade  und  <  n. 

Bleiben  wir  bei  dem  obigen  Beispiel.  Die  Gleichung 

F{L)  -  0 
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ist  dann  ton  ungeradem  Grade  and  muss  also  notwendig  einen  re- 
ellen Factor  ax-\-by  enthalten.  Da  das  durch  die  Gleichung  dar- 
gestellte System  von  Geraden  aber  n  Symmetrieachsen  besitzt,  liefert 
die  Gerade  ax+by  —  0  wenigstens  weitere  »  —  1  Geraden,  die 
gleichfalls  in  F(L)  —  0  als  Factoren  enthalten  sein  müssten.  Dies 
ist  aber  nicht  möglich,  da  F(L)  nur  vom  Grade  p  ist  Hieraus  folgt 
aber,  dass  die  Function  F(L)  identisch  verschwinden  muss  ;  oder: 

„Jede  cyklisch-symmetrische  Function  von  ungerader  Ordnung 
„kleiner  als  »  verschwindet  stets  identisch." 

II.  Fall:  n  —  p. 

Ist  dagegen  n  =  p ,  so  wird  es  möglich  sein  solche  n  lineare 
Factoren  zu  erhalten,  die  n  Gerade  mit  n  Symmetrieachsen  dar- 
stellen. Aber  auch  jetzt  noch  werden  diese  Geraden  mit  den  Ge- 
raden L  oder  aber  den  Symmetrieachsen  selbst  zusammenfallen  müssen, 
indem  für  eine  andere  Annahme  einer  solchen  Geraden,  unmittelbar 
2n  solcher  Geraden  aus  den  obigen  Symmetrien  sich  ergeben.  Kehren 
wir  jetzt  zu  unserer  Figo*  zurück  und  nehmen  an,  die  Geraden 

ax  +  by  -  0 

fallen  auf  die  Symmetrieachsen,  so  wären  diese  Geraden  aber 
Asymptoten  der  Gurven  F(L)  =  A,  und  aus  ihrer  Eigenschaft  als 
Symmetrieachsen  würde  unmittelbar  folgen,  dass  sie  zugleich  Rück- 
kehrtangenten für  Rückkehrpunkte  auf  der  anendlich  fernen  Geraden 
wären.  Auf  dieser  letzteren  müssten  also  n  solche  Rückkehrpunkte 
liegen,  und  das  ist  unmöglich.    Dio  Geraden 

o*  +  by=0 

müssen  also  notwendig  auf  die  Geraden  L  selbst  fallen,  oder: 

„Jede  cyklisch-symmetrische  Function  vom  Grade  n  zerfallt  in 
„das  mit  einem  constanten  Factor,  multiplicirte  Product  der  Ge- 
rden 

III  Fall:  p  gerade  und  <  2». 

Setzen  wir  auch  hier  die  Function  F\L)  -»0,  so  muss  die- 
selbe in  pft  Factoren  ax%-\-bxy-\-cy*  fallen.  Aus  den  2n  Symmetrien 
folgt  aber,  dass  diese  Factoren  mindestens  in  die  Zahl  n  auftreten 
müssten,  wenn  sie  nicht  die  Form  x'-j-y*  haben.  Da  das  erstere 
nicht  sein  kann  ist  nur  das  zweite  möglich,  aber  dann  ist  die  Glei- 
chung 
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gültig  und  wir  erhalten: 

„Für  gerade  p  <  2n  ist  jede  cyklisch-symmetrische  Faoction 
,  „der  Ordnung  p  gleich  einer  mit  einer  Constanten  multiplicirten 
,Potenz  von  »*+ya,  nnd  dieselbe  gleich  einer  Constanten  gesetzt 
,8teUt  pt  concentrische  Kreise  dar.'* 

IV  Fall:    p  ungerade  und  >n  oder  p  gerade  und 


Ganz  gleicherweise  finden  wir  für  ungerade  p  >  n ,  dass  die 
gleich  null  gesetzte  Function ,  wenn  p  <  2n  ist,  in  die  Geraden  L 
und  eine  Potenz  von  ä^-fy»  zerfällt.  In  allen  andern  Fällen  aber 
wird  F(L)  —  0  nur  aus  den  Factoren  Z,  aus  Gruppen  von  2n 
Factoren  ax-\-  by  und  aus  Factoren  x*-\-y*  bestehen  können.  Wir 
werden  uns  jedoch  auf  die  drei  ersten  Fälle  beschränken. 

Ist  n  gerade,  so  fallen  je  zwei  Geraden  L  aufeinander,  für  un- 
gerade p  tritt  keine  Symmetrie  auf,  aber  wir  werden  doch  auch  hier 
von  F(L)  behaupten  können,  dass  es  oft  verschwindet,  indem  die 
Glieder  sich  dann  paarweise  aufheben.  Ist  dagegen  p  gerade,  so  ist 
die  Zahl  der  Symmetrieachsen  gleich  n  und  wir  erhalten  für  die 
Gültigkeit  des  Satzes  in  Fall  III.  die  Bedingung  p  <  u. 

II.   Gonioinetrische  Gleichungen. 

1)  Möge  das  Zeichen  =  identisch  gleich  null  bedeuten.  Aus  dem 
S  atze  im  ersten  Fall  in  I.  folgt  aber  für  p  =  2q-\-l  unmittelbar  die 
Gleichung 

£(xs\na  -  ycos«)2«*1  =0,   für   2q  +  1  <  n  (3) 

Geben  wir  hier  q  nach  einander  die  Werte  0,  1,  2,  3  .  .  .  und 
setzen  die  Coefficienten  gleich  null,  so  erhalten  wir  aber: 

£sin  a  —  sin  oj-f-sin  «84-8in  *a  +  •  •  •  +  sin  a»  0 

£sin'a  —  sin'Äj-r-sin'aj-r-sin'a,,  -f-  •  •  •  4*  sin*««  0 

£s\nba  —  sin^-f-sin^-f-sin*«^  +  .  .  .  -f-  sin6««  =  0 

Äin7«  —  sin'orj-fsin'aj+sin'cfjj  -f  .  .  .  -f  sin7cr„  =  0 

u.  s.  w.  für  Exponenten  <  n.  Ebenso  ist 
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ÜC08  «  =  COS  «j  +  COS  «,  -}-  .  .  .  +  COS  ff»  —  0  \ 

2\;os3«  —  COS3«,       COS3«,  +  •  ■  •  +  COS3a»  —  0  >  (5) 

.ECOS6«  —  COS6«!  +  C085«3  -f  •  •  •  +  cos6«»  —  0  ) 
n.  s.  w.  für  Exponenten  <  n. 

Ausser  diesen  Relationen  erhalten  wir  ans  der  Gleichung  z.  B. 
noch: 

£sin«rco8«*  —  cosr«,  sin8«,  +  cosr «,  sin8  «8  -f-  .  .  .  -f-  cosr «»  sin8 «» 

-  0 

wo  r  +  *  =  2g  +  1 

also  eine  ungerade  Zahl  <  u  ist.  Ueberhaupt  können  wir  ans 
dem  in  Fall  I.  Bemerkten  schliessen,  dass  jeder  solche  cyklisch- 
symmetrische  Ausdruck,  der  in  den  Werten  cos«  vom  Grade  r 
und  in  den  Werten  sin  a  vom  Grade  *  ist ,  gleich  null  wird ,  wenn 
r-f-*  ungerade  und  <  n  ist. 

2)  Ist  p  gerade  —  2j  und  <?n,  so  sehen  wir,  dass  z.  B.  die 
Gleichung 

^(«Sina  —  yCOS«)2?  =  a(x*  -f-  Vr)q 

gültig  ist,  wobei  a  eine  bestimmte  Constante  ist.  Entwickeln  wir 
beiderseits  nach  dem  binomischen  Satze,  so  erhalten  wir 

x2<i£am2ia—  (  ^«^-^sin2?-*«  .  cos«  -f      ) Ssin2?-2«  .  cos"« 

und  hieraus  durch  Gleichsetzung  der  Coefficienten  rechts  und  links: 

-Z sin3?«  -»  a 
2  sin2?—1 «  .  cos  «  —  0 

(¥)"  \ 

<£8in2?-»a  .  cos3«  =  0 

(0 

2: 8in2?~4«  .  COS4«  —  -prr   .a    u.  8.  w 


2  sin2?-2«  .  cos1«  = 


Nun  ist  aber  auch 
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Z(sin*a  -f*  cos2«)?  —  n 


J-sin2*«-}-       2?8in2«-2a  .  cos'a  +        X  sin2*-<«  .  cos4«  -f 


—  n 


Setzen  wir  aber  hierin  die  in  Gl.  (6)  erhaltenen  Werte  ein,  so 
finden  wir  für  a  den  Wert 


(?)+(?)  ('*)  (S 

Nach  den  Gleichungen  (6)  ist  aber  auch 

G) 

-2  sin2*-2  .  cos*«  «=  ~/2q\  '  *M  *  M 
Setzen  wir  hierin  für  cos*«  aber  1  — sin1«,  so  erhalten  wir 

G) 

^sin8«-2«0  —  2?  sin2*  =  n  .  q>(q  —  1)  —  n  .  <p(s)  =  ^«/A  •  n  •  ^C?) 

(i) 

nnd  also: 

qo(*z)  -  2q~2f^  •  9>(«  - 1) 
Es  ist  aber  unmittelbar: 

also 

1-3        /ox  1.3.5 

und  allgemein 

1.3.5.  .  .  2g-l 
*(*>  ~  2.4.6...»«   (8) 

Geben  wir  jetzt  q  nach  einander  den  Wert  1,  2,  3,  4,  5  .  .  . ,  so 
finden  wir  ferner 

sin*«  —  gin2«j  +  sin*«,     sin*«s  -f  .  .  .  +  sin2*»  —  \  •  n|  (9) 
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£  sin4  er  =  sin4«!  +  sin4«j  -f-  nn*«s  +  •  •  •  -f-MA4*»      \  (9 

1  .3 
~2.4n 

-Jsin6«  —  sin6«,  +  8in6ff8  ~h  8in6ft3  +  •  •  •  +  »in6«« 

1.3.5 
"2.4.6'" 

u.  s  w.   Ebenso  wird 


1  13 
^cob*«  —  2sm*a  —  -  .  n,   -S'cos4«  —  ^Bin4«  —  ^""^  •  n 

_     c  .  4  1.2.5 

2.4.6 


(10) 


a.  s.  w.  für  Exponenten  <2n. 

3)  Es  ist  auch 
cos"-2«  .  sin*«  =  co8"~2«(l  —  cos*«)  —  cos"-2a  —  cosa« 

cos"-4«  .  sin4«  —  cos"-4«  —  ^co8"  -2a  -f  cos"« 

cos»-4«  .  sin6«  =  cos*-4«  —  (^j  cos"-4«+  ^)  cos1*-2«  —  cos"« 
und  allgemein 

cos«"-2« .  sin2?«  —  cos"-2?«  —  (fj  .  cos"-2?+2«-|-  cos"-2?+4« 

—  .  .  .  -f-  (—  1)?  .  cosw« 

Ist  n  ungerade,  und  geben  wir  «  nach  einander  die  Werte  «, 
«s,  «3  .  .  .  «H  und  addiren,  so  folgt  ans  der  letzten  Gleichung ,  da 
alle  Werte  -Icos"-2?  verschwinden  (Gl.  *): 

J"cos"-2»«  .  sin2««  —  (—  1)?  .  2 cos"«  ] 
Ganz  ebenso  finden  wir  (  (H) 

-Jsin"-4*«  .  cos2*a  —  (—  1)*  .  <Zsin"«  » 

Weiterhin  ist  aber 

cosn«  =  cos»  —      cos"-2 «  .  sin2«  4.  (fy  cos"-4«  .  tin4«  —  .  .  . 


Ist  auch  hier  n  ungerade  und  setzen  wir  wieder  für  «  nacheinander 
die  Werte  «t,  «,  .  .  .  und  addiren,  so  folgt  aber,  da  com«,  — 
cosn«,  —  cos««,  —  .  .  .ist,  mittelst  der  Gleichungen  (11): 
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nC08na-|l+Q)+^-j-Q-f  .  .  .  J  ^C0S na 

oder  da  der  Ausdruck  iu  der  Klammer  |(l-f  1)"  —  2"-1  ist: 

n  .  COS  na  —  2*»-1  .  JcosNa 

Oder  wir  halten 

_,  „  .  .  ,  n  .  cos  na  » 

-ZC08"a  =  C08»«i  +  COS"a,  +  .   .   .  -f-  COS"«„  «  — 

und  ebenso: 

»*sin»a  —  sin»«!  +  sin»a,  +  .  .  .  -f-  sin«aH 


(12) 


n-1 

n  .  sin  na  2 

Kehren  wir  jetzt  zu  der  Gleichung 

2L*      £(asina  —  ycosa)*»  =  k 
zurück,  wo  k  eine  Constante  ist,  und  entwickeln,  so  erhalten  wir  aber 

x*£nn»a—  Q^xw-1y^sinH-,a  .  cosa 

+  (g)*"-2  •  y^sin"-"«  •  cos»a  —  .  .  .   -  k 
und  hieraus  durch  Benutzung  der  Gleichungen  (11)  uad  (12): 
£(x  sina— ycosa)»  =  jx»  —       x»-*  .  y* 


n— 1 

2 


(13) 


-  \*'  -Q*"-t  *,+  G)  r-i  *t--  •  •) 

COS  na 

Nach  dem  Fall  III.  in  I.  fanden  wir  aber,  dass  EL*  in  das  mit 
einer  Constanten  t  multiplicirte  Product  UL  der  Geraden  L  zer- 
fallen muss,  und  wir  haben  also: 

£L»  =  t .  UL  (14) 

Hieraus  folgt  aber  zur  Bestimmung  der  Constanten  «,  wenn  wir  auch 
die  Producta  aus  den  Werten  sin«  resp.  coso  mit  i7sina  und  I7cos 
bezeichnen: 
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2t\nntt  —  £  .  Z7sin  a   und    2  cos  "«  =  c  •  £  cos  a 
Aus  Gl.  (13)  erhalten  wir  nun  weiter 

n-1 

_  .         ,        2       n  .  sinn« 
£  .  üsin«  -  (-1)        .  -  2M_~ 

_  n  .  COSnct 

£  .  Z7cos«  =  — g^:!- 

Nun  ist  aber  auch 

n—l 

_  .  Ä  2       »  .  lin  2aa  ,  _ 

€  .  /7sin2a  =  (-1)        .  — (16) 

indem  die  Werte  2«  gleichfalls  eine  Reihe  Ton  a  Winkeln  bilden, 
welche  sich  mit  den  einer  Reihe 

,2»  ,   4jt  _      2(n  —  1)* 

'+v  ■  •  -ß+~— 

decken,  wenn  wir  für  Winkel  >  2?r  den  um  2n  ?erkleinerten  setzen 
Durch  Multiplication  der  Gleichungen  (15)  erhalten  wir  ferner 

n-1 

•    rr  •        „  .    ^    2       n«  .  sin2no 

2»  .  £*  .  i7sino  .  //  coso  —  (—  1)        .  — —  (17 


s  -=  n,   also  mittelst  Gl.  (16): 

n—l 

2       sin  na 
IZsin«    —  (—1)  n-1 


„  COS  no 

neos«  =  +  v_t 

n-1 
2 

Z7tang  «  — ■  (—  1)        .  tangna 


(18) 


Ausserdem  erhalten  wir  noch  die  interessanten  Relationen: 
1    Zsin»«  —  n  .  17  sin«  —  0 
2?cos*a  —  n  .  ZZcosa 
So  ist  z.  B.  für  n  =  3: 


-0  ( 


(19) 
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8in»o+8itts^«4-y)+8in3(«4-y)— 3sin«  .  sin^«+y^ 

.  -  o 

a+C0S*^a+^)+C08S(ö+^)— 3coaa  .  cos^a-f-^*^ 

.  cos  )  ö  0 

Die  Gleichung  ZLn  =  n  TLL  können  wir  aber  auch  schreiben : 
n— 1 


(20) 


cos3 


(-1)    2*    (..-Q^.^+^n-.^,.   .    .  ji^L« 

n  .  IIsinc(af  —  ycot«)  =  »  .  ncoso(«tanga  —  as); 
=  ("^1)W^!1'  Bmntt(«"  -  <?,  x«-1  .  y  +  G,*— «  .     —<?4  . 

wobei  C?„  (?t,  C?s  .  .  .  die  Snmmen  der  Gombinationen  der  ersten, 
zweiten,  dritten,  n.  b.  w.  Gasse  der  Werte  cot«  und  ebenso  #j,  Ht% 
Hs  die  der  Werte  tang«  sind.  Durch  Gleichsetznng  der  Coeffieienten 
rechts  nnd  links  erhalten  wir  aber  daraus: 

Ot  —  -f-  ^  cot  na   und  Ht  —  ±  tangn« 

öt  -  -  Q  ^  =  t 

Ga  cotno  Hg  =  T     J  tangn«  ^  (20) 

(?6  «-  -f  (^j  cot  na  u  S.W.  7f6  —  tang  na  u.  s.  w. 

4)  Dio  so  gefundenen  Gleichungen  gestatten  es  uns  wieder  eine 
Menge  neuer  aufzustellen.  Auf  solche  führen  uns  z.  B.  die  Be- 
ziehungen zwischen  den  Coeffieienten  einer  Gleichung  und  den 
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Potenzaummen  der  Wurzeln  der  Gleichungen.  Bezeichnen  wir  10 
die  Summen  der  Combinationen  der  ersten  Classe  der  Werte  ein« 
oder  cobo  mit  CPt  so  erhalten  wir  ans  den  Gleichungen  (4)  und  (9): 


1 

n  • 

2»'  "( 

C,=ü, 

i. 

2!  ' 

^  .  n(n  -  3) 

C6  =  0, 

c,-  - 

1 

3T 

|6  .  n(n  —  4)  (n 

-6) 

Q-0, 

1 

4!  ' 

^8  .  n(n  —  5)  (n 

-  6)  (n  -  7) 

c,  =  o, 

1 

6!  ' 

•  n(n— 6)  (n- 

-7)(.-8)(« 

(21) 


u.  s.  w.  oder  auch  umgekehrt  geordnet: 
1  1 

r»-s  =  T3j.  äFr-»-^1  —  Ä> 

CW-f  -  ±  ^  .  j^j . «  .  («»  -  1)  (»■  -  9)  »  (2J) 

£7„_,  =  T  J~j  •  j^.».(^-1)(«,-»)C^-«) 

i 

U.    8.  W. 

Ebenso  erhalten  wir,  wenn  wir  die  Summen  der  Combinationen 
aus  den  Werten  sin*«  oder  cos*«  der  einzelnen  Classen  durch  Du 
D„  .  .  .  bezeichnen: 

_  1 
^i  —  xi-  2!  w 

$s  •  ">  <2n  ~  3> 

°*  *■  Ii  •  I»  '  n(in  —  4)  (2n  —  ö)  I  (23) 
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Di~\\-\t  »Q*  -  5>  (2n  -  6)  (2n  -  7)  *  (23) 

^  -  lr  *ö  '  n(2w  ~  6)  (2n  ~  7)  (2w  ~  8)  (2n  ~  9) 

u.   i.  w. 

Insbesondere  ist 

-  2^2  (24) 


5)  Bezeichnen  wir  ebenso  die  Summen  der  Combioationen  der 

einzelnen  Classen  ans  den  Werten  ^4—  nnd  — —  mit  E.,  E9.  E* 

sin  «  .     coa «  "    "  9 

.  .  .  resp.  F„  F„  F3  .  .  . ,  so  erhalten  wir  weiter : 

'*■  _      C—<      _ "  "'— 1         p      .IL    "'— 1 
!         Drin«        Slsbma  »     X3I"  com« 

£'=      ÖsTn«"0  F*  =  0  f  (25) 

r  _  «      (n«  -  1)  (n*  -  9) 

5T  sinn«  *nd 

«      (n»  -  1)  (»»  -  9) 
F*  "  ±  6  !  ' 


6)  Die  Gleichungen  (20)  ermöglichen  uns  es  auch  Formeln  für 
die  Summen  der  Potenzen  der  Tangenten  nnd  Cotangenten  der  Winkel 
a  aufzustellen.  Durch  die  oben  erwähnten  Newton'schen  Beziehungen 
erhalten  wir: 

Jt  —  2tang«  —  ^  taug  na  =  ±n  .  tang  na   (Euler)       j  ^ 

Jt  «-  £tang*a  =  ^* tang1  na  -f  2Q)  —  «Hang*  na 

+  n(«  -  1) 
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Ja  —  2ltangsa  -  ±       tang'n«  ±  3^)  tangna 

-f  tangna 
±  «8tang3n«  +  n(n*  —  l)tangna 

JA  —  £  tang*a  —  ^  tang*no  -f  4^*  (£j  tang'a 

-4(0  (o-<;) 

—  n4tang*nef  +  f^'O»1  — *  l)tang*na 

-f  h»  -  i)  (»S  +  "  -3)  / 

und  so  weiter.  Ebenso: 

K  —  £  cot  «  —  +  n  cot  no  (Euler) 
JTf  —  -£cot*a  —  n'cot2na  -}-  n(n— 1) 
K3  =•  2?COt3a  =  n»cot*»a  +  n(»2  — l)cotna 
K%  =  2cot4«  -  cot*»«  +  JnV  -  l)cot»n«  -f  in(n-l) 

.  („>  -|_  n  —  3) 

u.    8.  f. 


(26) 


(27) 


7)  Desgleichen  finden  wir  mittelst  der  Gleichungen  (25)  die  Re- 
lationen: 


1 

sin  « 

n 

sin  na 

(Euler) 

1 

n* 

Bin3« 

*  ein*  na 

1 

n* 

1  n(n*-1) 

sin5« 

"  sin*na 

2     sin  na 

1 

n4 

2  n2(n*— 1) 

^*     ein'».-,  CllWnr/             '■'           cm  (  '-'S  ) 

M  _  2    1   ?  ?'  ' 

* ~~      sin4a  sin4na      3  sin*na 

_n5  _  5  n»(n»-l)      J.   n(n2  — l)(n»-  9) 

6  ~~      sin'na  6    !sin3na    +24  sin  na 

etr. 

Und  dann 
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(29) 


C08*o  e08'no 

■  C088«      -1-  C08sna  1  2  C08  ncr 

„     1  n*  2  n*(n8-l) 

A74  =  2  — -r-  =  — -    ¥ —   n.   s.  w. 

*  C084a      C08*m«      3  cos8no 

Die  in  den  Gleichungen  (20),  (22),  (25),  (26)  und  (29)  ent- 
haltenen doppelten  Vorzeichen  beziehen  sich  auf  die  Fälle,  in  denen 
f*  —  ^H-1  °der  =  4j>  — 1  ist. 

8)  Zum  Schlüsse  wollen  wir  hier  noch  die  Werte  ableiten,  die 
wir  für  die  Summen  des  Producto  von  je  zwei  aufeinander  folgenden 
Werten  sino  oder  cos«  aufstellen. 

Wir  haben: 

sin .  sinap+i  =  sinap  ^sin«p  .  cos  ^  -f  sin  ~f  •  cos«P^ 

also: 

2it  2tt 

2 sinap  .  sinorp+i  =  -£sin*orp  .  cos  —  -j-  sin~  •  -2 sinap  .  cos«p 

Nun  finden  wir  aber  aus  unserem  allgemeinen  Satze,  dass 

<£sin  «p  cos  ofp  ■»  0 


und 

ist,  und  erhalten  also  : 


2  sin2ofp  «  S 


P=  ^smap  .  sinapfl  "=  §  '  C0S  T 

und  ebenso  }  (30) 

^  „  n  2n 

Q  «£ COS  ttp  .  C08Cfpfl  =»  5  •  COS  — 


III.   Gonlometrische  Relationen  für  gerade  n. 

1)  Wir  haben  bisher  immer  n  als  ungerade  vorausgesetzt.  Ist 
n  gerade,  so  gelten  eine  Reihe  der  entwickelten  Rolationen  ontweder 
überhaupt  nicht  oder  nicht  mehr  bis  zu  denselben  Grenzen  n  —  l 
resp.  2n— 2,  jenachdem  die  Functionen  von  ungerader  oder  gerader 

Arch.  d.  Math,  u-  Phjre.  2.  Reihe,  T.  XVI.  6 
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Orduung  sind.  Die  Werte  sin«  und  cos«  resp.  ihre  Verbindungen 
treten  zudem  jetzt  paarweise  auf»  und  es  sind  für  Functionen  un- 
gerader Ordnung  diese  Paare  von  entgegengesetzten  Vorzeichen, 
und  wir  werden  aber,  wie  bereits  oben  in  einem  besondern  Falle 
bemerkt  wurde,  die  Gleichungen  als  gültig  ansehen  dürfen.  Ist  der 
Grad  der  Function  gerade,  so  werden  wir  um  Constanten  zn  er- 
halten diesen  nicht  grösser  als  « —  2  annehmen  dürfen,  da  die  Zahl 
der  Symmetrien  in  diesem  Falle  nur  gleich  n  ist.  Es  bietet  auch 
keine  Schwierigkeit  in  jedem  besondern  Falle  diese  Fragen  zu  er- 
ledigen. Anders  ist  es  aber,  wenn  der  Grad  der  Function  der  Werte 
sin  et  oder  cos«  gleich  n  ist 

2)  Wir  fanden  z.  B.  fum  —  7: 

„  .  sin7« 
iisina  =  sinofj  .  sin«s  .  sin«3  .  .  .  sin«7  =»  ^ 

Ist  n  —  14,  so  zerlegen  wir  die  14  Werte  sin«  in  zwei  Gruppen 
und  erhalten 

21  sin«'  —  sin«,  .  siu«3  .  sin 
und 

IJ sin «"  =  sin     .  sina4  .  sin 
Hieraus  folgt  aber: 

22sin« 

und  dann: 

J7cos« 


sin  7b, 

i  «5  .  .  .  sin  «|3  ■=  — 

sin  7«2  ,  sin  7«, 

«6  .  .  .  sin  au   ^     I  - 

sin*  7a 

 '*« 

cos8  7« 


und  es  ist  leicht  die  Frage  für  den  Fall,  dass  n  nur  durch  den  ge- 
raden Factor  2  teilbar  ist,  also  die  Form  4p-}- 2  hat,  das  Resultat 
zu  geben. 

Ist  n  durch  4  teilbar,  so  gehen  wir  von  der  Zahl  4  selbst  aus. 
Es  ist  dann  leicht  zu  zeigen,  dass 

2l8in«  —  sin«,  .  sin«2  .  sin«3  .  sin«4  =  J  .  sin1 2« 

Hieraus  erhalten  wir  durch  Zerlegung  in  drei  Teile  z.  B.  für  n  —  12 
die  Relation: 

1  1 
llsin  «  —  .rr  .  sin*2«]  .  sin*2«ä  •  sin2  2cr3  —  «ib  •  sin26« 
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Ist  n  durch  8  teilbar,  so  führt  oiue  analoge  Rechnung  zum  Ziel, 
es  ist  danu  für  «     8  selbst : 

Z/sin  a  =  ^6  .  sin2  3«   u.    s.  f. 

Analoge  Betrachtungen  führen  bei  den  andern  Gleichungen  auf 
entsprechende  Relationen. 


Anwendungen. 

IT.    Aufstellung  weiterer  goniometrischer  Gleichungen. 

1)  Die  bisher  gegebenen  Entwicklungen  gestatten  uns  ausser 
den  bereits  gegebenen  noch  eine  Menge  anderer  goniometrischer 
Relationen  anzugehen.  Um  solche  zu  erhallen,  können  wir  wie  folgt 
verfahren.  Wie  wir  sahen,  stellt  eine  cyklisch  symmetrische  Function 
der  Geraden  L  von  gerader  Ordnung  <  2»  immer  eine  mit  einer 
Constanten  multiplicirte  Potenz  von  x*-\-y*  dar  und  verschwindet  für 
ungerade  Ordnungen  <n  identisch.  Um  diese  Constante  zu  er- 
halten ,  genügt  es  jeweils  einen  einzigen  Coefficienten  in  der  Func- 
tion F(L)  zu  bestimmen.  Ist  dieser  bekannt,  so  resultiren  dann  von 
selbst  für  die  andern  Coefficienten  solche  gouiometrische  Gleichun- 
gen. So  erhalten  wir  z.  B.  für  die  Summe  der  Corabinationen  der 
L  die  identischen  Gleichungen: 

C*(L)  -  -  2«  '  "(X*  +  y2) 
C\L)  =  +  0 

CM  -  +  £-,■■  2*  •  M<*  ~ 3)  (*'  + 

&{L)  =  0   u.   s.  w. 

Ebenso  erhalten  wir  für  die  Summen  der  Combiuationen  aus  den 
Werten  X*  die  Relationen 

C«(L»)  S  J|  .  25  •  "(2»  -  4)  (2n  -  5)  <«»  +  j,*)* 

6* 
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C»(L*  )  5=  ~  .  \7  .  »C2»  -  5)  (2n  -  6)  (2n  -  7)  (x*  +  f  »)* 

U.    8.  f. 


2)  Weit  wichtiger  als  die  hier  angedeuteten  Relationen  sind 
aber  diejenigen,  die  wir  erhalten,  wenn  wir  für  «  in  den  bereits  ge- 
fundenen besondere  Werte  einsetzen.  So  gehen  die  Gleichungen 
(5),  (9)  und  (10)  für  a,  —  0  ohne  Schwierigkeiten  in  die  folgenden 
über: 


7t 


2n 


3* 


An 


n-1 


COS  COS  |-  COS  COS  r-  .    .    .  +  COS"~ 1«  =  J 

n  n   1         n  n  1  —        'in  * 

(Euler) 


cos* 


71 


,3tt 


4  71 


tn—l 


COS3— 4-C08s--— COS3— -f  .   .   .  ±toSi'11^n=\  \  (31) 


.n        .%t  ,      .3«  ,4« 

cosJ  cns6     -fcos5  cos6 — 

n  n  n  n 


U .    8.  W. 


sin2  -  -f-sin*—  -fsin3  —  +  •  •  •  +  8>n* 


n— 1  n 
"27  *  *'2 


sm«-  +  8m«-n  +8in«V+  •  •  ■  ■  -  2T4  ■  2 


sin*  -  -"-sin*  —  -fsin6— 4- ...  4-  sin6  n 


1.3.5  n 
2.4.6*  2 


u.   s.  f. 


(32) 


n         2?r  2tc  ,  .  .    „  n — 1 

COS3- +C08»—  +C08»  —  +  .   .  .+.008«-^- 


1  n 
2*  2 


1 

2 


4  ?t  ,        2jc  ,      .  Zn  n — 1 

C084-  +COS«  — +C08«  -  -f-  .    .    .  +C08*  ~^  71 


1.3  n 
2.4"  2 


1 

2 


(33) 
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1.3^    u  iL 
—  274 . 6  *  2     2  J 

etc.,  wobei  die  Exponenten  nicht  n  resp.  2n  erreichen  dürfen. 

3)  Ist  ebenso  «  =  ^,  so  finden  wir : 

n  2a  .   .    An     .    5«  .   .    7w  . 

8,0  3n+81n3n+8in  ST"8111  3^ +81D  37»  +  '  '  " 

•  3n~1 
±  sin  -6-~»  -  0 

.    .  ,3n-l  1 

.      ,3n— 1 
±  sin3  -g-—  7i  _  0 

-K-f*'£+*,£+-S+-«'T  +  --- 

,    .  A  3n-l  1  .  3 


„„„  «         2«        4*  ,      5»  ,  7* 

C08  3^  -C0S  3^  ~C08  3n  +C08  3n  +C08  3^  ~  '  '  ' 

±C08__  „„0 

„„         ,      -1»  .      -4«  ,      -5*  .      _  7?r  , 
cos^-+cos«^+cos»3n+co8«^+co8»3;i  +  .  .  . 


-f  C08 


3n— 1 


6n     71  2 


*n         «2*r         4»  ,      .5»  ,  .7« 
C08Vn-COs33«-C08^n+C0853«+C0883rr~-  '  ' 

±C0S8-^-     TT  =-  0 
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co8*3n+cos4!+cos*4^+co8*^+cos4V;  +  .  •  . 


3n 


3« 


14^+C08473« 


,3n-l  1.3 

-f  COS*  -  w  =  -  —„  .  u 


(34) 


G»     "  2.4 

u.  8.  f.  Die  in  den  Zählern  auftretenden  Zahlen  sind  alle  Ton  der 
Form  3p  ±1.4 

Gleicher  Art  erhalten  wir: 


n 


.     71  .  57T 

8lD4,.  +  S,n4» 


CT  37t 

C08  4n  -  C0S  4« 


.  5?r  7?t       .  9n 

"8in4»-8,n4«+SlD  4»+-  '  ' 

.  2«-l 
+  sm   ^  n 

bn  .        In  .  9'tz 
—  cos      -f-  cos  4-  +  cos  4>>  —  .  .  . 


-0 


4n 


4h 

2n-l 

i  COS  — ^  TT 


-0 


5  * 


.    7t  .4« 

sin  r  4-  sin 


—  S1D 


671 

5  71 


.9«        .  llrr 
-siu^+sm  ^  -f.  .  . 


5n 

5n-3 


-  0 


TT  47t 

cos ,  —  cos  -.- 

On  bn 


2n 
«~  b' 

2n  ,  3?t 
sm-r  +  8in-. 


COS  ^-f  C08  ^+C08  5n 


5» -3 


i  cos  Tu«  n 


.  7ti       .  8»  127t 
sin  -g-  —  sin  ^  -}-  sin  —  ~\-  . 


.   5n— 1 

±B1BTär* 


-0 


2* 


37t 


cos  ^  —  cos  , 


77t          8«  ,  127t 
cos     -f-  cos  ^      cos   .  .  . 

5n-l 

h  COS  rr 
lOn 


0 


(35) 
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u.  s.  f.  Wir  haben  uns  dabei  auf  die  ersten  Potenzen  der  Werte 
beschränkt;  dio  auftretenden  Zähler  haben  die  Form  4p  +  1,  bp  +  1 
und  5/>  +  2. 


Ist  n  gerade  so  erhalten  wie  ganz  analoge  Gleichungen,  so  finden 
wir  z.  B. 


8in  f6+sm  T6+8,n  i6-su  re 


2 


7t 


sin" 


3tc 


bTt 


7w 


16 


-f  sin*  16  +  sin4  l  ß-f  sin«  1R  - 


16 


16 


3)  Ganz  gleicher  Art  lassen  sich  aus  den  Summenreihen  für  die 


Potenzen  der  Werte 


a   cosä'  tanga  und  COSOf,  8olrne  GIei" 
chungen  ableiten.    Wir  finden  so,  wenn  wir  uns  auch  hier  auf  den 
7t 

Wert  «  —  g  beschränken : 


sin3-„ 


.  4* 
8m3n  8,05« 


.  5.x 
81ü3n 


+  • 


.  3n— l 
810 -  6  n~ 


sin 


2n_ 
V3 


sin1 


3n 


sin2 .—  sin*— 
6n  dn 


sin' 


+ 


5?c 
3« 

1 


sin2 


3u— 1 
6n 


sins- 


4n* 

3 


3 


.  „27t  ,4« 

"»'s;   ,,B  iü 


sin* 


5  7t 

3n 


sin.3 


'.in— 1 
6« 


5ns-f-3u 
3V3 


+ 


in« 


sin 


3n 


sin' 


4** 


+ 


3« 


sin1 


47t 

3» 


+ 


sinJ 


57t 

3» 


+ 


+ 


Hn-1 
sin4-  7t 


9 


s.  w. 


(36) 
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1  1  1    +—  4- 


n  2n  An  *  5« 

008  3iT     C083^     C0S3^  C0S3» 


+       2»  — 1      ~  2" 


C08   3n      C0*3u      C0S    3«      C°S  3n 


-  in* 


3n— 1 
6n 


C08l      7>  r 


+         KZ  +  '  '  • 


cos»  5-      COS»  COS8  COS» 

3n  3»  on  on 


±  -  V  3br  "  7b,+b 

COS3      c  ff 

on 


(37) 


U.     8.  f. 


Tt  2t  4rr  Off 

tang^-tang^+tong^-taog^H-.  .  . 

,  3n  —  1 

±  taDg  ■  ßw    tt  —  n  V3 

tang«^+tang»^+tang«^+tang«^  +  .  .  . 

+  tang2?!!Lzl^4nl_n   ^  (38) 

,Jr  ,3«  ,4tt  _5t 

taDgS^-tan883n+tangS3n-tang33^  +  -  •  • 


3n  — 1 

±tang»^-  «  =  (4n»-n)V3 


etc. 


TT  2?T  4?T  5?r  . 

COt3n-COt3n  +  COt3«-COt3n+     *  * 


.3n-l  n 

±  cot  6n    *  -  y3    ,  (39) 
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€OtFfi+€Ol»5i+coi"fi+cot»3i+.  .  . 

,     #f  3«-l  4n* 

C0t»~-C0t^+C0t3^_C0t»g+.    .  . 


±  COt8  *  -  (  -n)  V3 


U.     3  f 

Eine  Schwierigkeit  bei  Aufstellung  dieser  Relationen  tritt  nur 
dann  ein,  wenn  je  eines  der  Glieder  rechts  und  links  die  Form  co 

annimmt.   Dies  ist  z.  B.  der  Fall  für  wenn   «,  =  1  ist 

sin*«'  1 

Wir  erhalten  dann  aber 

v  _  1  1  __n*_  * 


sin*«     sin*«*!     sin* »«J    "  sin*«!* 

Ersetzen  wir  hier  «  und  n«  durch  die  Werte  «  -  ^\  und  na  31  ' 

so  erhalten  wir  ohne  Schwierigkeit 

z  _J_  1_  =  n»-l 

sin*«     sin*«,  3 

Da 

in  ^sin*«  m^  ^u8naDme  der  ausgeschiedenen  Glieder  aber 
alle  andern  paarweise  gleich  sind,  so  folgt  daraus  wieder : 


2     sin-  -—     gin*  —  sin  *  — « 


Ganz  ebenso  finden  wir  noch  z.  B. 


(Eni  er)  (40) 


«+   .  A   2*  +  .  4  3*+"   *   *  +  .  .  n-1 

-     sin*  —     sin4  —  sin4  -x — n 

n  n  n  2n 


n*+10n«— 11 
=  9Ö~~~        J  (41) 
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tang1  2     tang*         tang*  w-  tang*    2n  « 

n*  —  3»  f  2 
6 

_JL_+_.1_..+  .     !_ ...  .  i__ 

tang*         tang*  -       tang*  —  tang4  0 —  w 

nun  in 

n4_  20n»-f45n  -  26 
90 


Die  Bestimmung  der  Werte,  die  zu  den  Exponenten,  6,  8,  10  u.  s.  w. 
gehören  führt  auf  mehr  umständliche  als  schwierige  Rechnungen. 

Ist  »  gerade,  so  erhalten  wir  ganz  ebenso: 

.     7i  ^  .     2*  ^  .  _  3«  +  *  '  '  ■         «-1  6 
sin*  -      sin2  —      sin2   —  sin2  — — 

n  n  n  'In 

(Euler) 

4)  Wie  wir  weiterhin  sehen  ist: 
n— 1 

i/sino  =»  (— 1)         ^n_1     und  /icoso  = 

Geben  wir  auch  hier  a  verschiedene  Werte,  so  resultiren  eutspre- 

sin  na« 

cheude  Werte.   Ist  «  =  0,  so  wird,  da   ginw  =  n  ist: 

•  s*      .  .  2«      .  _  3;r  .     n  —  1  n  i 

sin2-  .  sin2  -    .  sin2  —  ...  sin*         n  — 

(Euler)    (  (42) 


«  51    — s  2«  3»  _  n—  l  1 

cos2    •  cos2  —  .  cos2  -     ...  cos     „  —  n 


n  n  2n  2W_1 


Ist  o  «=      so  erhält  man : 


»     .    2rc        4»        5*  7« 
sin  -  .  sin      .  sin       .  sin   -  .  sin  3  -f  .  .  . 


i 


3n— I         V3  l 
:i  ~6»  '  (13) 
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n        2it        4*        bn        In  \  (43) 

cos  g  .  cos6-3  .  COS  y  .  COS  -y  .  cos  g-  -}-  .  .  . 

n— 1 

3n-l  2  1 

•     C08  ~6n~  ,t=(-1)        •  2» 

u.    s.  f. 


V.    Summirung  reciproker  Potenzreihen. 

Durch  die  Gleichungen  (27)  und  (28)  ist  es  uns  möglich  gemacht, 
eine  Menge  von  Summenformeln  für  Reihen  aufzustellen,  deren  Glie- 
der reeiproke  Potenzen  ganzer  Zahlen  sind.  Gehen  wir  etwa  von 
der  Reihe 


i  .  1  *  *  ++  1  , 


.    n  1     .  2ff       .  4tt        .   5tt  '         .  7* 
sin  —     sm         sie        sin  sin 
n  n  u  n  n 


.   .  .± 


2n 


.   3n  — l  V3 


sin 


aus,  so  erhalten  wir  aus  dieser 


6« 


»  2?z  n  n 

3n  3«  3n  n  2re 

7»  7~2*  ~  7~4t  ""  •  •  '  ±  7  3n  — 1       ~~  3V3 

sinö  sin^-      sin,  sin  -z—  n 

3n  3n  3n  6» 


Lassen  wir  jetzt  n  in's  Unendliche  wachson,  so  dürfen  wir  an  Stelle 
der  Sinusse  die  Winkel  setzen  und  erhalten: 


1.1      1     1,1,1      1  2?t  _ 

l  +  2~4"5  +  7  +  Ö^JÖ""*  *  ,==3V3  (huler) 

und  ebenso: 

1  +1  ■  L  +  Lx1  .  I  .  JL  .  _4_^! 

T  2S     4S  *  5*  ~  7*  •*  81     10*      '  '  '  27 

(Eulcr) 

111       1_      1,1      _1  5*8  ] 

1»  "T  2~»  "  4»  ~  5»     7»     88  +  10»  "  *  '  '  ~  87  V3  /  (44) 
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1*  ^  2*     4*     5*     7*     8*     10*        *  729 

(Euler) 

1,1  1  111  _1  17ti4_ 
16  +  2»  ~~  4*  ~  5*  +  7»  +  8»  ""10*     '  *  *  "  2906V3 

etc. 


Ganz  ebenso  können  wir  Ton  den  Reihen  für  £       ^p  ausgehen 

und  erhalten  dann  für  die  ungeraden  Exponenten  die  weiteren 
Reihen: 


1_1_L.1_1.1_1. 

1      2^4     5^7  8^ 

1  n 
1Ö     '  '  '  ~3V3 

(Euler) 

1       11       1,1  11 

is     28  '  43     53  ~  7»     8'     19* ~~  '  '  '  ~~ 

81  V3 

U.  8 

f. 

(Euler) 

Weiter  erhalten  wir  z.  B.  noch  für  e  —  * : 

• 

1     1  i  1  1,1 

n 

=  |-  (Leibnitz) 

H-l_l_l  +  l_ 

3     5     7  ^9     -  '  * 

=  2y-2  (Eul6r) 

! i  +  3«  +  5«  +  7«  +  91  +  ■ 

-t 

.  .  —  3  (Euler) 

1»     38^5B     7»  ^9» 

.  .  -  22  (Euler) 

1    ,  1       1       1    ,1  , 
X9  -r  35  —  58  —  7s  1-  9s  1-  • 

f*  +  34  +  54  +  74+  94  +  • 

.  .  -  ^  (Euler) 

(45) 


(46) 


etc. 


Desgleichen  erhalten  wir  solche  Reihen,  wenn  wir  für  «  die  Werte 

r-"*-  .ersagt 
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aber  für  den  Wert  «  —  0.  In  diesem  Falle  müssen  wir  die  bereits 
oben  gefundenen  Grenzwerte  benutzen  oder  aber  können  wir  die 
sich  ergebenden  Reihen  von  der  Form 

JL.J_.Jl  , 

l*p  ~T  .22p   i   g2j>  "I       •  • 

etwa  aus  den  Reiben 

JL  .  ±.  J_+ Jl  . 

12p  T  22*  1-  42p  T  32p  "T"  •    •  • 

bestimmen.  So  folgt  z.  B.  für 

«  _  1  ,1.1,1, 

°  ~  jfi  ~r  2*  »  58  f  4*  1"  •  •  • 

aus  der  Reibe: 

L  ,1,1  ,1,1  ,  _*L* 

!_  T  2«  «  4«  f  5-  ~r  7a  "T  •  •  •  —  27 


VI.   Reihen  in  denen  Binomtalcoefficlenten  auftreten. 

1)  Wir  sind  bereits  oben  auf  die  merkwürdige  Relation  ge- 
stossen : 


(Ö\(Ö\Ö\  Jl 
(?)  (?)  ff)  £) 


2.4.6.  ♦  .2p 
~~  1  .  3  .  3  .  .  .  (2p— 1) 


Ausser  dieser  lassen  sich  aber  noch  eine  Menge  anderer  solcher 
Beziehungen  zwischen  Binomialcoefficienten  durch  die  oben  gegebe- 
nen goniometrischen  Formeln  ableiten.  Um  die  obige  Relation  zu 
erhalten,  gingen  wir  von  der  Gleichung 

-S(8in*a  -f-  cos*«)*  —  n 

ans.  Gehen  wir  ebenso  ion  der  Gleichung 

1.   3   5  ™ ~"  1 
-^(sin^a+cos2«)'  .  sin2?o  =  £sin2*a  ^  ^  *  — ^ —  .  n 

aas,  so  finden  wir,  da  wir  n  jedenfalls  grösser  als  2p-f-2g  wählen 
können,  aus  der  entwickelten  Gleichung 
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^5in2p+29-f  (fy  2-sin2P+2f-2  .  cos2«  +  Q  <?siueP+2*-4«  .  cos«4  +  . . . 

1.3.5.  .  .  2q  —  1 
™     2  .  4  .  6  .  .  •  2p     *  " 

durch  Einsetzen  der  aus  den  Gl.  (16)  und  den  folgenden  sieb  er- 
gebenden Werten: 

l       0  ) 

+ 

i;sin2f+?-2a  ,  C0S2a  „  .  </>(?>  +  ?) 

I  2  ; 

et-) 

2sin2P+6«  4«  .  cos4«  =  /2p_|_^\  •  <P(p  +  g)  etc. 

V     4  J 

,  1.3.5.  .  .  (2/>+2g-l)  t 

W  +  fl)  - -27476.  .  .(^  +  2g)  * 

f2g+g)(2g-H)  .  •  .(2g+3p) 
-  <2<z4- 1)(2«+3)  .  .  .(2fl+3p-l) 

Wird  insbesondere  p     g  genommen,  so  ist 

(t)    OD  CD 

(2^+2)(2y+4)  .    •  .  (4p) 
~  (2pH-l)(^p+3)  •  .  .  (4p-l) 

2)  Wählen  wir  dagegen  die  Gleichung 

coS2«  =  cos8«  —  sin2« 

so  haben  wir 

£cosi'2«=  Z(cos*a  — sin*«)P 

oder 


(47) 


(48) 
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£eosP2«  =  Zco&«—  (fy  2  cos2/'-2«  .  sin*«  -f-  ^  2  cos2*-4« 


«ff  — 


Ist  hier  p  angerade,  so  ergiebt  sich  eine  Reihe,  deren  Glieder 
sich  paarweise  aufheben,  ist  dagegen  p  gerade,  so  finden  wir,  wenn 
wir  austatt  p  den  Wert  2q  setzen: 

(»  "«)  C9 

<p(2q)      (2(Z-|-2)(2<Z-H)  .  .  .  (4q) 


<p(47)      (25+l)(2rf8)  .  .  .(Aq-1) 

3)  Es  ist  ferner 

2sin2«  .  cos  2«  =  4  sin  a  cosa  (cos2«  —  sin1«)  —  sin4v 

also: 

-Ssin?«  =  4J,-£sinPacosPa(co8*a  — sin2«)?) 

oder: 

1  .  .Ssin>»4«  =  £sin«  .  cos'p«  —  Pfy  .  -SsinH-2«  .  cos«3«»-2 


(49) 


(50) 


+       .  2 sin4«  .  cos*?-2«  —  .  .  . 
und  hieraus  für  p  =  2q 

(l©  u)  m .  (A)  m , 

W  \   83  J  \2q+±) 

9(89)     _1_  _  (2g-j-2)(2<H-4)(2<H-6)  •  •  -(8g) 
~  <p(2q)  '  1*9  -  (24+i)(2a-|-8)(2d+5)  .  .  .  ißq -1) 

4)  Aus 

co84a— sin4«  —  (co8*«-f-8in*«)(cos2«  — sin*«)  —  cos  2« 
folgt  desgleichen: 

£(cos4a  -  sin4«)?  —  -2  cos?  2« 

Zcos4?«  —  (fy  2  cos4?4«  .  sin4«  +  (£j  2  cos4?-8  .  sin8«  —  .  .  . 

=  £coH,2« 

oder  für  p  —  2g : 
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ff)  m  ff)  m ,  cd  (?) 
(»  "  ff)    ff) """    i  « 

(4g+2)(4g-H)  »  ♦  »(8g) 
~  (4g+l)(4g+3)  .  .  .  (8g-l) 

5)  Da 

cos2«  =  1  —  sin8« 

folgt  weiter  aus 

2:cob2p«  =  2*(1  —  sin8«)? 

^coS^a^n-^^siQ'a+^^jsin^a-^ZginßaH-.  .  . 
oder? 

A     2"  \lJ^2.A\2j      2.4.6V3/"1"'  '  * 

1.3.5.  .  .  2p  —  1      1.3.5.  .  .  2p  —  1 
±     2  .  4  .  6  ...  2p     ~     2  .  4  .  6  .  .  .  2p  ~ 

Ist  p  gerade  =  2g,  so  erhalten  wir  daraus: 

2*  \  1/^2.4  V  2/     2.4.6^3/^*  * 

1.3.5.  .  .  (2g  -  3)     /  2g  \ 

2.4.6.  .  .  (4g  —  2)  '  \2g— 1/  ~ 

Ist  dagegen  p  —  2g+l,  so  wird 

1  /2g+l\     1^3    /2g-fl\  1.3.5 

2  Vl/"l"2j|4*V2/  2.4.6 

■ffl  +  ---+1?31a6-..arK1)l  <63> 

1.3.5.  .  .(4g+D 
~J  2.4.6.  .  .4g -|-2 

6)  Aus 

l-j-cos2a  =  2  cos8« 

folgt  analoger  Weise 

2(l-f-cos2«)P  =  2* -2  cos2?« 

1  +  2  (2)  +  2T4  ( 4)  +  2  .  4  .  6  (4)  +  *  "  * 

>  (54) 

1.3.5.  .  .  (2p  —  1) 
=  J\  


(52) 
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7)  Desgleichen  giebt  cos2o  =  1  -  2sin'a 

.2  cos*  2«-  2(1  —  2  sin*«)' 

oder  wenn  wir  das  eine  mal  p  —  2q,  das  andre  mal  p  —  2q  -f- 1 
setzen : 

1"l!U;t  2!  \2,/"~     3!    U/"***  *  ' 

^  1  •  3  •  5     •   ■  (*q  —  1) 

2.4.6.  .  .  (4q)       i  (55) 

1  /2<Z+1\  ,13  /2o+l\  1.3.5  (2q+l  \ 
1!V    1   7_t"2!V  3!     \    3  / 

-f  .  .  .  «=  0 

8)  Mnltipliciren  wir  cos  2«  mit  (1  -  cos2a)P  und  ebenso  (~2sin2 « 
mit  2*  sin'*«*,  so  erhalten  wir 

cos2a(l  — cos2a)P  —  2fsin2*»a(l  —  2  sin*«) 

1     (*\  .l.1'8^  .13.5  /P\  , 

«1.3.5.  .  .  (2p-f-l)  1.3.5.  .  .  2p— 11 
l  2.4.6.  .  .(2p)  2.4.6.  .  .2p  ) 


1  .  3  .  6.  .  .(2p  — 1) 


(56) 


p\  •  p+1 

9)  Weitere  solche  Relationen  ergeben  sich  noch  aus 
a-f-icos*«  —  asin1«-!- (a-j-fcjcos^o 

So  ist  z,  B. 

1  -f-  cos*«  —  sin8«  +  2  cos*« 

also : 

2(1  +  cos*«)J»  -  2(sin*«+2cos*«)P 

und  hieraus: 

1  +      (0  +  2T4(2)  +  ^TT^6(3)^",  *  * 

ifpy   (p\*      (p\*  /pv 

2,  W_         W    2,  ,         }  ;  (ß7) 

K?)  (?)    C)  (?) 

1.3.5.  .  .  2p  —  1 
2.4.6.  .  .2p 

Arck.  d.  Math.  o.  Pbyi.  2.  S«iht,  T.  XVI. 
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(58) 


Ebenso  aus 

1  +  2  cos*«  =  8in*«-|-3cos*a 

"4"  *  * 

K?)    (7)    (7)  (7) 

1.3.5.  .  .  (2p  — 1) 
•     2.4.  6  .  .  .  (2p) 

10)  Eine  weitere  Formel  liefert  ans  auch 

sin4«  -f-  cos4«  —  (sin2«  +  cos*«)*  -  2  sin2«  cos*« 

—  i(2  —  sin*  2«)  —  i(  sin8  2« -f- 2  cos1 2a) 

Potenziren  wir  mit  p,  so  erhalten  wir  hieraus: 

(M)+CM)+(I)©+  I 

CO    (!)    0  V 

1.3.5.  .  .  (4p -1), 
'     2.4.6...  (4p) 


=  !-*•  + 2.  4'  2**  G) 


1.3.5  1 
2.4.6*  2» 

+  • 


(59) 


(7)    (7)    (7)+  (7)+" 


1.3.5.  .  .  (2p- 1) 


11)  Zum  Schlüsse  wolleu  wir  noch  eine  Formol  ableiten,  die 
zwar  keine  Binomialcoefn'cicnteu  euthält,  aber  sonst  von  Interesse 
ist. 
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Wie  wir  sahen,  Reiten  die  Gleichungen: 

„,  sin*n« 
77(1— cos  2a)  =  2»77sin*a  =  2)l_2 

77(1  -f  cos  2«)  —  2»  77  cos2«  — 
Hieraas  folgt  aber  durch  Addition: 

1 

77(1  —  cos 2o)-f  77(1  +cos2«)  -  tJU_2 

oder: 

1  +  C,+  C\  +  C,  +  .  .  .  +  CW-i  -  ^ 

d.  h. 

1 ~~  i  t  •  2*  *  n~^~  2!  '  24  *  n(n  ~~  3)  "  3  !  'I6  *  n("~4)  r"~5)  ) 

11  '  «  1      i  (60) 

+  4"i  •   jj-gnfn  — 5)(n  — 6)(n— 7)  —  .   .   .  ±  ^  =  J 


VII.    Anwendungen  auf  die  Ellipse. 

1)  Eiue  Ellipse  möge  durch  die  Gleichungen 

x      acosor,    y  — £sina 

gegeben  sein.  Geben  wir  hierin  dem  Winkel  «  nach  und  nach  die 
Werte  «1,05»-  •  •  a*,  w0 

2(p-1) 
ap  —  °ii  w » 

ist,  so  erhalten  wir  auf  der  Ellipse  die  Ecken  eines  flächengrössten 
»  Ecks ,  das  ihr  einbeschrieben  ist.  Bezeichnen  wir  weiter  mit  r„ 
r„  r3  .  .  .  r„  die  Entfernungen  eines  Punktes  P  von  den  Ecken 
dieses  n-Ecks  A^AtA^  .  .  .  AH,  so  erhalten  wir,  wenn  p  und  q  die 
Coordinaten  des  Punktes  P  sind,  die  Gleichuug 

r*  «=  (p  —  a  COS  a)*-f-  (</— &  sina)1 

und  hieraus: 

=     + <Z* + a%  cos2«  +    sin*«  —  2ap  cos  o  —  2*9  Bin  er 

und 

7* 
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2r*  —  nfo'  +  g^-f -E^cos^-f^sin»«--  2apcos*  — 2bqt\na) 
=  «(pH-«')+^T  •»  (61) 

Dies  giebt  ans  aber  den  Satz: 

„Ziehen  wir  nach  den  Ecken  eines  beliebigen  fläcbengrössten 
^einer  Ellipse  einbeschriebenen  n-Ecks  AxA)At.  .  .  An  von  einem 
„beliebigen  Punkte  P  die  Strahlen  PAtt  PAt .  .  .  PAHy  so  ist  die 
„Summe  der  Quadrate  dieser  Strahlen 

PA*  +  PAt*  +  PA%*  +  PAn* 

„constant,  wenn  das  n-Eck  sich  ändert  oder  aber  der  Punkt  P  auf 
„einem  Kreise  um  den  Mittelpunkt  der  Ellipse  sich  bewegt.  Diese 
„Summe  wird  zudem  ein  Minimum,  wenn  der  Punkt  P  in  den  Mittel- 
punkt der  Ellipse  zu  liegen  kömmt  und  zwar  ist  sie  dann  immer 

-        +  *)•) 


•)  Ausserdem  finden  wir  x.  B.  fftr  fl  ä  chengrösste  der  Ellipse  einbe- 
■chriebene  Dreiecke  noch: 

„Die  Summe  der  reciproken  Höhenquadrate  ist  constant,  nämlich  gleich 

S&+W 

„und  ebenso  ist  die  Summe  der  reciproken  Biquadrate  der  Hohen  constant, 
„nämlich  gleich 

Ebenso  finden  wir  für  die  Summe  der  Quadrate  der  EcktransTeTmlen 
eines  solchen  Dreiecks  nach  den  Seitsnmitten  die  constante  Summe 

^  («»  +  *■) 
und  für  die  Summe  der  Biquadrate  desgleichen 

(a«+2a»o*+3o*) 
und  hieraus,  wenn  wir  diese  Summe  mit 


2  fr  *  fr  &  und  » 
bezeichnen.   In  jedem  Dreieck  ist 


Digitized  by  Google 


Kreisteilung  auftreten. 


101 


Für  n  =  4  erhalten  wir  den  bekannten  Satz  für  die  Quadrat - 
summe  conjugirter  Halbmesser,  für  n  «  3  gab  die  Erweiterung 
Jakob  Steiner.  Es  ist  weiterhin  klar,  dass  wir  ausser  der  Summe 
der  Quadrate  irgend  welche  cvklisch-symmetrische  Functionen  der 

n — 2 

Werte  r*,  für  gerade  n  bis  zum  Grade  — und  für  ungerade  n 

bis  znr  Ordnung  n — 1  nehmen  dürfen.  Wir  werden  dann  immer 
CoDStauten  erhalten.  Für  einen  beliebigen  Punkt  P  werden  aber 
die  sich  ergebenden  Summen  keine  einfachen  mehr  und  wir  wolleu 
uns  deshalb  darauf  beschranken  einzelne  Fälle  für  den  besondern 
Umstand,  dass  P  Mittelpunkt  der  Ellipse  ist,  zu  erörtern. 

2)  Bilden  wir  für  den  letztgenannten  Fall  die  Summe  der  2p  ten 
Potenzen  der  r,  so  erhalten  wir 

2PA*f  —         -  £{aHo**a  +  &«sin*«)J» 

-  fl2Pjcogap-j_  ^a2p-24»2cos2*-2asin*a-f- .  .  . 

Setzen  wir  hierin  für  j?cos2p«  etc.  die  früher  gefundenen  Werte 
und  für  <p(p)  zudem  den  Wert  aus  Gl.  (7)  ein,  so  haben  wir  aber* 

„Ziehen  wir  von  dem  Mittelpunkt  einer  Ellipse  nach  den  Ecken 
„eines  einbeschriebenen  flächengrössten  «-Ecks  Strahlen ,  so  ist  die 
„Summe  der  2p  ton  Potenzen  dieser  Strahlen  für  2p  <o  oder 
„2p  <d  2u,  je  nachdem  n  gerade  oder  ungerade  ist  ,  constant ,  näm- 
lich es  ist  diese  Summe  gleich: 


(?)  (?)  (?) 


3)  Sei  gleicherweise  eine  Ellipse   gegeben  durch  die  Glei- 


«•+!-. -1 


und  ziehen  wir  durch  den  Mittelpunkt  dieser  Ellipse  Strahlen,  welche 
mit  der  «-Achse  die  oft  genannten  Winkel  a  bilden,  so  erhalten  wir« 
wenn  wir  x  —  <> .  cos  «,  y  =  p  .  sin  a  setzten : 
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coss«  ,  sin*a 


Q*         a*    +  b* 
Hieraus  erhalten  wir  ebenso: 

*\  a*    ^     b*  ) 

und  wie  oben: 

„Ziehen  wir  desgleichen  durch  den  Mittelpuukt  einer  Ellipse  n 
„Strahlen,  die  den  Vollwinkcl  in  2«  gleiche  Teile  /erlegen,  so  ist 
„auch  die  Summe  der  2pten  reeiproken  Potenzeu  der  «  Halbmesser 
„constant,  wenn  p  die  obigen  Bedingungen  erfüllt,  und  zwar  ist  diese 
„Summe  gleich: 

(p\*  /*y 


i 

"aPf'W 


1+(2'+(0'+ 


Ist  n  —  4,  so  resultirt  daraus  der  bekannte  Satz  Uber  die 
Summe  der  reeiproken  Quadrate  zweier  senkrechten  Ellipsenhalb- 
messer. 

Wir  brauchen  auch  hier  kaum  zu  erwähnen,  dass  wir  uns  hiebei 
nicht  auf  die  genanuten  Potenzsummen  zu  beschränken  brauchen. 

4)  Die  zuletzt  erwähnte  Eigenschaft  lässt  sich  auch  auf  die 
Hyperbel  ausdehnen;  sie  gestattet  aber  noch  eine  Erweiterung',  die 
sich  auf  Kegelschnitte  überhaupt  bezieht.  Sei  die  Gleichung  irgend 
eines  Kegelschnitts  gegeben  durch 

A&  +  By*  +  2Gt  -f-  2Dy  -f  E  =  0 

und  legen  wir  durch  den  Coordinatenursprung  eine  Gerade,  welche 
mit  der  «-Achse  den  Winkel  a  bildet,  so  erhalten  wir  für  die  Ab- 
schnitte i,  und  pt,  die  auf  dieser  durch  den  Kegelschnitt  bestimmt 
•ind,  die  Gleichung: 

Mcoi*a  -f  B%m*a)i*  -f-  2(Ccoso  -f-  Z>sino)p  -f  E  ==  0 

und  somit 
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1,1  ft  Ccoser  4-  £>sin  « 

+  2  -    -  '  

Pi      9t  E 

1         vi  cos2«  -{-  B  sinket 

Nun  ist  z.  B. 

Pja      Ps3      Vßi      ft/        Pi  Oi  \t>i  ^  0s/ 
Ebenso  ist  allgemein 

.V  +  .!  =  (i+iy+_fi_A  +  LY 

+  iü*T?  C", +  Ü    +  -  '  • 

wo  a„  a2,  .  .  .  gewisse  coustante  Grössen  sind. 

Berücksichtigen  wir  aber  das  Allgemeine  über  die  cyklisch-sym- 
metrischen  Verbindungen  der  Werte  siua  und  cos«  Gesagte  uud 
geben  wir  jetzt  a  die  vielgenannten  Werte  und  addiren,  so  folgt  un- 
mittelbar, da&s  für 


n-2 


(1  +  i\ 

\Qip  ^  QfJ 


entweder  lauter  solche  cyklisch-symmetrische  Functionen  ungeraden 
oder  aber  lauter  von  geradem  Grade  auftreten. 

Baraus  erhalten  aber  z.  B. : 

„Ziehen  wir  durch  einen  beliebigen  Punkt  P  in  der  Ebene  eines 
„Kegelschnitts  «  Strahlen  ,  welche  den  Vollwinkcl  in  2?*  gleiche  Teile 
„zerlegen,  und  bestimmt  der  Kegelschnitt  auf  diesen  Strahlen  der 
„Reihe  nach  die  Punkte  Att  As,  AR  .  .  .  AHn,  so  ist  für  p  >  n  und 
,.p  ungerade  alle  mal 

1    -_JL  +    1     -     1     -j-  .  .  .  _  0 
PA/      PA./       PA/  PA/ 


und  für  p  gerade 


_j_    1    _|_    1    _|_    1     +  .  .  .  =  const.  *) 


PA/      PA/      PA/  PA/ 


*)  Ausser  diesen  Sitzen  lasten  sich  eine  Reihe  andere  Beziehungen  bei 
den  Kegelschnitten  ableiten;  so  z.  B. : 
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VIII.    Anwendungen  auf  den  Kreis. 

1)  Ist  einem  Kreise  ein  reguläres  Vieleck  AtAt .  .  .  An  (Fig.|2) 
einbeschrieben  und  ziehen  wir  von  einem  beliebigen  Punkte  P  nach 
den  Ecken  dieses  Vielecks  Sehnen,  und  ziehen  wir  ebenso  von  dem 
P  auf  dem  Kreise  diametral  gegenüber  liegenden  Punkte  Pt  solche 
Sehnen,  so  teilen  diese  letzteren  den  Vollwinkel  in  2n  gleiche  Teile 
und  bilden  also  mit  einem  festen  durch  Pk  gezogenen  Strahl  Winkel 
au  at, .  .  .  crM.  Ist  PPX  =  2r,  so  werden  aber  die  Werte  iM,, 
PAfr  PAit  .  .  .  gleich  2rBin<K|,  2rsinox,  2rsio  und  wir  erhalten, 
wenn  wir  das  reguläre  Polygon  sich  auf  dem  Kreise  bewegen 
lassen  z.  B.  aus  den  goniometrischen  Relationen: 

„Ziehen  wir  yon  einem  beliebigen  Punkte  P  eines  Kreises  nach 
„den  Ecken  eines  ihm  einbeschriebenen  n  Ecks  Strahlen  PAX ,  PA%. 
„  .  .  . ,  so  ist  die  Summe  der  Potenzen  dieser  Strahlen  mit  ab- ' 
„wechs.  Vorzeichen  gleich  null,  wenn  der  Potenzexponent  <n  un 
„gerade,  und  die  Summe  dieser  Potenzen  gleich  einer  Constanten, 
„wenn  dieser  Exponent  gerade  und  kleiner  als  2»  ist.   So  ist  z.  B. 

-  £4t  +  JU,  -  £4*  +  .  .  . 
PAS  -  PAt*  +  PAS  —  PAJ  +  .  .  .  +  PAS  =  0 
PAS  —  PAS  +  PAS  —  PAS  +  •  •  •  +  PAS  -  0  u.  s.  w. 
PAS  +  PAS  +  PAS  +  .  .  .  +  PAS  -  in  .  4r"  =  2nr* 

PAS  +  PAS  +  PAS  +  .  .  •  +  PAS  =         •  »  •  16'*  ~ 

f>V+  AI,6  -f^,6+.  •  •  +         "  ^4tI  '  "  *  64r6 

-  20»r«  u.  t  f 

2)  Es  dürfte  nicht  ohne  Interesse  sein  von  diesem  Satze  einige 
specielle  Fälle  anzuführen: 

1.  Fall,  n  =  2.   „Satz  des  Pythagoras". 

2.  Fall,   n  —  3.   „Zieht  man  von  einem  Punkte  eines  Kreises 

„nach  den  Ecken  eines  gleichseitigen  ihm  einbeschriebenen 
„Dreiecks  Strahlen,  so  ist  der  mittlere  gleich  der  Summe 


„Ist  einer  Ellipse  ein  gleichseitiges  Dreieck  anschrieben ,  so  ist  die  Summe 
»,der  Quadrat«  and  die  Summe  der  Biquadrate  der  Entfernungen  des  Ellipsenmit* 
„telpnnkts  Ton  den  Seiten  der  Dreiecke  conttant,  nämlich  gleich 

?(a«  +  *«)  bzhw.  gleich  |(3a*-f2an*+3&*) 
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„beiden  andern.  (Bekannter  el.  Satz.)  Die  Summe  der 
„Quadrate  dieser  Strahlen  ist  dagegen  gleich  6r*  und  die 
„Summe  der  Biquadrate  gleich  18r4. 

3.  Fall  n  =  4.  „Zieht  man  ebenso  von  einem  Punkt  des 
„Umfangs  des  einem  Quadrat  umschriebenen  Kreises 
„nach  den  Ecken  des  Quadrats  die  vier  Strahlen,  so  ist 
„die  Summe  der  Quadrate,  vierten  und  sechsten  Potenzen 
„dieser   Strahlen   entsprechend  gleich   8r*,   24r4,  80r6 

3)  Wählen  wir  den  Punkt  P  insbesondere  in  der  Mitte  des 
Bogens  über  einer  Seite  des  n-Ecks  und  ist  n  ungerade,  so  werden 
die  Sehnen  paarweise  gleich,  und  eine  wird  gleich  dem  Durchmesser 
des  Kreises,  und  wir  haben  dann : 

P^-P^  +  P^,  -.  .  .±PA         -  ±*  -  ±r 

PA*  -  PA9*  -f-  PAJ  -  .  .  .  ±  PAn-i*  -  ±  -  ±  4r» 

2 

U.     8.  f. 

Fällen  wir  aber  vom  Mittelpunkt  des  Umkreises  Lote  auf  die 
Diagonalen  und  Seiten  des  Polygons,  so  sind  dieselben  entsprechend 
gleich  \PAU  \PAto  u.  s  w.  und  wir  haben  also: 

„Bezeichnen  wir  die  Entfernungen  der  Seiten  und  Diagonalen 
„eines  regulären  Polygons  von  ungerader  Seitenzahl  vom  Mittel- 
punkt des  Umkreises  ihrer  Grösse  nach  mit      <?s  e»  .  .  .  e»-  l 

2 

„so  ist  immer  auch 

2 

„wenn  2p  + 1  <C  n  und  r  der  Halbmesser  des  Umkreises  ist'4. 

„So  ist  z.  B.  die  Entfernung  der  Seite  des  gleichseitigen  einem 
„Kreise  einbeschriebenen  Dreiecks  vom  Mittelpunkt  —  fr  und  ebenso 
„der  Unterschied  der  Entfernung  der  Seiten  des  Fünfecks  und  der 
„Diagonale  gleich  Jr,  und  der  Unterschied  der  Kuben  dieser  zwei 
«Entfernungen  ist  gleich  dem  halben  Kubus  des  Halbmessers  des 
„Umkreises4-.  *) 


*)  Aach  hier  lassen  sich  eine  Menge  anderer  Formeln  ableiten,  ist  z.  B. 
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4)  Beschreiben  wir  weiter  um  den  Mittelpunkt  O  (Fig.  2)  einen 
zu  dem  erstereu  coneeutrischen  Kreis,  so  schneidet  dieser  die  Strahlen 
PA  in  2n  Punkten  P,  die  wir  der  Reihe  nach  durch  i?,,  2Jf1  Bs  .  . . 
Bn  bezeichnen  wollen.   Es  ist  dann  immer: 

PBt  -f  i^+i  =  PA 
Pßt  -f  PBn±\  =  cotist. 

Bezeichnen  wir  PBt  und  PBn-i  mit  ö  und  t,  so  erhalten  wir 
aber: 

wo  auch  4j,  bt  .  .  .  constante  Werte  sind.    Bezeichnen  wir  aber 
wieder  die  Strahlen  PBX ,  PBt,  PB3r  ...  mit  p„  —  p„  +  gs,  . 
so  finden  wir  hieraus  und  aus  1)  : 

„Ziehen  wir  durch  einen  beliebigen  Punkt  in  der  Ebene  eines 
„Kreises  »*  Strahlen,  die  den  Vollwinkel  in  2n  gleiche  Teile  zer- 
legen, und  sind  die  Abschnitte,  die  dieser  Kreis  auf  diesen  Strahlen 
„bestimmt  o,,  p2,  p3     .  .  ,  so  ist  allemal 

P,2'*1  -  P22pf  1  +  P32pfl  ~     •  •  +  Pan2^1  -  0 
Qi*'  +  9i2q  +  Qs2q  +  •  •  •  +  P2m2»  -  const. 

„wenn  2p  +  1  <n  und  2q  ebenfalls  <  2n  ist". 

Wir  brauchen  kaum  hinzuzufügen,  dass  hier  und  in  1)  an  Stelle 
dieser  Potenzsummeu  andere  cyklisch-symmetrischc  Functionen  treten 
könuen. 

5)  Sind  ferner  die  Gleichungen 

=  xsin«,  -  ycosoj  —  p  =  0 
Za'  —  zsin«2  —  ycosa2  —  p  —  0 

£„'  «  a:sinan  —  ycosa»  —  />  =  0 


der  Halbmesser  eines  Kreises  =  l,  Seite  und  Diagonale  des  einbeschrkbenen 
reg.  Fünfecks  x  resp.  y,  so  gelten  die  Gleichungen: 

x»-|-y*—  5    x«-fy*  =  15    *6-fy6=iO   a8  =  y8  =  175 

Ebenso  erhalten  wir  für  da»  reg.  Siebeneck,  wenn  x,  y,  r  Seiten  und  Diago- 
nalen sind: 

**-fV-H'  -  7     **4V+«4  -  21     x6+y«+a«  -  70 
«8-fy8H-*8  -  245   *,0-f y'°+*'0  -  872   *'a-r-y'»+*'*  -  3234 

u.  s.  w. 
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gegeben,  so  bilden  die  durch  diese  Gleichuogen  dargestellten  Ge- 
raden ein  reguläres  Polygon  von  n  Seiten.  Bilden  wir  aus  diesen 
Grössen  L  aber  dadurch ,  dass  ihre  Werte  in  eine  cyklisch-sym- 
nietrische  Function  der  L  an  Stelle  der  L  selbst  gesetzt  werden,  so 
werden  in  der  entwickelten  Function  die  Coefticienten  offenbar  auch 
solche  cyklisch-syrametrische  Functionen  der  "Werte  sin  er  und  cosa 
sein  müssen,  oder  es  wird  für  den  Fall,  dass  die  Function  von 
kleinerem  als  dem  nten  Grade  ist,  in  eine  solche  von  +  zer- 
fallen.  So  wird  z.  B. 

2Ll'*=l(**  +  9i)  +  »I>> 

Eine  unmittelbare  Folge  aus  diesem  ist  aber  der  Satz : 

„Beschreiben  wir  um  den  Mittelpunkt  eines  beliebigen  regulären 
„Polygons  von  ungerader  Seitenzahl  L  einen  Kreis  und  fällen  von 
„einem  beliebigen  Punkt  dieses  Kreises  Lote  auf  die  Seiten  des 
„Polygons,  uud  bilden  wir  aus  diesen  Loten  eiue  solche  cyklisch- 
„symmetrische  Function,  vom  Grade  jh  so  ist  der  Wert  der  Function 
„für  alle  Punkte  des  Kreises  constaut,  wenn  nur  p  <  »  bleibt.  So 
„ist  insbesondere  für  jeden  Punkt  dieses  Kreises  auch  die  Summe 
„aller  p  ten  Potenzen  dieser  Loto  constant". 

6)  Um  den  Ursprung  des  Coordinatensystems  möge  weiter  mit 
dem  Halbmesser  eins  ein  'Kreis  beschrieben  sein,  und  von  einem 
Punkt  P  der  z-Achse  mit  der  Abscisse  x  mögen  nach  den  Ecken  A 
eines  dem  Kreise  .einbeschriebenen  n-Ecks  Strahlen  gezogen  sein. 
Es  ist  dann  für  diese  Strahlen  immer  die  Gleichung 

PA*  —  **  4-  1  —  2* cosa 

gültig,  wo  wir,  um  die  verschiedenen  Längen  -PA*  zu  erhalten,  dem 
Werte  a  die  entsprechenden  Werte  o,,  a8,  .  .  .  «„  zu  geben  haben. 
Wir  werden  dann  auch  für  diesen  Fall  eine  Reihe  von  solchen  Rela- 
tionen ableiten  könneu.  So  werden  wir  z.  B  die  Summe  der  ptea 
Potenzen  der  Quadrate  dieser  Entfernungen  bilden  können.  Ist 
p  <  n,  so  erhalten  wir  aber  mittelst  unserer  goniometriseben  Be- 
ziehungen zwischen  Xcos'a  wieder: 

ZP*p  —       -f  *»)  -2*cos  ap 
oder  : 
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p(p  - 1)  fr  -  2)  fr-3)  (p  -  4)  (p  -5) 
(3!)* 

und  hieraus  ohne  Schwierigkeit: 


•  •  • 


+  •  •  -  + 


Aendern  wir  jetzt  die  »-Achse  oder  mit  andern  Worten  den 
Wert  a,,  so  beschreibt  der  Punkt  einen  Kreis,  und  wir  finden  dar- 
aus: 

„Beschreiben  wir  um  den  Mittelpunkt  eines  reg.  Polygons  von 
„ungerader  Seitenzahl  einen  Kreis,  so  ist  die  Summe  der  2j>ten  Po- 
tenzen der  Entfernungen  irgend  eines  Punktes  dieses  Kreises  von 
„den  Ecken  des  Polygons  constant,  nämlich  gleich 


„wenn  p<«,  und  a  der  Halbmesser  des  Umkreises  des  Polygons 
„fr,  der  des  beliebigen  Kreises  ist  Diese  Summe  bleibt  zudem 
.,constant,  wenn  der  eine  Kreis  mit  dem  andern  vertauscht  wird. 
„Hat  das  Polygon  eine  gerade  Seitenzahl,  so  bleibt  der  Satz  mit 
„entsprechenden  Aenderungen  gültig". 

Wir  können  diesen  Satz  ohne  weiteres  auch  für  den  Fall  p  —  n 
ausdehnen,  wollen  dies  jedoch  unterlassen. 

7)  Auch  im  letzteren  Falle  können  wir  an  Stelle  der  Summen 
der  Potenzen  solche  Beziehungen,  für  die  Summen  der  Combinationen 
etwa,  ableiten.  Wir  wollen  uns  dabei  aber  auch  diesmal  auf  das 
Product  dieser  Grössen  PA*  beschränken.   Wir  haben  für  dasselbe 


oder  entwickelt  und  die  Werte  aus  den  Gleichungen  21)  eingesetzt: 


TIPA*  -  (x»-f-l)«  -  ^n*V+l)^'+^»(»-3)**(«*-f- 1)— * 


n  |«2p  +  (5)'o»--« .  fr'  -f  (a)*«*-4  •  **  +  •  •  •  b2p} 


II  PA*  -  II{x*  -f-  1  —  2z  COSa) 


~  *-jn(n-4)(n.-5)x«(x»-f-l)*-«4..  .  .  -  2»*»I7eOS 

-*.*2»-}-i 
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«(1-1) 
n 


21((«-l)~2(n-2)+(n~3)) 

+**-6  .  ^  {(n-l)(n-2)  -  3(n-2)(n-3+3(n-3)(n-4) 

-(»-4){n-5)} 

•  ^I{(»-l)(«-2)(»-.3)-4(«-2)(n-3)(n-4) 

+  6(n-3)(n-4)(n-6) — 4(n-4)(n  -5)(n  -  6) 

+  <»-5)(»-6)(«-7)J 

+  •  •  •  —  2as"C08n« 

Betrachten  wir  aber  etwa  den  Goefficienten  von  xin~8,  so  treten 
in  diesen  die  Zahlen  1,  4,  6,  4,  1  als  Factoren  vor  den  Klammer- 
ausdrücken auf.  Die  Ausdrücke  in  der  Klammer  sind  aber  ihrer- 
seits die  Glieder  einer  arith.  Reihe  der  3ten  Ordnung,  und  nach 
einem  bekannten  Satze  verschwindet  dann  notwendig  die  Summe. 
Daraus  folgt  aber  das  Theorem  von  Gotes  mit  der  Moi  vre 'sehen 
Erweiterung 

II  PA*  —  a>  —  2g»CQ8tta  +  lt    d  h. 

für  o  —  0 

ÜPA*  =  (z»  —  1)» 

für  o  -  r 

npA  =  g*  -f  * 

u.  s  w. 


IX.   Quadratur  der  Fusspunkteneurve  des  Kreises. 

Wie  wir  in  VIII.  5)  sahen ,  können  wir  zwischen  den  Loten 
eines  Punktes  auf  die  Seiten  eines  reg.  Polygons  eine  Menge  von 
Relationen  aufstellen,  die  auf  Kreise  als  geometrische  Oerter  fttr 
den  Punkt  fahren.  Bilden  wir  so  etwa  die  Function: 

V  .  2*'  -f  U  •  V  +  V  •  V  +  •  •  •  +  V  •  V  —  const. 

so  giebt  uns  die  Entwicklung  dieses  Orts  aber  die  Gleichung 

o  2?r 

(•^-f-y1) .  x  .  cos  —  -|-  np9  —  const  siehe  Gl.  30),  oder: 
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wenn  wir  mit  «„  «2,  ps  .  .  .  tu  die  Entfernungen  eines  Punktes  von 
den  Seiten  des  Polygons,  mit 

die  Entfernung  desselben  vom  Mittelpunkt  des  Polygons  bezeich- 
nen, dann  ist  immer: 

}  V  -f-  np*  —  «,  e,  -f  *te3  -f  e8«4  -f  .   .  .  -f-      .  «, 

Verbinden  wir  die  Fusspunkte  der  aufeinander  folgenden  Lote 
auf  die  Seiten  aber  durch  gerade  Linien,  so  erhalten  wir  ein  Polygon 
das  wir  als  Fusspunktenvieleck  bezeichnen  wollen.    Je  zwei  aufeiu- 

2* 

ander  folgende  Lote  bilden  aber  mit  einander  einen  Wiukel  =  — 
und  wir  erhalten  daraus  als  Inhalt  des  Fusspunktenvielecks  den  Wert 

oder: 

F  —  \n  .  q1  .  Sin  COS  1-  $np2  .  Sin  — 

w  n  n 

oder: 

F  «      .  sin  ~  .  q*  +        .  sin  ^ 

Lassen  wir  die  Seitenzahl  des  Vielecks  jetzt  in's  uneudliche 
wachsen,  so  können  wir  anstatt  des  Sinus  den  Wiukel  selbst  setzen 
und  erhalten  daraus  für  den  ..Inhalt  der  Fusspunktencurve  des 
Kreises  für  einen  beliebigen  Pol,  der  die  Entfernung  q  vom  Kreis- 
mittelpunkt hat, 

p  ist  hiebei  der  Halbmesser  des  Kreises  geworden". 


Sehlussbcmerkung. 

Die  hier  entwickelten  Relationen  legen  es  nahe  zu  vermuten, 
dass  auch  für  die  regulären  Polyeder  analoge  Beziehungen  gültig 
sein  werden.  Dem  ist  in  der  Tat  so.  Wir  erhalten  z.  B.  wenn  wir 
die  Summen  der  2/>ten  Potenzen  der  Entfernungen  eines  Punktes  P 
von  den  Ecken  A  eines  solchen  Polyeders  mit  2r*r  bezeichnen,, 
z.  B.: 

„Bewegt  sich  der  Punkt  P  auf  einer  Kugel ,  deren  Mittelpunkt 
„mit  dem  Mittelpunkt  eines  reg.  Polyeders  zusammenfallt,  so  ist  für 
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KretaUilung  auftreten. 


in 


„das  reguläre  Tetraeder  Zr*  und  2r*t  für  das  Hexaeder  und  Okta- 
eder -Er2,  ErA  und  Er*  und  für  das  Dodekaeder  und  Ikosaeder 
„Xr*,  £r*t  Zr*  uud  2V8  je  gleich  einer  Constanten". 

Wie  wir  bei  den  reg.  Polygonen  z.  B.  die  Ecken  durch  con- 
gruente  glcichschenkl.  Dreiecke  abstumpfen  könnten,  ohne  dass  alle 
die  oben  entwickelten  Relationen  für  die  entstandenen  Polygone 
ungültig  werden,  ebenso  könnten  wir  auch  entsprechend  die  Ecken 
dieser  Polyeder  abstumpfen  und  würden  wir  dann  Relationen  er- 
halten. Doch  wollen  wir  uns  darauf  beschränken  in  beiden  Fällen 
darauf  hingewiesen  zu  haben. 

Stuttgart,  im  März  1897. 
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IV. 

Eine  neue  Beziehung  zwischen  den  Krümmungen 
von  Curven  und  Flächen. 

Von 

R.  Hoppe. 


Die  Entdeckung  der  Beziehung  zwischen  der  Hauptkrilmmung 
der  allgemeinen  konischen  Fläche  und  dem  Krümmungsverhältniss 
einer  ebenso  allgemeinen  Curve,  welche  Mangeot  in  Soc.  Math,  de 
France  Boll.  XXIV.  p .  98  mitteilt,  ist  wol  von  genügendem  Interesse, 
um  sie  den  Principien  der  analytischen  Geometrie  anzufügen.  Die 
Beziehung  ist  in  den  fundamentalen  Ausdrücken  beider  Grössen 
unmittelbar  gegeben. 

Die  genannte  Fläche  wird  von  einem  Strahle  in  der  Richtnug 
der  Tangente  der  Curve  erzeugt.  Bezeichnen  fghy  f'g'h\  Imn  die 
Richtungscos.  der  Tangente,  Hauptnormale,  Binormale,  x  und  # 
den  Krümmungs-  und  Torsionswinkel,  v  den  Bogen  der  Curve,  Qt 
und  ps  die  Hauptkrümmungsradieu  der  Fläche,  t»  den  Strahl,  so  sind 
die  Gleichungen  der  Fläche  in  den  Parametern  u,  v: 

x  — »  uf\     y  —  ugmt     %  =  uh 

woraus  die  Werte  der  Fundamentalgrossen 

8*2-f  .   .   .        /  8t\« 

*  - — —  =  \»fc) 

6r""p       +  *  '  * "~  dv* 

leicht  folgen.  Hier  ist  p  Richtungscos.  der  Normale  =-  l.  Da  dio 
eine  Hauptkrümmung  null  ist,  so  hat  man: 

1   _      elG1     _  1  B& 
Qi  "  Qi      9»      «j  9i  —  /i*  ""  «  3t 
Diese  Gleichung  spricht  den  Satz  von  Mangeot  aus:   „Der  Haupt- 
krümmungsradius Qt  variirt  proportional  dem  Strahle  «,  und  der 
Coefficient  des  Verhältnisses  ist  gleich  dem  Krümmungsverhältniss 
der  Curve." 
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V. 


Ein  Beitrag  zu  den  Beziehungen  des  Umkreises 
zu  den  Berührungskreisen  eines  Dreieckes. 


Von 

Konstantin  Karamata. 


Betrachtet  man  den  Umkreis  eines  Dreieckes  ABC  als  Erzeug- 
niss  zweier  congrnenten  Strahlenbüschel,  so  kann  man  etwa  die 
Seiten  AC  und  CB  als  ein  Paar  zweier  einander  eindeutig  zuge- 
ordneten Strahlen  annehmen.  Derselbe  Kreis  ist  dann  durch  die 
Gleichungen 

x  +  y  -  180°- |*  (1) 

oder 

x  +  y  =  ii  (2) 

charakterisirt,  wo  *  und  y  die  veränderlichen  Wiukel  der  Dreiecke 
bedeuten,  die  durch  die  Zuordnung  der  Strahlen  entstehen,  und 
welche  an  dem  gemeinschaftlichen  Strahle  AB  liegen,  p  ist'der  dritte 
Winkel,  welcher  als  Peripheriewinkel, des  Kreises  immer  constant  bleibt. 
Die  erste  Gleichung  bezieht  sich  auf  den  Kreisbogen  oberhalb  der  Sehne 
AB  und  die  zweite  auf  den  Kreisbogen  unterhalb  derselben  Sehne. 
Der  Radius  dieses  Kreises  ist 

r  "  2sin7i  (3) 
wo  a  die  Länge  der  gemeinschaftlichen  Seite  AB  ist. 

Arcb.  d.  Math.  Phy«.    2.  Reih«,  T.  XVI.  8 


Digitized  by  Google 


114 


Karamata:  Beziehunyen  des  Umkreiset 


2.  Hälften  wir  sowol  die  inneren  als  auch  die  äusseren  Winkel 
an  der  allen  Dreiecken  des  Umkreises  gemeinschaftlichen  Seite  AB, 
so  geben  die  Durchschnitte  je  vierer  zu  einem  Dreiecke  gehörigen 
Symmetralen  die  Mittelpunkte  der  vier  Berührungskreise,  so  dass 
die  Frage  nach  dem  geometrischen  Orte  dieser  Mittelpunkte  entsteht. 
Je  zwei  Symmetralen,  die  zu  einem  Innen-  und  dessen  Aussenwinkel 
gehören,  bilden  zwei  involutorisch  zugeordnete  Strahlen,  die  auf  ein- 
ander senkrecht  stehen,  wodurch  wir  zwei  involutorische  und  con- 
gruente  Strahlenbüschel  mit  dem  Scheitel  in  A  und  B  erhalten.  Die 
eindeutige  Zuordnung  je  eines  Paares  involutorischer  Strahlen  des 
einen  Strahlenbüschels  (A)  einem  anderen  Paare  aus  dem  involuto- 
rischen  Strahlenbüschel  aus  B  bestimmt,  schon  die  eindeutige  Zu- 
ordnung der  Strahlen  aus  dem  ursprünglichen  Strahlenbüschel  (A) 
und  (£),  deren  Erzeugniss  der  Umkreis  selbst  ist,  dadurch  dass  je 
einen  Strahl  des  ursprünglichen  Strahlenbüschels  ein  Strahlenpaar 
des  involutorischen  Strahlenbüschels  begleitet  Der  geometrische 
Ort  aller  Mittelpunkte  der  vier  Berührungskreise  aller  Dreiecke, 
welche  einem  Umkreise  eingeschrieben  sind  und  eine  Seite  gemein- 
schaftlich haben,  wird  daher  das  Erzeugniss  zweier  involutorischen 
und  congruenten  Strahlenbüschel  sein.  Dasselbe  ist  im  allgemeinen 
eine  Curve  4.  Ordnung,  welche  in  diesem  Falle,  wie  aus  der  folgen- 
den Specialisirung  hervorgeht,  in  zwei  Kreise  zerfällt. 

3.  Diese  Curve  können  wir  auf  Grund  der  Gleichungen  (1) 
und  (2)  untersuchen  und  werden  daher  die  zwei  Falle,  ob  die  Drei- 
ecke oberhalb  oder  unterhalb  der  gemeinschaftlichen  Seite  in  dem 
Umkreise  liegen,  unterscheiden. 


I.   Die  Dreiecke  oberhalb  der  gemeinschaftlichen 

Seite  AB. 

a)  Die  Symmetralen  der  inneren  Winkel  an  der  Seite  AB  schnei, 
den  sich  im  Punkte  Z>,  der  ein  Mittelpunkt  eines  Kreises,  welcher 
alle  drei  Seiten  eines  Dreieckes  von  innen  berührt.   Der  Winkel 

bei  D  ist  gegeben  durch  180°—         oder  nach  (1)  durch 

90<4-  | 

Dies  aber  findet  für  jedes  Dreieck,  welches  dem  Kreise  K  einge- 
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schrieben  ist  and  oberhalb  AB  liegt ,  statt,  daher  ist  der  geometrische 
Ort  aller  solcher  Punkte  D  ein  Kreisbogen  AB  mit  dem  constanten 

Peripheriewinkel  90°  -\-~  oberhalb  der  Sehne  AB.  Der  Radius  des 
Kreises,  dem  dieser  Kreisbogen  angehört,  ist 


Qi  = 


2  cos  S 


Den  Mittelpunkt  und  den  Centriwinkel  dieses  Kreises  K  erhält 
man,  wenn  man  die  Senkrechte  SP  verlängert ,  bis  sie  den  Kreis  K 
unterhalb  der  Sehne  AB  schneidet.  Der  Durchschnittspunkt  Sl'  giebt 
den  Mittelpunkt  des  Kreises  Kc'  und 

ASc'  -  Sc'B 

ist  dessen  Radius. 

b)  Es  sei  Db"  der  Schnittpunkt  der  Symmetrale  des  Aussen- 
winkels  bei  A  mit  der  Symmetrale  des  Innenwinkels  bei  B,  Da  da- 
gegen der  Schnittpunkt  der  Symmetrale  des  Innenwinkels  bei  A  mit 
der  Symmetrale  des  Aussenwinkels  bei  B,  so  geben  dieselben  die 
Mittelpunkte  zweier  Berührungskreise,  welche  eine  der  als  Strahlen 
einander  zugeordneten  Seiten  in  ihrer  Verlängerung,  die  andere 
aussen   berühren.     Der  Winkel   der   Syrametralen   bei    Db  ist 

1800-  l^18^—  -f  x+  |j   und  der  bei  Da  ist  1P0°  = 


oder  nach  (1) 


2 


d.  h.  der  Ort  aller  Da  und  Db  ist  ein  Kreisbogen  mit  dem  Peri- 
pheriewinkel ^oberhalb  der  Sehne  AB,  der  zum  Kreise  Kc"  mit 


dem  Radius 

a 

P2  


2  sin  % 


gehört  Der  Mittelpunkt  dieses  Kreises  ist  der  zweite  Durchschnitts- 
punkt  Sc"  der  Senkrechten  SP  mit  dem  Kreise  A". 

c)  Die  Symraetralen  beider  Aussenwinkel  an  AB  geben  als 
Dnrcbscbnittspunkt  den  Mittelpunkt  Di  des  Kreises ,    welcher  die 

8* 
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gemeinschaftliche  Seite  AB  aussen  berührt  Der  Winkel  bei  De  ist 
180^[l^  +  ^]odernach(l) 

900  -  2 

dies  ist  aber  der  Supplementwinkel  von  I.  a.  und  constant,  daher  liegt 
Dc  am  Kreisbogen,  welcher  dem  von  I.  a.  zum  Kreise  K,'  ergänzt 


II.  Die  Dreiecke  unterhalb  der  gemeinschaftlichen 

Seite  AB. 

a)  Bezeichnet  man  mit  D',  analog  nach  I.  a.,  die  Mittelpunkte  der 
Kreise,  welche  die  Dreiecke,  die  unterhalb  der  Sehne  AB  liegen, 
innerlich  berühren,  so  wird  der  Peripheriewinkel  bei  D1  gegeben  sein 

durch  180°—  ^  -f-  ~J  und  dies  ist  nach  (2) 

180°-£ 

Der  Kreisbogen,  an  welchem  die  Scheitel  der  obigen  Peripherie- 
winkel liegen,  ist  supplementär  zu  dem  von  I.  b. 

b)  Kür  die  Mittelpunkte  TV  und  XV  erhalten  wir,  dass  sie  an 

[180°— x         ,  y] 
— »7  rx  +  2  he- 

ziehungsweise  180°—  I — g  ^+2]  d*  *'  nach  (1) 

liegen;  daher  ist  das  derselbe  Kreisbogen  wie  I.  c. 

c)  Die  Mittelpunkte  De  sind  Scheitel  der  Peripheriewinkel 
180°—  |  —  y — I  2~^J  oder  nach  <2) 

t 
2 

d.  h.  der  Kreisbogen  I.  b. 
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Man  ersieht  aus  dem,  dass  auf  dem  Kreise  AV  die  Mittelpunkte 
Da,  Di»  Da  und  ZV  und  auf  dem  Kreise  AV'  Da,  Db,  D  und  ZV 
liegen.  Daraus  folgt,  dass  der  geometrische  Ort  alier  Mittelpunkte 
der  Berührungskreise  der  einem  Umkreise  eingeschriebener  Drei- 
ecke, welche  eine  gemeinschaftliche  Seite  haben,  zwei  Kreise  sind, 
als  auch  dass  die  Curve  4.  Grades,  welche  als  Erzeuguiss  zweier 
congruenten  involutorischen  Strahlcnbüschel  erscheint,  in  zwei  Kreise 
zerfällt 

4.  Ebenso  wie  die  Punkte  A  und  B  des  eingeschriebenen  Drei- 
eckes ABC  als  Scheitel  zweier  congruenten  Strahlenbüschel  ange- 
nommen worden  sind,  kann  man  auch  B  und  C\  als  auch  C  und  A 
als  solche  betrachten;  dem  gemäss  sind  im  ersten  Falle  BC  der 
gemeinsame  Strahl,  JiA  und  AC  dio  einander  zugeordneten  Strahlen, 
im  zweiten  Falle  CA  der  gemeinschaftliche  Strahl  uud  CB  und  BA 
die  zugeordneten.  Im  ersten  Falle  erhalten  wir,  dass  die  Mittel- 
punkte der  Berührungskreise  au  den  Kreisen  AV  und.  AV\  im 
zweiten  Falle  auf  den  Kreisen  Kb  und  Kb"  liegen  müssen,  die  man 
in  Bezug  auf  die  Seite  BC  resp.  CA  ebenso  erhält,  wie  die  Kreise 
Kc'  und  Ke"  in  Bezug  auf  AB;  daher  werden  AV,  Ka",  AV  und  Kb" 
analoge  geometrische  Ocrter  repräsentiren  wie  dio  Kreise  &c 
und  Kc". 

Nun  betrachten  wir  das  Dreieck  ABC  mit  seinem  Umkreise  A', 
dessen  Mittelpunkt  S  ist,  für  sich  und  fällen  aus  S  Senkrechte  auf  alle 
drei  Seiten,  so  erhalten  wir  sechs  Schnittpunkte  auf  dem  Umkreise 
Sa\  Sa",  Sb\  Sb",  Sb'  und  S",  beschreiben  aus  diesen  einzelnen 
Punkten  als  Mittelpunkten  Kreise  mit  Radien,  welche  gleich  dem 
Abstände  des  Mittelpunktes  von  den  Endpunkten  der  Seite,  in  Bezug 
auf  welche  die  dazugehörige  Senkrechte  die  Symmetrale  ist  (SaB  =- 
SaC,  S„'B>-Sa'Ct  Sc' C  -  Sb' A,  Sb"C  =  Sb"A,  Se°A-Sc'Bc  und 
SC'C  -  sa"B),  so  erhalten  wir  sechs  Kreise  AV,  AV',  Kb',  AV,  Kc' 
und  Kc",  von  denen  sich  je  vier  in  den  drei  Ecken  des  Drei- 
eckes schneiden  und  je  drei  in  vier  anderen  Punkten  Z>,  Da*  Db 
und  De,  welche  zugleich  auch  die  Mittelpunkte  der  vier  Berührungs- 
kreise des  Dreieckes  sind. 

Dies  ist  leicht  einzusehen  sowol  für  einen  dieser  Punkte,  als 
auch  für  die  anderen.  Nehmen  wir  z.  B.  den  Punkt  D  au,  so  muss 
derselbe  als  Mittelpunkt  der  Berübrungskreise ,  welche  die  dem 
Kreise  K  oberhalb  der  gemeinsamen  Seite  AB  eingeschriebenen 
Dreieke  innerlich  berühren,  auf  dem  Kreisbogen  AB  des  Kreises  Ke 
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liegen;  aualog  für  die  Seite  BC  liegt  derselbe  auf  den  Kreisbogen 
1W  des  Kreises  Ka\  und  in  Bezog  auf  die  Seite  CA  auf  dem  Kreis- 
bogen CA  des  Kreises  JT»'.  Für  ein  nnd  dasselbe  Dreieck  kann 
dieses  nur  dann  stattfinden,  wenn  sich  diese  drei  Kreisbögen  in 
einem  nnd  demselben  Punkte  D  schneiden. 

Aehnlich  beweist  man,  dass  Da  der  Schnittpunkt  der  Kreise 
Ka\  Kb"  und  A7\  Db  der  Schnittpunkt  der  Kreise  *«",  Kb4  und  Ke' 
De  der  Schnittpunkt  der  Kreise  Ka",  Kb'  und  Ke*  ist 
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VI. 

Desargues'  Verdienste  um  die  Begründung  der 
projectivischen  Geometrie. 

Von 

Stanislaus  Chrzaszczewski,  stud.  math. 

München. 


Einleitung. 

Wol  nahezu  2000  Jahre  beherrschten  die  Bücher  des  Euklid, 
Archimedes  und  Apollonius  das  Interesse  der  Geometer,  ohne  dass 
wesentliche  Fortschritte  in  dem  Aufbau  der  Kegelschnittstheorie 
gemacht  worden  wären.  Immer  noch  bot  diese  Wissenschaft  den 
Charakter  einer  speciellen,  immer  noch  fehlte  ihr  der  der  Allge- 
meinheit. Ellipse,  Parabel  und  Hyperbel  wurden  so  behandelt,  als 
ob  sie  unter  sich  fremdartige  Gebilde  wären. 

Der  erste,  der  eine  Darstellung  der  oben  genannten  Curvcn  von 
einheitlichem  Gesichtspunkt  aus  mit  grossem  Geschick  unternahm, 
ist  Girard  Desargues,  indem  bei  ihm  wesentlich  das  eine  Bestreben 
zu  Tage  tritt,  nur  lagengeoraetrische  Beziehungeu,  die  doch  für  jeden 
beliebigen  Kegelschnitt  gelten,  d.  h.  die  projectivischen  Eigenschaften 
derselben  aufzustellen.  Metrische  Relationen  werden  von  ihm  nur 
ganz  nebenher  gestreift. 

Der  Verfasser  hofft  nun  einen  Beitrag  zur  Kenntniss  der  Ge- 
schichte der  projectivischen  Geometrie  zu  liefern,  wenn  er  in  der 
vorliegenden  Abhandlung  in  erster  Linie  eine  eingehende  Darstellung 
der  Desargues'schen  Verdienste  gibt,  indem  diese  bisher  in  keinem 
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mathematisch-geschichtlichen  Werke  in  der  ihnen  gebtthrondeu  Weise 
betrachtet  wurden  sind.  So  konnte  z.  B  im  2.  Bande  von  Herrn 
Cantors  Vorlesungen,  die  ja  das  ganze  Gebiet  der  Mathematik  um- 
fassen, selbstverständlich  nur  eine  cursorische  und  allgemeine  Schil- 
derung der  Desargues'schen  Arbeiten  Raum  finden  und  es  musste 
eine  genauere  Auseinandersetzung  derselben  mit  Recht  einer  Spe- 
cialuntersuchung  vorbehalten  bleiben. 

In  den  bekannten  französischen  Arbeiten  von  Chasles,  Poudra 
und  St.  M.  Marie  sind  die  Ausführungen  bezüglich  Desargues  teils 
unvollständig,  teils  auch  nicht  einwandsfrei  dargestellt.  Wieder  an- 
dere Werke  enthalten  zu  wenig,  als  dass  es  auch  nnr  annähernd 
möglich  ist,  sich  über  Desargues'  Leistungen  eine  genügende  Vor- 
stellung zu  bilden. 

Somit  bleibt!  jedem,  der  die  iu  Frage  stehenden  Verdienste 
Desargues'  um  die  projectivische  Geometrie  kenneu  lernen  will,  nur 
die  äusserst  mühsame  Leetüre  der  Originalwerke  desselben  Übrig, 
namentlich  des  „Brouillon  project."  Volle  zwei  Jahrhunderte  galt 
bekanntlich  dies  merkwürdige  Buch  für  verloren.  Erst  im  Jahre 
1845  fand  Chasles  durch  einen  glücklichen  Zufall  eine  Abschrift 
desselben,  die  im  Jahre  1G79  von  De  La  Hire  gefertigt  worden  war. 

Da  es  aber  nicht  Aufgabe  des  Historikers  ist,  die  wissenschaft- 
liche Tätigkeit  einer  hervorragenden  Persönlichkeit  für  sich  allein 
zu  betrachten,  so  müsste  der  Verfasser  auch  die  Bedeutung  Desar- 
gues' und  seine  Zeit,  sowie  den  Einfluss  seiner  Leistungen  auf  die 
spätere  Entwicklung  der  projectivischen  Geometrie  in's  Auge  fassen. 
Dabei  ergaben  sich  enge  und  interessante  Beziehungen  zu  Pascal, 
Fermat  und  De  La  Hire. 


Die  vorliegende  Abhandlung  ist  ein  Auszog  der  von  der  allge- 
meinen Abteilung  der  K.  bayr.  technischen  Hochschule  in  München 
1896  mit  vollem  Preis  gekrönten  Arbeit  des  Verfassers  über  De- 
sargues. 
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§  1. 

Geometrische  Grundgedanken. 

Es  ist  eine  bemerkenswerte  Tatsache,  dass  bereits  Desarguos 
diejenigen  Fundamentalbegriffe  ausdrücklich  eingeführt  hat,  die  man 
heutzutage  "als  die  geometrischen  Grundgebilde  erster  Stufe  be- 
zeichnet. 

Wir  fassen  seine  Gedanken  folgendermassen  kurz  zusammen: 

1)  Mehrere  Geraden,  die  alle  durch  einen  festen  Punkt  0  guheu 
bilden  eine  „ordonnance  de  droites,  der  Punkt  O  heisst:  „but  de 
1 'ordonnance." ') 

Ebenso  bildet  man  eine  Schar  von  Ebeuen,  dio  durch  eine  feste 
Gerade  0  gehen,  eine  „ordonnance  de  plans,''  die  feste  Gerade  0 
heisst:  „Aissien  de  l'ordonnance." 

3)  Wenn  durch  verschiedene  Punkte  einer  Geraden  0  cino  Serie 
von  Geraden  hindurchläuft,  so  heisst  jene  Gerade  0,  auf  welcher 
die  verschiedenen  Punkte  „noeuds"  liegen,  „tronc." 

4)  Eine  Schar  von  parallelen  Geraden  ist  als  ein  Strahlenbüschel 
zu  betrachten,  dessen  Centrum  im  Unendlichen  liegt  Oder:  Eineu 
Punkt  0  mit  dem  uneudlich  fernen  Punkt  einer  gegebenen  Geraden 
verbinden  heisst:  durch  den  Punkt  0  zu  derselben  eine  Parallele 
legen  2) 

5)  Eine  Schar  von  parallelen  Ebenen  ist  als  ein  Ebenenbüschel 
zu  betrachten,  dessen  Achse  im  Unendlichen  liegt. 

6)  Jede  Gerade  geht  nach  2  Seiten  in  das  Unendliche  und 
schliesst  sich  dort.  Jede  Gerade  kann  als  Kreis  betrachtet  werden, 
dessen  Mittelpunkt  in  das  Unendliche  gerückt  ist 


1)  Vergleiche:  Oeuvres  de  Desargues  p&r  Poudra  deox  tomes,  Paris  lSf>4. 
Wir  citiren  dieses  Werk  mit  Herrn  Cantor  stets  als  Desargues  I.  oder  II. 
Die  Begriffe  finden  sich  in  der  angegebeneu  Weise  auf  Seite  104— -107  erklart. 

2)  Desargues  I.  png.  205. 

3)  Ebenda.    I.  png.  107,  108,  224. 

Dass  die  Desargues' .«che  Vorstellung  über  den  Parallelismus  in  jener  Zeit 
▼Öllig  neu  war,  dürfte  wol  daraus  zur  Genüge  hervorgehen,  dass  sich  Des- 
cartes  in  einem  Briefe  an  Desargues  in  günstigem  Sinne  darüber  äussert,  und 
hätte  ersterer  du-  Angelegenheit  wol  ignorirt,  wenn  die  fragliche  Ansicht  be- 
reit« in  der  damaligen  Zeit  üblich  gewesen  wäre.  Lettres  de  Descartcs,  Poudra 
t.  II.  pag  134. 
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Eine  Hauptschwierigkeit  beim  Studium  der  Werke  Desargues 
besteht  darin,  dass  derselbe  nicht  nur  eine  Reihe  neuer  Begriffe,' 
sondern  auch  eine  Menge  neuer  Bezeichnungen  für  dieselben  einführte, 
die  aber  ebensowenig,  wie  diejenigen  Vietas  sich  forterhielten,  wes- 
halb wir  im  folgenden  nur  die  notwendigsten  anführen  und  gebrau 
chen  werden. 

Weit  wichtiger  ist  es  zu  betonen,  dass  Desargues  die  Tragweite 
der  von  ihm  neu  aufgestellten  Begriffe  vollständig  erfasst  und  mit 
ihnen  zu  operiren  versteht,  indem  er  in  seiner  Involution  durch 
eindeutige  Zuordnung  der  Elemente  einer  Punktreihe  den  Grund- 
gedanken der  projectivischen  Geometrie  zum  ersten  Male  verwirk- 
licht. Seine  Betrachtungsweise  der  Involution  wollen  wir  im  folgen- 
den Paragraphen  nur  insoweit  klarzulegen  versuchen,  als  sie  zum 
Yerständniss  der  darauf  aufgebauten  Kegelschnittstheorie  notwen- 
dig ist 

§  2. 

Die  Theorie  der  Involution. 

(a)  Definition  des  Arbre. ») 

Trägt  man  auf  einer  Geraden,  von  einem  festen  Punkte  0  aus, 
Streckenpaare  (Oa,   Oöj  —  8b,  üb^  Oc  —  9ct)  ab,  deren  Producte 
constant  sind,  so  bilden  die  Punkte  aa,  —  bbx  —  ecx  einen  Arbre. 

Hieraus  ersieht  man,  dass  Desargues*  Definition  des  Arbre  iden- 
tisch ist  mit  der  heutigen  Bestimmung  der  Involution,  wenn  man 
vom  Involutionsmittelpunkt  0  ausgeht,  welchem  Desargues  den 
Namen:  souche  beilegt 

Dabei  wird  jedoch  von  vornherein  bestimmt,  dass  alle  Strecken- 
paare Oa,  Oa,  u.  s.  w.  entweder  nach  verschiedenen  Seiten  oder 
nach  der  gleichen  Seite  von  0  abgetragen  werden.  Darnach  er- 
hält man  beziehungsweise  ciuen  Arbre  mit  eingeschlossen-  oder 
getrennt  liegender  Souche.   In  dem  ersten  Falle  greifen  die  Strecken 


Wenn  man  die  Frage  aufwirft,  wie  denn  Desargues  tu  seiner  so  neuen 
nnd  fruchtbaren  Anschauung  über  den  Parallelismus  gekommen  ist,  muss  man 
wol  vax  Beantwortung  derselben  auf  die  Perspectire  vom  Jahre  1636  zurück- 
greifen.  Desargues  I.  pag.  80  u.  ff. 

1)  Desargues  I.  pag.  112. 
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entsprechender  Punkte  aa1  —  M,  — cc,  übereinander,  im  zweiten  Falle 
liegen  sie  getrennt. !) 

(b)  Metrische  Relationen  für  die  einzelnen  Strecken 
eines  Arbre. 

Desargues*  Bestreben  geht  nun  dahin,  eine  Gleichung  zu  finden, 
welche  zwischen  den  einzelnen  Entfernungen  der  verschiedenen 
Punkte  eines  Arbre  statthat,  um  den  Punkt  0  (d.  h.  den  Involu- 
tionsmittelpunkt)  zu  eliminiren.  Dabei  gewinnt  er  folgende  Glei- 
chungen: 

j    Oa  _  Qcj      ac,  *) 
Oc     Oa,  a,c 

Oa,      Oc,      a, c, 
Oc   ™  (ja "  —  ac 

Durch  Division  folgt 


Oa|  "~  a,£,  .  a,£ 


1)  La  soacht  est  engagee  sntre  .  .  .  Desargues  I,  pag;  IIS,  116. 
La  sooche  est  degagee  entre  ...       „  »5 

les  denx  noeus  de  cbarune  des  couples  aa,   se  trouvent  mesless  aux  deux 
noeus  des  autres  couples:  66, — c6,.    Desargues  I.  pag.  116 
les  denx  noeus  de  chacane  des  couples  aai—bbi — cct  se  trouvent  des  meslez 
des  deux  noeus  de  chacune  des  autres  couples.    Desargues  I.  pag.  116. 

2)  Beweis: 


Oa  ac,  .  ac 
Oa,       &xei  •  <*ic 


und  analog 


Oa         ab1  .  ab 


Oa,  Oc, 
Oc    ~  Oa 

Oa, 


Oc-f-ca 
Oc 


Oa,  +  a,c, 


Oc  +  ca 


und  hieraus 


Oa,  Oc 


d.  b. 


Oa,  +  a,  c,  —  Oa,    "  Oc  -\- ca  —  Oc 


Oc  ac 
ebenso  die  andere  Gleichung. 
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Die  Vergleichung  liefert: 

ab  .  abt  ac  .  ac, 

asb  .  a^b^  .  ajC( 

Dadurch  ist  offenbar  der  Arbre  unabhängig  von  der  Soucbe  darge- 
stellt uud  ergibt  sich  folgende 

(6)  Definition  der  Involution,  unabhängig  vom 
Mittelpunkt. 

i  *  ■         *  ■ 

Wenn  drei  Punktepaare  aa,  —  bbl  —  cct  so  auf  einer  Geraden 
liegen,  dass  d'.e  einzelnen  Punkte  gegenseitige  Entfernungen  besitzen, 
die  der  Gleichung  III.  Genüge  leisten,  so  nennt  man  diese  Punkt- 
lage eine  Involution.1)  Vorausgesetzt  bleibt  aber  immer  noch 
die  Verteilung  der  Punkte,  wie  sie  unter  «  hervorgehoben  worden 
ist.  Die  daraus  sich  ergebende  strenge  Einteilung  in  zwei  verschie- 
dene Involutionen  fällt  mit  der  modernen  Unterscheidung  einer 
elliptischen  uud  hyperbolischen  Involution  völlig  zusam- 
men, und  später  werden  wir  auch  noch  der  parabolischen  be- 
gegnen. Auf  die  Iuvolutioncu  lasseu  sich  sämtliche  Gesetze  des 
Arbre,  wie  sie  in  den  Gleichungen  I.  und  II.  niedergelegt  sind,  an- 
wenden. 

Wir  brauchen  kaum  noch  hinzuzufügen,  dass  dio  Gleichung  III. 
genau  dieselbe  ist,  wie  diejenige,  die  heutzutage  die  Involution  durch 
die  Gleichheit  zweier  Doppelverhältoisse  definirt. 

(d)   Sätze  über  die  Involution. 

1)  Eine  Involution  erscheint  gegeben,  wenn  man  2  Ponktepaare, 
aa'  -  cci  derselben  kennt.  *) 

Denn  wenn  0  die  Souche  ist,  so  kann  man  dieselbe  vermittelst 
folgender  Gleichungen  eindeutig  9) 

und    4a  —  Pc  «=>  ac 

1  c  axc 


1)  Involution  und  Arbre  decken  demnach  denselben  Begriff.  Es  besteht 
zwischen  ihnen  nur  insofern  ein  formaler  Unterschied,  als  die  Bezeichnung  Arbre 
immer  nur  dann  angewendet  wird,  wenn  die  Strecken  vom  Involutionsmittel- 
punkt ausgezählt  werden. 

2)  Desargues  I.  pag.  121. 

3)  •  .  .  „la  souche  0  est  d  o  n  n  c  c  de  position  ..."  Desargues  I. 
pag.  121. 
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2)  Der  Involutionsmittelpunkt  entspricht  dem  unendlich  weiten 
Punkt  der  Punktreihe.  *) 

3)  Bis  hieber  fuhrt  Dcsargues  seine  Untersuchungen  für  beide 
Involutionen  gemeinsam  durch.  Zur  Beantwortung  der  Frage  aber: 
Wo  liegen  diejenigen  Punktepaare  einer  Involution,  die  von  der 
Souche  gleichen  Abstand  haben  ?  sieht  er  sich  genötigt,  in  der  Unter- 
suchung eine  Trennung  vorzunehmen. 

Bezeichnen  x  und  y  diejenigen  Punkte ,  welche  die  verlangte 
Eigenschaft  besitzen,  so  hat  man  im  Falle  der  Punktlage  nach  Figur 

la:  

0aj  =  0y=  VOa  .  Oo, 

(wenn  aa,  ein  gewöhnliches  Punktpaar  vorstellt.) 

Hiebei  betont  Desargues  ganz  scharf,  dass  der  Punkt  x  zwei 
nicht  zusammengehörige  Punkte  bcx ,  der  Punkt  y  die  Puukte  bt  c 
rcpräsentirt,  uud  bezeichnet  sie  dauer  als  noeu3  moyeus  simples.  *) 
(Siehe  Figur  2a).  Durch  Specialisirung  der  allgemeinen  Involutions- 
gleichung erhält  man  folgende  Relation: 

OjX  ay 
axy  ~*  ax 

Der  Fall  nach  Figur  lb  liefert  wiederum 
0x  —  Oy  «=  YOa  .  (Ja 

wobei  Desargues  ausdrücklich  hervorhebt,  dass  x  das  Paar  bl>tl  y 
das  Paar  ecx  repräsentirt.  Dementsprechend  bezeichnet  er  sie  richtig 
als  „ooeus  moyeus  douules"),  kennt  somit  die  Doppelpunkte 
der  hyperbolischen  Involution.   (Siehe  Figur  2b).) 

i 

Ist  a(tj  ein  gewöhnliches  Punktepaar,  so  gebt  bei  Einfuhr ung 
der  Punkte  xy  in  die  allgemeine  Involutionsbediugung  die  sehr  wichtige 
Relation  hervor: 

ax  fljX 
ay  ~~  axy 

Dieselbe  drückt  'aus,  dass  ein  gewöhnliches  Punkte- 
paar aa,   von  den  Punkten  xy,  also  von  den.  Doppel- 


1)  Desargues  I.  pag.  127, 

2)  Desargues  I.  pag.  123. 
S)  Deaargaes  I.  pag.  124. 
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punkten  harmonisch  getrennt  wird,  was  oben  durchaus  nicht 
der  Fall  war. 

(e)  DieVierpunktinvolution.  Indem  Desargues  die  besondere 
Wichtigkeit  des  soeben  behandelten  Falles  anerkennt,  nennt  er  die 
Pnnktelage  aa^xy  (Fig.  2  b)  eine  Vierpunktinvolution  und  entwickelt 
eine  Reihe  von  Sätzen ,  die  bei  derselben  statthaben ,  eine  vollstän- 
dige Theorie  der  harmoischen  Punkte«  Als  solche  nennt  er  auch  die 
Punkte  x  und  y  ein  Paar  entsprechende ,  und  bezeichnet  in  der  Er- 
keuntuiss,  dass  ay  mit  ooj  gleichberechtigt  erscheint,  die  Mitte  p 
von  aa%  als  die  reciproke  Souche  der  Vierpunktinvolution.  Man  hat 
dann  neben 

Ox  .  Oy  =  Oa  .  0«,  ~  Ox*  =  Oy2 

auch  noch 

pa  .  pav  =  px  .  py  «  pa*  -»  pax  * 

Aus  den  sich  hieran  anschliessenden  Sätzen  heben  wir  nur  folgende 
hervor:  v 

1)  Eine  Vierpunktinvolution  ist  gegeben,  wenn  man  ein  Punkte- 
paar und  den  einen  Punkt  des  anderen  Paares  kennt ») 

2)  Die  Endpunkte  einer  Strecke  bilden  mit  dem  Mittelpunkt 
derselben  und  dem  unendlich  fernen  Punkt  der  Geraden,  auf  welcher 
sie  liegt,  eine  Vierpunktinvolutiou. ') 

3)  Hat  man  eine  Vierpunktinvolution  (aax  —  ary),  deren  Souche  0 
ist,  so  sind  damit  sofort  zwei  neue  allgemeine  Involutionen  gegeben. 
Nämlich 

xy  —  0«!  mit  Souche  a  und 
xy  —  Oa  mit  Souche  ax 

Desargues  bescbliesst  die  Theorie  seiner  Punktinvolution  mit 
einem  Satze,  der  für  später  von  besonderer, Wichtigkeit  ist  und  des- 
halb angeführt  werden  möge. 

4)  Hat  man  auf  einer  Geraden  drei  Punktepaare  einer  gewöhn- 
lichen Sechspunktinvolution  (a«,  —  &4,  —  e«j),  sowie  ein  weiteres 
Punktepaar  xy,  das  mit  den  beiden  ersten  Paaren  (aal—bbl)  je 
eine  Vierpunktinvolution  bildet,  so  gilt  dies  auch  bezüglich  des 
letzten  Paares  ccv 


1)  Desargues  I.  pag.  134. 
3)  Desargues  I.  pag.  186. 
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Hieran  schliesst  sich  eine  ebenso  vollständig  durchgeführte  Be- 
handlung der 

(f)  Strahleninvolution,1)  welche  folgendermaßen  definirt 
wird :  Laufen  durch  drei  Punktepaare  einer  Involution  drei  Strahlen- 
paare, so  hat  man  eine  Strahleninvolution  (ram6  d'un  arbre).  Auf 
diese  Definition  folgt  direct  der  Hauptsatz  von  der  Invarianz 
der  Involution  bei  Projection: 

„Jede  beliebige  Gerade  wird  von  den  6  Strahlen  des  Büschels 
nach  6  Punkten  einer  Involutiou  geschnitten."«) 

Infolge  der  umständlichen  Schreibweise  Desargues'  gestaltet  sich 
der  Beweis  dieses  wichtigen  Satzes,  von  dem  man  sagen  kann,  dass 
er  das  Fundament  der  vorliegenden  Kegelschnittstheorie  ist,  breit 
und  unübersichtlich;  wir  glauben  denselben  deshalb  mitteilen  zu 
müssen,  weil  er  historisch  interessant  ist  und  ein  beredtes  Zeugniss 
von  dem  geometrischen  Scharfsinn  unseres  Mathematikers  ablegt. 

Zunächst  ist  der  Satz  für  den  speciellen  Fall  ohne  weiteres  klar, 
„dass  das  Büschelcentrum  im  Unendlichen  liegt"  d.  h.  wenn  die 
einzelnen  Strahlen  parallel  laufen.  3)  Für  den  allgemeinen  Fall  je- 
doch ist  folgende  Figur  (Fig.  3)  zu  entwerfen:  Die  Involution 
aat  —  bbx  —  eex  wird  durch  das  Strahlenbüschel  K  projicirt ,  und  die 
beliebige  Gerade  M  liefert  auf  de»  Strahlen  derselben  drei  weitere 
Puuktepaare  AAt  —  BBt  —  CC, ,  von  denen  nachzuweisen  ist,  dass 
sie  eine  Involution  bilden. 

Zum  Beweise  zieht  nun  Desargues  die  Hilfslinie  cCt.  welche  auf 
den  Strahlen  bezüglich  der  Punkte  er«,  —  /S/J,  liefert. 

Nunmehr  wird  auf  die  folgenden  Dreiecke  der  Transversalensatz 
des  Menelaos  angewendet.  Das  Dreieck  cCCt  von  der  Transversale 
KBk  geschnitten,  liefert  die  Gleichung:4) 

BtC      KC  ß,e 
i}  B&      Ke  '  ßlCl 

Das  nämliche  Dreieck  cCCt  von  KB  geschnitten,  ergibt: 


1)  Desargues  I.  pag.  146,  147. 

2)  Desargues  I.  pag.  147. 

3)  Desargues  I.  147. 

4)  Desargues,  der  diesen  Satz  den  Ptolemaus  »schreibt,  da  er  ihn  jeden* 
falls  aas  dem  Almagest  kennt,  wendet  ihn,  den  Griechen  folgend,  beständig  in 
der  obigen  Form,  der  der  zusammengesetzten  Verhältnisse,  an. 


\KCj 


128  Chrzastczewtki:  De*argue*'   Vtrdientte  um  die 

BC       KC  ßc 
BCt  ~  Kc  '  ßCt 

1)  und  2)  verbunden,  ergeben: 

BC  .  BXC       ßc  .  ßjC  fKC\9 
l)  BCt  .  BXCX  ™  ßCt  .  ßxCt  '  \KcJ 

Schneidet  man  das  Dreieck  cctCx  bzhw.  durch  die  Transversalen 
Kbx  und  AT»,  so  erhält  man: 

V  /JC,  "  öct  '  KC\ 

und  hieraus: 

ßc  .  ßtc        bc  .  Z»jC 

ßCjTß^  "Ä^Tvi 

I.  und  II.  verknüpft,  liefern : 

-ßCi  .BxCt  =  \Kc  .  KöJ  '  bc%  .  bxct 

In  dieser  Gleichung  A.  erscheint  die  Buchstabengruppe  CCtBBx 
besonders  ausgezeichnet.  Durch  Auszeichnung  der  Gruppe  aaxAAx 
entsteht  bei  der  Beibehaltung  der  Hülfslinie  cCx  die  Gleichung: 

AC  ^AyC_  /KC .  Kcx  \«  ac  q,*, 
^C,  .  AtC\  =  V#<*  •  KC\)    '  acx  .  axct 

Indem  nun  nach  Voraussetzung: 

ac  .  o,c      bc  .  bxc 

aci  *  aici      bcx  .  bxcx 

ist,  ergibt  sich  aus  A.  und  B.  die  Beziehung: 

AC?X  .  vi,  C,      BCX  •  -0,0*1 

Damit  ist  aber  gemäss  Hauptgleichung  III.  auf  Seite  124  die  Be- 
hauptung bewiesen. 

Beachtungswert  scheint  uns  auch  noch  die  Bemerkung  Desargues'1) 


1)  Deaargues  I,  pag.  151. 
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Läuft  die  schneidende  Transversale  M  parallel  zu  einem  der 
projicirenden  Strahlen,  etwa  Äa,  so  schneidet  der  entsprechende  Strahl 
Aa,  die  Gerade  M  in  der  Souche,  der  auf  M  entstehenden  In- 
volution. 

Von  dieser  Behandlung  der  allgemeinen  Sechsstrahleninvolution 
geht  er  nun  auf  die  Theorie  der 

(g)  Vierstrahleninvolution  ')  über,  die  dadurch  entsteht, 
dass  man  eine  Yierpunktinvolution  (aat  —  xy) ,  also  eine  harmonische 
Punktlage,  von  einem  Centrum  Ä"aus  projicirt  Wir  nennen  dieselbe 
heutzutage  ein  harmonisches  Strahleubüschel.   (Fig.  4.) 

Von  diesem  Teile  der  Desargues' sehen  Untersuchungen  erwähnen 
wir  der  Kürze  halber  nur  die  einzelnen  Sätze,  obgleich  noch  man- 
ches Interessante  bei  der  Beweisführung  zur  Sprache  kommen  könnte. 

Heissen  in  Analogie  mit  dem  Früheren  die  Strahlen  aal  -  £ri 
entsprechende,  so  hat  man: 

Läuft  die  Transversale  M  parallel  zu  einem  Strahl  «„  so  halbirt 
in  der  Vierstrahleninvolutiou  der  entsprechende  a  die  von  den  beiden 
anderen  Strahlen  l  und  i\  auf  ihr  ausgeschnittene  Strecke.  Dieser 
Satz  gilt  auch  umgekehrt.  2) 

Auch  das  Rechtwinkelpaar  einer  Vierstrahleninvolution  findet  Er- 
wähnung in  dem  Satze:  (Fig.  5.) 

Stehen  zwei  entsprechende  Strahlen  aufeinander  senkrecht,  so 
halbirt  jeder  derselben  den  Winkel  zwischen  dem  anderen  Strahlen- 
paar.  Auch  wird  die  Umkehrung  angeführt. 

Zieht  man  in  einem  Dreieck  ABC  durch  die  Mitte  M  von  AB 
eine  beliebige  Gerade  MY,  welche  BC  in  Z,  AC  in  Y  trifft,  zieht 
man  ferner  CN\ZX\AB,  so  bilden  AC-XY  und  MN —  YZ  je 
eine  Yierpunktinvolution. 


Mit  diesen  verschiedenartigen  Sätzen  haben  wir  die  Mittel  ge- 
wonnen, um  im  folgenden  Paragraphen  die  eigenartige  Behandlung 
der  Kegelschnittstheorie  schildern  zu  können,  die  Desargues  ge- 
schaffen hat 

1)  Desargues  I.  pag.  152. 

2)  Man  beachte  die  kühnen  Schlussweisen  des  Desargues  im  Beweise  für 
die  Umkehrung.    Weil  die  Mitte  m  auf  a  conjugirt  ist  zu  dem  unendlich  fer- 

nen  Punkte  m,  auf  on  so  rauss  M\\ax  laufen. 

Arch.  d.  Math.  u.  Phys.  2  Reihe,  T.  XVI.  9 
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§  3. 

Kegel  ichuitttheorle. 

(a)  Definition  des  Kegels.  Der  Kegel  entsteht  durch 
Bewegung  einer  Geraden  Cr,  die,  stets  durch  einen  festen  Raumpunkt 
S  gehend,  längs  einer  gegebenen  Kreislinie  dahingleitet.  Liegt  S 
im  Unendlichen,  so  entsteht  der  Cylinder, l)  liegt  £  in  der  Ebene 
des  Kreises,  so  erhält  man  einen  Strahlenbüschel. 

(b)  Die  einzelnen  Kegelschnitte.  Eine  Ebene  En ,  die 
durch  die  Spitze  des  Kegels  geht,  trifft  denselben  entweder  in  einem 
Punkte  oder  in  2  Geraden,  die  in  eine  einzige  zusammenfal- 
len, wenn  E0  die  Fläche  berührt.  Jede  andere  Ebene  E  trifft 
den  Kegel  nach  einem  Kegelschnitt.   Und  zwar: 

Läuft  die  Kegelerzeugendo  G  während  ihrer  Bewegung  um  den 
Kreis  niemals  parallel  zu  £,  so  erhält  man  eine  im  Endlichen 
sich  schliessende  Schnittfigur2),  die  Ellipse; läuft. Cr  während 
der  Bewegung  um  den  Kreis  nur  einmal  parallel  zu  Ä,  so  ist  das 
Schnittergebniss  eine  im  Unendlichen  sich  schliessende 
Curve 8),  die  Parabel ;  läuft  G  während  der  Bewegung  um  den  Kreis 
zweimal  parallel  zu  Ey  so  erhält  man  als  Schnittfigur  eine  sich 
im  Unendlichen  in  zwei  congruente,  gegeneinandergekehrte 
Hälften  spaltende  Figur,  die  Hyperbel.4)  Der  Cylinder  wird 
im  allgemeinen  nach  einer  Ellipse  geschnitten. 

Diese  aus  einer  völlig  neuen  Auffassungsweise  entstandenen  Sätze 
charakteri8iren  die  drei  Kegelschnittsarten  nach  der  Anzahl  ihrer 
unendlichfernen  Punkte. 

Die  Kegelschnitte  werden  von  je  einer  Geraden  in  höchstens  zwei 
Punkten  geschnitten.  Fallen  dieselben  in  einen  zusammen,  so  be- 
rührt die  Gerade  den  Kegelschnitt. 

Nicht  viel  verschieden  von  der  oben  geschilderten  Entstehungs- 


1)  „Le  cylindre  et  lc  cone  sont  deux  sougenres  d'un  surgenre,  ici  nomrae 
seanleau  .  .  .  u  Desargucs  I.  pag,  159. 

2)  une  ligne  courbc,  laquclle  ä  distance  finie  rentre  et  repasse  en  soi- 
meme.    Desargucs  I.  pag.  161. 

3)  „une  ligne  courbe  laquclle  a  distance  infinic  rentre  et  repasse  en 
soUmime  —  u  Desargues  I.  pag.  162. 

4)  „une  ligne  courbe,  laquelle  a  distance  infinic  sc  mipnrtit  en  deux 
egales  et  scmblablcs  moitios  ..."  Desargucs  I.  pag.  162. 
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weise  der  Kegelschnitte  ist  diejenige,  von  welcher  Oldenburg  in 
einem  Briefe  an  Leibuiz  berichtet  ')  Nach  ihm  soll  sich  dieselbe 
in  den  bis  heute  noch  nicht  wieder  aufgefundenen  Le$ons  des  Tene- 
bres  von  Desargues  befinden.   Sie  lautet  kurz  zusammengefasst : 

Projicirt  man  vom  Mittelpunkte  einer  Kugel  aus  einen  kleinon 
Kreis  derselben  auf  eine  ihrer  Tangentialebenen,  so  erhält  man  ent- 
weder eine  Ellipse  oder  eine  Parabel  oder  endlich  eine  Hyperbel, 
jenachdem  der  zur  genannten  Ebene  parallele  Hauptkreis  der  Kugel 
den  kleinen  Kreis  nicht  trifft,  denselben  berührt  oder  endlich  in 
zwei  Punkten  schneidet. 

Nach  diesen  einleitenden  Definitionen  der  Kegelschnitte  wendet 
sich  Desargues  zur  Aufstellung  jenes  Hauptsatzes,  der  heute  noch 
seinen  Namen  trägt: 

(c)  Der  Satz  des  Desargues.  Derselbe  wird  folgender- 
massen  ausgesprochen:  Laufen  durch  vier  Punkte  einer  Ebene  drei 
Paare  von  Geraden,  sowie  auch  ein  beliebiger  Kegelschnitt,  so  schneidet 
irgend  eine  Transversale  diese  Figur  nach  vier  Punktepaaren  einer 
Involution. 

Der  Beweis  zerfallt  in  drei  Abteilungen  und  wird  im  wesent- 
lichen mit  Hülfe  des  Trausversalensatzes  von  Menelaos  geführt. 
(Fig.  7.) 

Das  Dreieck  pptf  wird  bzhw.  von  den  Transversalen  bc,  rf«,  Ul 
und  ec  geschnitten,  und  es  ergeben  sich  sofort  folgende  Gleichungen : 

cf  bp 
cpi  hf 

df  ep 
dp\'  ef 

gp_  „  cf  5, 
9Pi      <Vi  ef 

Durch  Multiplication  der  Gleichungen  1)  und  2) ,  sowie  3)  und 
4)  folgt  unmittelbar: 


1)  Leibnizens  Mathematische  Schriften,  ed.  J.  C.  Gerhardt.  B.  I.  Abt.  I 
pag.  40. 

9* 


1) 

2) 


hPi 
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*Pi*-  hPi      9Pi  •  9iQi 
d.  h.  doch  die  drei  Panktepaare  *Yj  —  gg^ppt  bilden  eine  Involution  >). 

Liegen  nun  die  vier,  ursprünglich  willkürlichen  Punkte:  bcde 
auf  einem  Kreise,  so  folgt  durch  wiederholte  Anwendung  des  Potenz- 
satzes : 

tp  .  itp       cf    df    bp  .  ep        bp   .  ep        lp  .  ltp 
ipt  .  itpx      bf .  ef  '  cpt  .  dpx       cpt  .  ppl       lpt  . 

und  daraus: 

ip1  .  itpi      lp!  .  Ijpi      gpt  .  gtpi 

Diese  Gleichungen  detiniren  die  drei  Involutionen 

(»,  -  Ux  —  PPi ),    {ggx  —  tfx — ppx )    und   («,  -  ggx  —pp) 

welche  aber  zusammenfallen  müssen ,  weil  sie  je  zwei  Punktepaare 
gemeinsam  haben. 

Um  nun  endlich  den  Satz  für  einen  beliebigen  Kegelschnitt 
nachzuweisen,  bedient  sich  Desargues  der  Methode  der  Pro- 
jection,  die  hier  zum  ersten  Male  auftritt  und  zeigt,  dass 
er  den  Charakter  der  Projectivität  seiner  Involution  (d.  h.  die  In- 
varianz) vollkommen  richtig  erkannt  hat.  Auch  hebt  er  die  Wich- 
tigkeit und  Verwendbarkeit  dieser  seiner  Methode  ausdrücklich  her- 
vor und  kommt  noch  an  anderer  Stelle  darauf  zu  sprechen.  *) 

Dieser  wichtige  Satz  bildet  nun  für  Desargues  das  Fundament 
zu  einer  vollständigen  Theorie  von 

(d)   Pol  und  Polare,  die  bisher  immer  de  La  Hire  zuge 
schrieben  wurde.  Pol  und  Polare  werden  durch  die  bekannte  har- 
monische Eigenschaft,  die,  wie  wir  schon  wissen,  Desargues  als  die 
Vierpunktinvolution  bezeichnet,  sowol  in  Bezug  auf  ein  Geradenpaar 
als  auch  in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt  definirt. 


1)  Dieter  specielle  Fall  des  Satzes  für  das  Vierseit  ist  bekanntlich  in 
seiner  Umkehrung  bereits  von  Pappns  im  130ten  Satze  des  8.  Buches  der 
Collectiones  math.  angegeben  worden.  Jedoch  tritt  statt  der  obigen  achtglie- 
drigen  Bedingungsgleichung  die  sechsgliedrige  anf. 

2)  Desargues  I.  pag.  176  ff.,  pag.  493. 
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Was  den  Beweis  dafür  anlangt,  dass  die  sämtlichen  harmoni- 
schen Punkte  zum  Pol  f  (bei  Desargues  but  de  l'ordonnance)  bezüg- 
lich der  Schnittpunkte  mit  den  eben  genannten  Figuren  auf  einer 
Geraden,  der  Polaren  des  Punktes  (traversale  d'une  ordonnance 
au  but  f)  liegen,  so  wird  derselbe  zunächst  für  das  Geradenpaar 
(AAt)  geliefert  und  hierauf  vermittelst  des  Desargues'schen  Satzes 
auf  einen  beliebigen  Kegelschnitt  (K)  ausgedehnt.   (Fig  8.) 

Um  die  Polare  des  Punktes  /  in  Bezug  auf  das  Geradenpaar 
(AAt)  zu  construiren,  zieht  Desargues  zwei  beliebige  Strahlen  feb 
und  fde,  welche  auf  A  und  Ax  bzhw.  die  Punkte  cd  und  be  liefern. 
Der  Schnittpunkt  m  der  Diagonalen  ce  und  bd  mit  n ,  dem  gemein- 
samen Punkt  von  A  und  Au  verbunden,  liefert  die  verlangte  Polare.  Die 
Verbindungslinie  fm  schneidet  A  und  Ax  in  den  Punkten  x  und  y. 

Wendet  man  in  Bezug  auf  das  Dreieck  nxy  den  Satz  von  Me- 
nelaos  an,  indem  man  bd  —  cc-de—bc  bzhw.  als  schneidende  Trans- 
versalen ansieht,  so  hat  man: 


1) 
2) 

3) 


mx  dx  bn 

rny  dn  '  by 

mx  cx  cn 

my  cn  '  cy 

fx  dx  cn 

fy  "  dn  '  cy 


fx  cx  bn 
fy*  cn'  by 


4) 

Daraus  folgt  uumittelbar: 

fx  ■) 


(~y  -  (£)*  d.  h.  ~  - f; 

\my/      xfy/  my  fy 


Liegen  aber  hiernach  mf  und  xy  harmonisch,  so  muss  auch  ein  be- 
liebiger Strahl  fk— »V,  vier  harmonische  Punkte  liefern. 

Geht  nun  durch  die  vier  Punkte  bzde  ein  ganz  beliebiger  Kegel- 
schnitt, so  ist  nach  Desargues  die  bereits  construirte  Linie  auch  die 
Polare  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt.  Denn  auf  dem  beliebigen 
Strahl  /7,  der  den  Kegelschnitt  in  /  und  /,  trifft,  liegt  die  Involution 
(üi  —  m  ~  lh)->  deren  Punktepaare  (»*|—  ggt)  von  f  und  k  harino- 


1)  Man  erkennt  sehr  leicht,  dass  dieser  bekannte  Sato  ein  specieller  Fall 
von  dem  unter  lit.  e.  dieses  Paragraphen  gegebenen  Satte  über  das  Vierseit  ist 
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nisch  getrennt  werden.  Die  beiden  letztgenannten  Punkte  sind  so- 
mit die  Doppelpunkto  obiger  Punktreihe,  so  dass  sie  auch  zum 
Punktepaar  Ux  harmonisch  liegen  müssen,  was  aber  zu  beweisen  war. 

Daran  schliesst  sich  sofort  eine  Reihe  von 

(e)  Sätzen  Uber  Pol  und  Polare,  von  denen  wir  die  wich- 
tigsten hervorheben  wollen: 

1)  Es  findet  sich  der  Hinweis,  dass  die  Linie  mf  (Figur  8) 
Polare  zu  n,  die  Linie  nf  Polaro  zu  m  sei.  *). 

2)  Diejenigen  Geraden,  welche  den  Pol  /  mit  den  Schnittpuukten 
*  und  /  der  Polaren  mit  dem  Kegelschnitt  verbinden,  berühren  den- 
selben. *) 

3)  Die  Pole  der  Geraden  eines  Büschels  liegen  auf  der  Polaren 
seines  Centrums  und  umgekehrt.  3) 

4)  Die  Polaren  der  Punkte  einer  Geraden  laufen  durch  den  Pol 
derselben. 4) 

Es  ist  kaum  nötig  darauf  hinzuweisen,  dass  die  beiden  letztge- 
nannten Sätze  das  Princip  der  reciproken  Polaren  enthalten. 

5)  Wie  ferner  Desargues  jedem  Punkte  in  der  Ebene  eines 
Kegelschnitts  eine  einzige  Polare  bezüglich  desselben  zuordnet8) 
und  auch  umgekehrt  jeder  Geraden  nur  einen  Pol,  so  weist  er  auch 

eder  Geraden  eine  ganz  bestimmte  Involution6)  zu, 
nämlich  die  der  Punkte  m  und  «,  also  die  Involution  der  conjugirten 
Pole.  Lässt  man  n  längs  der  Geraden  n«  variiren,  so  bekommt  man 
immer  andere  und  andere  Lageu  der  Punkte  (mn).  Und  zwar  gilt 
hierüber  folgendes: 

(a)  Jedem  Punkte  f  ausserhalb  eines  Kegelschnitts  gehört  eine 
Polare  zu,  die  den  Kegelschnitt  in  zwei  Punkten  trifft,  und  die  dieser 
gemäss  (5)  zugewiesene  Involution  ist  hyperbolisch7). 


1)  Desargues  I.  pag.  18d. 

2)  Desargues  I.  pag.  192. 
3}  Desargues  I.  pag.  191. 
4)  Desargues  1.  pag.  191. 
i)  Desargues  I.  pag.  192. 

6)  Desargues  I.  pag.  194,  195. 

7)  „l'arbre  est  d'espece  s>  souche  dc'gage'e."    Desargues  L  pag.  195. 
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(ß)  Jedem  Punkte  im  Innern  eines  Kegelschnitts  gehört  bezüg- 
lich desselben  eine  Polare  zu,  die  denselben  nicht  schneidet ,  und 
die  dieser  gemäss  (5)  zugewiesene  Involution  ist  elliptisch  ') 

y)  Der  Pol  einer  Taugente  des  Kegelschnitts  bezüglich  desselben 
liegt  im  Berührpunkt,  und  die  der  Tangente  gemäss  (5)  zugewiesene 
Involution  ist  parabolisch.  *) 

Desargues  hebt  also  die  parabolische  Involution  ausdrücklich  als 
eine  dritte  Anordnung  der  involutorischen  Punktlage  hervor. 

6)  (Siehe  Figur  9.)  Jeder  Strahl  •  •  • )  eines  Strah- 
lenbüschels /  trifft  einen  Kegelschnitt  in  Punkten  (ab,  a'b',  ah")  so, 
dass  ihre  Verbindungsstrahlen  mit  einem  festen  Punkte  p  auf  dem 
Kegelschnitt  eine  Strahleninvolution  (aß  —  a'ß'  —  a"ß"  .  .  .  ), bilden3) 
Und  die  Umkehrung: 

7)  (Fig.  9.)  Die  sich  entsprechenden  Strahlen  einer  Involution 
(aß  —  ct'ß'  —  a"ß"  .  .  .  ).  deren  Centrum  (p)  auf  einem  Kegelschnitt 
liegen,  schneiden  denselben  in  Punkten:  (ab  —  a'b'  —  a"b".  .  .  ), 
deren  Verbindungslinien  stets  durch  einen  festen  Punkt  laufen.  4J 

8)  Der  Mittelpunkt  eines  Kegelschnitts  wird  von  Desargues  als 
Pol  der  unendlich  fernen  Geraden  detinirt.  ö) 

(f)  Ausdehnung  der  Polarentheorie  auf  den  Raum. 
Desargues  begnügt  sich  aber  uicht  damit  eine  vollständige  Polaren- 
theorie der  Kegelschuittc  zu  entwerfen,  sondern  er  dehnt  die- 
selbe sogar  auf  den  Kaum  aus,  indem  er  die  Polarebeuo  (plan 


1)  „Parbre  est  d'espace  a  souchc  engflgec".    Desargues  I.  pag.  193. 

2)  „Cepcndant  on  remarquera  qu'entre  les  deux  espbees  de  conformation, 
d'arbre,  il  y  en  a  unc  troisieme,  en  la  quelle  chaque  couple  de  nous 
toujours  un  est  uni  i  la  souche,  ...  et  celto  espece  de  conformation  d'arbre 
est  mitoyenne  entre  autres  les  deux,  a  souche  engage'e  et  a  couebe  de'gagee". 
Desargues  I.  pag.  194.  195. 

3)  Dcsarguca  I.  pag.  194. 

4)  Die  Satze  6)  und  7)  führten  später,  wieder  neu  gefunden,  zur  Be- 
trachtung der  krummen  involutorischen  Punktreihen. 

5)  „Quand  en  un  plan,  aueun  des  points  d'une  droite  n'y  est  &  distance 
finie,  cette  droite  y  est  a  distance  infinie.  D'autant  qu'en  un  plan  le  point  norumc 
centre  d'une  coupe  de  ronleau,  n'est  qu'un  cas  d'entre  les  innombrables  buts 
d'ordonnance  de  droites,  il  ne  doit  etre  jamais  ici  pari«?  de  centre  de  coupe 
de  rouleau."  Wir  glaubten  auf  Grund  dieser  Stelle  (Desargues  I.  pag.  166, 
168)  den  Satz  (8)  in  der  angegebenen  Weise  formuliren  zu  dürfen.  Ver- 
gleiche auch  Des.  I.  pag.  1 68  ff. 
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traversal  des  droites  d'une  ordonnance)  in  Bezug  auf  eine  Kugel 
nach  Analogie  der  Verhältnisse  in  der  Ebene  definirt 1 )  Ja,  es  wird 
sogar  der  folgende  Satz  deutlich  ausgesprochen:  Bewegen  sich  ver- 
schiedene Geraden,  die  alle  je  eiuen  festen  Punkt  in  einer  gegebenen 
Ebene  besitzen,  um  eine  Kugel,  so  sind  die  Ebenen  der  dabei  durch- 
laufenen Berührungskreise  die  Polarebenen  zu  jenen  festen  Punkten; 
überdies  gehen  diese  alle  durch  den  Pol  der  ursprünglich  gegebenen 
Ebene. 

Dazu  fügt  Desargues  nachfolgende  merkwürdige  Stelle: 

„Eine  ähnliche  Eigenschaft  findet  sich  auch  in  Bezug  auf  andere 
Körper,  die  zur  Kugel  in  dem  nämlichen  Verhältniss 
stehen,  wie  die  Ovale  oder  Ellipsen  zum  Kreise,5  aber 
es  wäre  hierüber  zuviel  zu  sagen ,  wenn  man  nichts  dabei  übersehen 
wollte."  ») 

Darin  scheint  zum  mindesten  eine  Vorahnung  der  Collineations- 
verwandtschaft  zwischen  den  Flächen  zweiten  Grades  uud  der  Kugel 
angedeutet  zu  sein.3) 

(g)  Eine  wichtige  Anwendung,  die  Desargues  von  der 
Polarentheorie  macht,  und  auf  welche  wir  später  noch  zurückkom- 
men werden,  wollen  wir  hier  nicht  tibergehen.  Es  handelt  sich  dar- 
um, den  Mittelpunkt,  ein  paar  coujugirter  Durchmesser,  sowie  auch 
die  Tangenten  und  Asymptoten  eines  Kegelschnitts  zu  ermitteln, 
der  dadurch  entsteht,  dass  eine  gegebene  Kegelfläche  mit  kreisför- 
miger Basis  durch  eine  beliebige  Ebene  geschnitten  wird.  Desar- 
gues verfährt  folgendermassen :  Durch  die  Spitze  f  des  Kegels  legt 
er  eine  Hülfsebene  A0  parallel  zu  welche  die  Kreisebene  in  S0 
trifft,  während  K  dieselbe  in  S  schneiden  möge.  Der  Pol  von 
bezüglich  des  Kreises  seij>,  und  die  ihr  gemäss  Satz  5  auf  Seite  134 
zugehörige  Involution:  (»»«,  *»'«•;,  »»'V  u.  s.  w.)  (Fig.  10a).  Die 
Verbindungslinie  der  Kegelspitze  /  mit  dem  Pol  p  ist  Achse  eines 


1)  Desargues  I.  pag.  214. 

2)  Desargues  I.  124.  215. 

3)  Aehnlich  drückt  sich  Poncelct,  ebenfalls  anschliessend  an  die  Ebene 
in  seinem  Traite  des  propriotes  projectives  des  figurcs  t.  1.  pag.  125  aus,  in- 
dem er  sagt:  Uebrigens  lasst  sich  die  Theorie  der  reeiproken  Polaren  ohne 
Mühe  auf  Raumfiguren  ausdehnen  ,  indem  man  den  Kegelschnitt  durch  eine 
beliebige  Fläche  zweiten  Grades  erseut,  ich  trete  aber  nicht  in  den  Gegen- 
stand dieses  Capitels  ein,  das  uns  zu  lange  aufhalten  würde  u.  s.  w.  u.  s.  w. 
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Ebcnenbüschels, ')  die  auf  der  gegebenen  Ebene  E  den  Mittelpunkt 
des  entsprechenden  Kegelschnitts  ausscheidet;  Ebenenpaare  des 
Büschels,  welche  durch  zwei  conjugirte  Punkte  der  Involution  auf 
S0  gehen,  schneiden  in  E  ein  Paar  conjugirter  Durchmesser  aus 
deren  Endpunkte  in  der  einfachsten  Weise  bestimmt  werden  können. 
Auch  die  Tangenten  und  Asymptoten,  welch'  letztere  bei  dieser  Ge- 
legenheit wol  zum  ersten  Male  als  Durchmesser  und  Tangenten 
in  den  unendlich  weiten  Punkten  betrachtet  werden,  lassen 
sich  mit  Hülfe  der  construirten  Involution  ermitteln,  wenn  auch  die 
Construction  der  letzteren  Elemente  nicht  besonders  scharf  ange- 
geben ist. 

Um  in  der  gegebenen  Figur  10  a,  die  in  Orthogonalprojectionen 
den  Vorzug  illustriren  soll,  einen  Punkt  des  entstehenden  Kegel- 
schnitts zu  finden,  ziehen  wir  die  Gerade  mpy  legen  durch  diese  und 
die  Kegelspitze  f  eine  Ebene,  die  den  Kegel  in  dem  Dreieck  dp; 
trifft;  die  Schnittlinie  Mb  derselben  Ebene  mit  der  gegebenen  Ebeuo 
E  (Spuren  S  und  T)  muss  parallel  laufen  zu  mf,  welche  doch  in 
der  Hülfsebeue  Et  (Spuren  S0T9)  liegen  muss;  Mb  schneidet  das 
Dreieck  in  zwei  Punkten  des  gesuchteu  Kegelschnitts.  Dieselbe  Con- 
struction mit  dem  Puokte  «  ausgeführt,  liefert  zwei  neue  Punkte  ac. 
ac  und  bd  sind  zugleich  conjugirte  Durchmesser  des  sich  ergebenden 
Schnittgebildes,  p,  ist  sein  Mittelpunkt. 

Lösen  wir  nun  aus  der  Figur  10a  die  Figur  10b  heraus,  und 
denken  uns  den  ganzen  Vorgang  in  einer  Ebene  ausgeführt,  so  steht 
eine  Construction  vor  uns,  die  nach  der  bisherigen  Ansicht  von  De 
La  Uire  im  Jahre  1673  in  seinen  Planiconiques  zum  ersten  Male 
gegeben  wurde  und  die  Transformation  des  Kreises  in  einen  Kegel- 
schnitt leistet ;  dass  De  La  Hire  durch  obigen  Gedankengang  zu 
dieser  gelangt  ist,  dürfte  wol  ausser  allem  Zweifel  sein. 

Die  übrigen  noch  im  Brouillon  enthaltenen  Sätze  aus  der  Kegel- 
schnittstheorie beanspruchen  nicht  das  Interesse,  wie  die  angeführten, 
da  sie  teilweise  kaum  verständlich  gefasst  sind.  Dagegen  wollen  wir 
noch  den  bekannten 


1)  et  Ja  droite  mende  par  1c  sommet  du  rouleau  et  cc  bat  p  (F)  est 
l'essieu  de  l'ordonnance  de  plan  etc.    Des.  I.  pag.  19C. 

2)  Aus  dieser  Construction  lässt  sich  unmittelbar  der  Satz  ablesen,  dass 
die  conjugirten  Durchmesser  eines  Kegelschnitts  eine  Involution  bilden,  indem 
dieselben,  wie  aus  der  Figur  ersichtlich  ist,  eine  Punktinvolution  projiciren, 
oder  durch  einen  invtlutorischen  Kbenenbüschel  ausgeschnitten  werden. 
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(h)  Satz  über  persp  ecti  visch  licgoudo  Dreiecke  •) 
erwähnen,  welcher  sich  in  der  von  Bosse  herausgegebenen  Perspective 
des  Desargues  befindet.  Er  lautet:  Weon  die  Goraden  (siehe  Figur 
11)  HDa,  HEb,  cED,  Iga,  Ifb  ,  abc,  HIL,  Dgk%  EfK  sich  irgend 
wie  im  Räume  oder  iu  einer  und  derselben  Ebene  gegenseitig  durch- 
schneiden, so  müssen  auch  die  Punkte  cfg  auf  einer  Geraden  liegen. 
Desargues  gibt  zunächst  einen  Beweis  für  den  Raum,  wie  er  heute 
noch  allgemein  üblich  ist ;  für  die  Ebene  gelingt  derselbe  durch  drei- 
malige Auwendung  des  Satzes  von  Menelaos,  indem  die  Dreiecke 
DHK,  KEH  uud  DHE  mit  den  Transversalen  Iga,  hfl  und  abc  ge- 
schulten werden.    Man  hat  dann: 

aD  IH 
aH'  IK 

I  K  bll 
Uf  iE 

cD      aD  bli 
3)    cE  '    all'  bE 

Aus  (1)  und  (2)  folgt: 

gD  fK  aD  bll 
gK  '  fE  "  all  '  bE 

und  in  Verbindung  mit  (3)  ergibt  sich: 

cD_  gD  fH 
cE~~  gK  '  fE 

oder 

cD  fK  cE 
gD"  gK'  fE 

somit  liegen  nach  der  Umkehrung  des  Satzes  von  Menelaos  die  drei 
Punkte  c,  f,  g  in  einer  Geraden. 

Auch  findet  sich  der  Hinweis,  dass  in  solchen  Fällen,  wo  Sätze 
für  den  Raum  aufgestellt  werden,  dieselben  ohne  weiteres  eine  Deu- 
tung in  der  Ebene  zulassen. 2) 


1)  Desargues  I.  pag.  413. 

2)  ...  et  Ton  peut  discourir  de  leurs  proprieuJs  sur  Tune  comme  sur 
l'autre,  et  par  ce  moyen  se  posser  de  edle  du  relief  en  lui  substituant  celle 
d'un  seul  plan."    Desargues  I.  pag.  415. 


1) 


OK 
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§  4. 
RUckbliek. 

Blicken  wir  noch  einmal  auf  die  gcführto  Untersuchung  zurück, 
so  ergeben  sich  folgende  Hauptresultate:  Desargues  baut  bereits  die 
Geometrie  im  wesentlichen  auf  der  Betrachtung  der  Grundgebildc 
erster  Stufe  auf,  wie  es  nachmals,  unabhängig  von  ihm,  J.  Steiner 
getan  hat.  Wohl  fiudet  er  nicht  die  allgemeine  projectivischc  Be- 
ziehung dieser  Grundgebilde,  aber  ersetzt  dieselbe  durch  die  Involu- 
tion, die  er  in  ihrer  vollständigen  Allgemeinheit  erkennt  und  bis  in's 
Detail  behandelt.  Diese  führt  ihn  zu  einer  eingehenden  Behandlung 
der  Polarentbeorie,  ')  die  ihrerseits  auf  den  Satz  vom  Kegelschuitt, 
dem  ein  Vicrseit  eingeschrieben  ist,  gestützt  wird.  Ausserdem  ist 
Desargues  vollständig  vertraut  mit  dem  Begriff  der  Invarianz  geome- 
trischer Eigenschaften  bei  Projcctiou,  und  diese  allein  ermöglicht 
ihm  eine  Behandluog  der  Kegelschuittstheorie,  wie  sie  in  einer  sol- 
chen Allgemeinheit  nie  vor  ihm  gegeben  worden  war.  Dafür  spricht 
auch  eine  Stelle  in  den  Acta  Eruditorum  vom  Jahre  1685  pag.  400, 
welche  lautet:  „Desarguesius  primus  sectiones  conicas  uuivcrsali 
quadam  ratione  tractare,  ac  propositiones  multas  sie  enuntiare 
coepit,  ut  quaecunque  sectio  subintelligi  posset." 

§.  5. 

Desargues'  Stellung  iu  seiner  Zeit. 

Selten  wol  hat  ein  Gelehrter  so  widersprechende  Beurteilung 
von  Seiten  seiner  Zeitgenossen  erfahren  müssen,  wie  gerade  De- 
sargues. 

Von  den  Grossen  angestaunt  und  bewundert,  ward  er  zu  glei- 
cher Zeit  von  den  mittelmässigcn  Mathematikern,  welche  in  ihrer 
conservativen  Haltung  jeder  Neuerung  iu  der  Geometrie  feindlich 
gegenüberstanden,  mit  Hass  verfolgt,  mit  Beleidigungen  und  Schmähun- 
gen überschüttet,  die  bald  Desargues  jede  Lust  nahmen,  seine  eigen- 
artigen gedankenreichen  Arbeiten  fernerhin  zu  veröffentlichen.  So 


1)  Wir  glauben  im  Vorhergehenden  bestimmt  nachgewiesen  zu  haben, 
dass  Desargues  tatsächlich  der  Schöpfer  der  Polarentheoric  ist,  die  bisher  dem 
De  La  Hire  zugeschrieben  wurde.  Vergl.  z.  B.  Dr.  Lehmann;  De  La  Hirc 
und  seine  Sectiones  Conicae,  Abhandlung  zum  Jahresbericht  des  Kgl.  Gym- 
nasiums zu  Leipzig  Auf  das  Schuljahr  Ostern  1887  bis  Ostern  1888,  ebenso 
Ostern  1889  bis  1890;  Oantor  B.  III.  pag.  123. 
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erklärt  es  sich  auch,  dass  er  von  dem  Jahre  1644  au  keine  Schrift 
mehr  erscheinen  Hess. 

Schon  sein  erstes  Werk,  das  über  die  Perspective  handelte, 
hatte  alsbald  nach  seiner  Veröffentlichung  gewissen  Leuten  Veran- 
lassung gegeben,  gegen  die  von  Desargues  auf  diesem  Gebiete  ein- 
geführte Neuerung  der  Coordinatenmethode ')  zu  protestiren. 

So  wurden  mehrere  Schriften  verfasst,  die  zum  Teil  den  Namen 
ihres  Urhebers  trugen,  zum  Teil  anonym  herausgegeben  wurden. 
Ein  heftiger  Streit  entbrannte  und  wurde  mit  grosser  Leidenschaft 
auf  beiden  Seiteu  geführt. 

Als  Beispiel  hierfür  sei  erwähnt,  dass  Desargues  einem  gewissen 
Curabelle  die  ungeheure  Summe  von  100000  Livres  anbot,  falls  es 
ihm  (Desargues)  nicht  gelingen  sollte  nachzuweisen,  dass  der  Inhalt 
der  Curabelle'scheu  Streitschrift  zum  Teil  falsch,  zum  Teil  verleum- 
derisch sei. 

Schliesslich  wurden  dann  alle  gegen  Desargues  erschienenen 
Schmähschriften  in  einem  einzigen  Baude  vereinigt,  der  den  Titel 
trug:  „Abis  cbaritable  sur  les  diverses  oeuvres  et  feuilles  volantes  du 
sieur  Girard  Desargues  Lyounais  Paris  1642,  chez  Melchior  Taver- 
vier. "  *)  und  heute  zu  den  grossen  Seltenheiten  gehört. 

In  dieser  Sammlung  befindet  sich  auch  der  Brief  eines  gewissen 
Beaugrand,  Sekretär  des  Königs,  der  sich  in  seinem  ersten  Teil  mit 
dem  Brouillon  Desargues',  in  seinem  zweiten  Teile  aber  mit  Studien 
über  den  Schwerpunkt  beschäftigt,  indem  er  an  eine  Arbeit  des 
letzteren  über  Mechanik  anknüpft,  die  dem  Kegelschnittswerk  bei- 
gegeben war,  heute  aber  nicht  mehr  vorhanden  ist. 

Der  Eindruck,  den  man  nun  beim  Lesen  des  Bcaugrand'schen 
Briefes  gewinnt,  ist  der,  dass  es  diesem  Secretär  weniger  darum  zu 


1)  Bekanntlich  beruht  die  Desargaes'sche  Methode,  Gegenstände  per- 
spectivisch  abzubilden  einfach  darin,  dass  die  einzelnen  Ecken  derselben  punkt- 
weise vermittelst  ihrer  Coordinaten  dargestellt  werden. 

2)  Uns  lag  ein  Exemplar  der  Münchner  Hof-  und  Staatsbibliothek  mit 
der  Signatur:  20.  Aren.  libr.  4?'»  6  vor. 

3)  Als  Beweis  für  Beaugrands  Unfähigkeit  zur  Beurteilung  mathematischer 
Dinge,  führen  wir  nur  folgende  Tatsachen  an:  In  dem  oben  bezeichneten  Brief 
zeichnet  er  die  Einführung  der  Doppelpunkte  einer  Involution  für  völlig  über- 
flüssig da  dies  alle  jene  selbst  machen  können,  die  die  ersten  Element«  des 
Euklid  studirt  haben".  In  seiner  Geostatik  behauptet  der  Secretär,  dass  das 
Gewicht  einos  Körpers,  der  sich  dem  Erdmittelpunkte  nähert,  abnehmen  müsse. 
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tan  war  an  dem  Brouilloo  sachliche  Kritik  zu  üben,  wozu  er  auch 
keineswegs  die  Fähigkeit  besass, l)  als  vielmehr  durch  eine  spöttisch 
gehaltene  Bemängelung  der  von  Desargues  allerdings  zahlreich  ein- 
geführten Begriffe,  wie  Souche  oder  Involution,  das  Werk  verächt- 
lich zu  machen  und  als  das  Product  eines  nicht  mehr  vollständig 
zurechnungsfähigen  Mannes  hinzustellen.  Aehnlichen  Charakter  tragen 
alle  übrigen  gegen  Desargues  gerichteten  Schmähschriften  an  sich. 

Während  nun  die  wichtigsten  Originalarbeiten  des  grossen  Ge- 
lehrten verloren  gingen  und  erst  nach  langer  Zeit  teilweise  wieder 
aufgefunden  werden  konnten,  haben  sich  diese  Ergüsse  des  Hasses 
und  der  Eifersucht  bis  auf  den  heutigen  Tag  erhalten. 

Und  gerade  sie  haben,  wenn  sie  auch  zu  Desargues's  Lebzeiten 
seinem  Ruhm  manchen  Abbruch  taten,  dazu  beigetragen,  die  Nach- 
welt auf  den  Gelehrten  aufmerksam  zu  machen  und  manche  seiner 
Entdeckungen  zu  überliefern. 

Im  Gegensatze  zu  diesen  unerquicklichen  Anfeindungen,  die 
Desargues  über  sich  ergehen  lassen  musste,  steht  die  wichtige  Tat- 
sache, dass  die  Geistesheroen  jener  Zeit  ihm  ihre  Hochachtung  nach 
jeder  Richtung  hin  bekundeten. 

So  schreibt  z.  B.  Fermat  an  den  P.  Mersenne,  der  bekanntlich 
mit  allen  bedeutenden  französischen  Gelehrten  jener  Epoche  in  Be- 
ziehungen stand: 

„Ich  achte  den  Herrn  Desargues  sehr  und  zwar  deshalb,  weil 
er  der  selbständige  Erfinder  seiner  Kegelschnittstheorie  ist.  Sein 
Büchlein,  das,  wie  Sie  sagen,  als  Jargon  1)  gilt,  ist  mir  sehr  ver- 
ständlich und  geistreich  erschienen." 

Ein  nicht  minder  günstiges  Zeugniss  stellt  ihm  Carcavy  in  einem 
Briefe  vom  22.  Juni  1656,  der  an  Huygheus  gerichtet  ist,  aus  : a) 

„Es  ist  wahr,  dass  Desargues  einen  Styl  hat,  der  von  dem  der 
anderen  Geometer  etwas  abweicht.  Da  er  aber  die  Werke  derselben 
nur  wenig  gelesen  hat,  seine  Gedanken  ihm  allein  entsprungen  sind, 
und  er  die  Dinge  allgemeiner  fasst,  wie  die  anderen  Geometer,  so 
muss  man  ihn  entschuldigen  und  aus  dem  wenigen,  das  er  uns  ge- 
geben hat,  Nutzen  ziehen,  der  freilich  ein  grösserer  sein  würde, 
wenn  Desargues  seine  Gedanken  in  anderer  Reihenfolge  entwickelt 
hätte." 


1)  So  drückt  sich  ßeaugrand  in  seinem  Briefe  aus. 

2)  Ch.  Henry:  Interme'diance  de  Carcavy,  de  Fermat,  Pascal  et  Huyghens. 
Bull,  di  Bibliographia  et  di  storia,  B.  Boncompagni  tome  17.  S.  330. 
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Statt  noch  mehr  solcher  Stellen  anzuführen,  weisen  wir  daranf 
bin,  dass  Desargues  mit  dem  berühmten  Philosophen  und  Mathe- 
matiker Descartes  in  inniger  frenndschaftlicher  Beziehung  stand,  die 
hauptsächlich  in  der  wissenschaftlichen  Tüchtigkeit  des  ersteren  ihre 
Begründung  hatte.  Auch  versäumt  Descartes  keine  Gelegenheit  diese 
seine  Hochscbätzung  Desargues  gegenüber  auszusprechen.  *)  Das 
Bewusstsein  der  Wertschätzung  von  Seite  solcher  Männer,  die  wie 
z.  B.  Descartes  nur  äusserst  sparsam'  in  der  Erteilung  von  Lob- 
sprüchen waren,  musste  den  Gelehrten  entschädigen  für  die  vielen 
Angriffe  und  Beleidigungen  anderer. 

Wie  es  bei  neu  auftretenden  Gedanken  immer  geht,  so  waren 
es  eben  nur  wenige,  die  Desargues'  Ideenflug  zu  folgen  vermochten. 
Der  wesentlichste  Grund  hiefür  liegt  wol  in  seinen  Werken  selbst, 
denn  sie  unterscheiden  sich  sowol  im  Styl  als  auch  im  Inhalt  von 
allen  mathematischen  Schriften  jener  Zeit.' 

Obwol  seit  Vieta  eine  bedeutende  Besserung  der  algebraischen 
Bezeichnung»-  und  Rechnungsweise  eingetreten  war  bediente  sich 
dennoch  Desargues  beständig  derjenigen  der  Alten,  da  er  diese  allein 
kannte.  Auch  Decartcs  hat  ihm  diesen  Maugel  vorgehalten,  indem 
er  an  seinen  Freund  schreibt:2) 

„Um  Jhre  Beweise  einfacher  zu  gestalten,  wäre  es  nicht  übel 
angebracht  Termen  und  arithmetische  Rechnungsweisen  anzuwenden, 
sowie  ich  das  in  meiner  Geometrie  gemacht  habe.  Denn  es  gibt 
viel  mehr  Leute,  welche  wissen,  was  Multiplication  ist,  als  solche, 
die  verstehen,  was  ein  zusammengesetztes  Verhältnis»  bedeutet.4' 

Die  Klarheit,  namentlich  des  Kegelschnittswerkes,  wurde  aber 
auch  dadurch  wesentlich  beeinträchtigt,  dass  weder  eine  Einteilung 
nach  Capiteln  vorhanden,  noch  eine  logische  Aufeinanderfolge  in  den 
Entwicklungen  eingebalten  ist. 

Ausserdem  mussten  die  scheinbar  willkürlichen  Definitionen,  wie 
z.  B.  bei  der  Involution,  und  die  nicht  immer  genügend  begründete 
Notwendigkeit  der  Einführung  neuer  Gedanken  und  Betrachtungen 
einen  nicht  sehr  geschulten  Leser  abschrecken. 

Ferner  hatte  zwei  Jahre  vor  dem  Erscheinen  des  Brouillon 
Descartes  seine  Geometrie  herausgegeben,  die  die  Aufmerksamkeit  der 
damaligen  Mathematiker  sehr  bald  von  den  Methoden  ablenkte,  die 


1)  Vergleiche  z.  B.  Descartes'  Briefwechsel. 

2)  Lettre«  de  Descartes,  Edit  Cousin,  pag.  88.  tome  8.  Brief  vom  4.  Ja- 
nuar 1639.    Aehnlich  pag.  214.  tome  8. 
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durch  die  griechischen  Mathematiker  des  goldenen  Zeitalters  ange- 
bahnt und  seit  etwa  zwei  Jahrtausenden  verfolgt  worden  sind. 

Doch  ganz  ohne  fruchtbaren  Einfluss  blieben  Desargue's  neue 
Gedanken  keineswegs.  Vielmehr  befanden  sich  unter  seinen  Schülern 
Männer,  die  nach  ihren  Geisteseigenschaften  befähigt  waren,  die  so 
neuen  Anregungen  ihres  Meisters  aufzunehmen  und  weiter  auszu- 
bilden. Ein  solcher  war  Abraham  Bosse,  der  später  auf  der  Pariser 
Hochschule  die  Perspective  und  den  Steinschnitt  lehrte  und  1666 
lieber  seiner  Professur  entsagte,  als  dass  er  der  Methode  des  Desar- 
gues  abgeschworen  hätte,  wie  das  von  ihm  verlangt  wurde.  Auch 
De  La  Hire,  der  Vater  des  berühmtea  Gelehrten  gleichen  Namens, 
von  dem  wir  noch  weiter  unten  sprechen  werden,  befand  sich  im 
Schulerkreis  unseres  Mathematikers.  Der  bedeutendste  unter  allen 
aber  war  Blaise  Pascal  der  Jüugere.  Geboren  im  Jahre  16J3,  fand 
er  mit  16  Jahren  jenen  berühmten  Satz,  der  nach  ihm  den  Namen 
trägt. 

Es  unterliegt  keinem  Zweifel,  dass  dieser  Satz  den  Studien  bei 
Desargues  entsprungen  ist,  indem  Pascal  selbst  sagt, l)  „dass  er,  so- 
weit es  ihm  möglich  war,  versucht  habe,  Desargues  nachzuahmen." 

In  seinem  Essay  pour  les  coniques  finden  wir  die  Definition  des 
Strahlenbüschels  mit  derselben  Bezeichnung  wie  bei  Desargues  (ordre 
de  lignes,  ordonnance  de  lignes)  und  ausserdem  den  Satz  vom  Kegel- 
schnitt dem  ein  Vierseit  eingeschrieben  ist,  aufgeführt.  Ueber  die- 
selbe Schrift  äussert  sich  Dccartcs  wie  folgt:2) 

„Ich  habe  auch  den  Essay  des  jungen  Pascal  über  die  Kegel- 
schnitte bekommen,  und  bevor  ich  noch  die  Hälfte  desselben  durch- 
gelesen hatte,  erkannte  ich,  dass  Pascal  von  Desargues  gelernt  hat, 
was  er  mir  auch  sofort  einräumte'* 

Auch  hält  er  es  an  einer  anderen  Stelle  für  nicht  glaubwürdig, 
dass  ein  16  jähriger  Jüngling  einen  so  wichtigen  Satz,  wie  der  Sechs- 
ecksatz ist,  habe  finden  können. 

In  der  Tat  ist  es  leicht  möglich,  aus  zwei  Sätzen  des  Desargues 
den  von  Pascal  abzuleiten.  Wir  teilen  diesen  Beweis  mit,  da  viel- 
leicht Pascal  einen  ähnlichen  Weg  eingeschlagen  hat.  (Siehe  Fig.  12.) 

Das  Vierseit  1264  mit  den  Diagonalen  24  und  IG  werde  von 
der  Transversale  G  in  den  Punkten  «at  —  hht  geschnitten.  Eben- 


1)  Essay  pour  les  Coniques  pag.  184.  tome  III. 

2)  Leures  de  Dcscarlcs  pag.  201.  tome  8,  Brief  vom  II.  Juni  1040. 
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dieselbe  trifft  einen  beliebigen  (Kegelschnitt,  der  durch  1,  2,  4,  6 
gelegt  ist,  in  den  Punkten  ccv 

Nun  bilden  aber  die  Paare  aax  —  M,—  cc,  eine  Involution,  die 
wir  von  4  auf  den  Kegelschnitt  projiciren  wollen,  und  erhalten  da- 
durch die  Punktepaare  23  — 56— c«,  deren  Verbindungslinien  durch 
einen  einzigen  Punkt  0  auf  G  laufen  müssen.  (Yergl.  Satz  7  auf  Seite 
135.)  Betrachten  wir  in  der  Figur  das  Sechseck  12  34  5  6,  so  schnei- 
den sich  offenbar  seine  Gegenteiten  in  drei  Punkten  einer  Geraden 
6?,  womit  der  Pascal'sche  Satz  bewiesen  l)  ist. 

12  und  45  schneiden  sich  in  at 
23  und  56  schneiden  sich  in  0 
34  und  61  schneiden  sich  in  bx 

Auch  Fermat,  der  wie  wir  schon  sahen,  Desargues'  Bedeutung 
zu  würdigen  wusste,  scheint  sich  eingehend  mit  der  Involution  des 
selben  beschäftigt  zu  haben.  Denn  in  seinem  Nachlasse  befinden 
sich  zwei  specielle  Fälle  des  Satzes  vom  Kegelschnitt  mit  dem  ein- 
geschriebenen Vierseit.  Den  einen  hat  bereits  Herr  Cautor  in  seiner 
Geschichte  der  Mathematik  angeführt  *)  und  bemerkt,  dass  in  ihm  die 
jetzt  gebräuchliche  Definition  der  Involution  enthalten  sei,  wenn 
auch  jener  Kunstausdruck  nicht  genannt  und  gebraucht  sei.  *) 

Der  fragliche  Satz  lautet: 

Verbindet  man  einen  beliebigen  Punkt  b  eines  Kreises  mit  den 
Endpunkten  m  und  n  einer  Sehne,  so  erhält  man  auf  dem  zu  mn 
parallelen  Durchmesser  ppx  die  Punkte  qrt  und  durch  Annahme  des 
Punktes  e  zwei  weitere  qxr. 

Dann  besteht  folgende  Beziehung: 

pq .^Mi  _  VLi3\Pi   (Fig  13) 


1)  Bekanntlich  ist  dieses  Theorem  bereits  in  den:  Pappi  Alexandrini 
mathematicae  collcctiones  im  141  und  143  ten  Satz  des  8.  Bnches  für  den 
Fall  enthalten,  dass  der  Kegelschnitt  in  ein  Geradenpaar  zerfallt. 

2)  Cantors  Vorlesungen  II.  Band  p.  606  und  pag.  620.  Hieran  ist  zu 
bemerken,  dass  Desargues  gerade  jener  allgemeinen  Beziehung  (Gleichung  III 
auf  Seite  124  dieser  Arbeit)  den  Namen  Involution  beilegte,  während  er  mit 
der  Constanz  des  Rechtecks  den  Arbre  definirt. 

3)  Oeuvres  de  Fermat.    Henry-Tanery  B.  I.  pag.  79. 
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Als  Porisma  wird  der  Satz,  der  allerdings  die  allgemeine  Iu- 
volutionsbedingung  darstellt,  beweislos  angegeben  und  noch  beige- 
fügt, dass  es  unschwer  sei,  denselben  auf  Ellipsen,  Hyperbeln  und 
Gegenschnitte  auszudehnen. 

Diesem  Porisma  geht  ein  anderes  voraus ,  das  ebenfalls  als  spe- 
cialer Fall  des  allgemeinen  Desargues'schen  Satzes  zu  betrachten  ist, 
was  bisher  noch  nicht  bemerkt  wurde.1) 

00 

In  einer  Parabel  sei  der  Durchmesser  00,  gezogen.  (S.  Fig.  14). 

i 

Verbindet  mau  2  Punkte  AI  und  AT  mit  zwei  festen  A  und  B, 
so  erhält  man  auf  dem  Durchmesser  Punktepaare  oa,  —  66,,  webbe 
der  folgenden  Relation  genügen: 

Oa  06, 

—  ^     oder    0«  .  Oa,  —  06  .  0«, 

Dies  bedeutet  aber,  dass  0  die  Souche  der  Involution  aat  —  66,  ist. 

CD 

Diese  entspricht  aber  dem  Punkte  0,.  Somit  hätte  man  die  Sechs- 
punktinvolution aa,  -  66,— 00,. 


Wenn  mau  erwägt,  dass  Fermat  Desargues'  Schrift  über  die 
Kegelschnitte  gekannt  hat  und  ihr  aueh  seinen  Beifall  nicht  versagte, 
so  ist  die  Vermutuug,  dass  er  durch  jenen  auf  die  obigen  Sätze  ge- 
kommen ist,  keiue  unberechtigte.  Unbeschadet  dessen  besteht  neben 
dieser  Annahme  auch  die  Möglichkeit,  dass  Fermat  bei  seinen  aus- 
gedehnten Studien  über  Apollonios,  hauptsächlich  aber  über  die 
Porismen  des  Euklid,  selbst  auf  diese  verhältnissmässig  wenig  be- 
deutenden Sätze  stiess. 

Da  sich  aber  die  beiden  Theoreme,  wie  schon  bemerkt,  erst  im 
Nachlasse  des  Fermat  vorgefunden  haben,  *)  so  muss  man  wenigstens 
zugeben,  dass  der  fragliche  Fundamentalsatz  von  Desargues  zuerst 
veröffentlicht  worden  ist.  So  nennt  auch  Pascal,3)  der  diesen  Satz 
anführt,  nur  Desargues  als  den  Entdecker  des  Satzes  vom  Kegel- 
schnitt mit  dem  eingeschriebenen  Vierseit. 


1)  Oeuvres  de  Fermat.    Ed.  Henry-Tanery  1891.    tome  I.  pag.  79. 

2)  Somit  erst  25  Jahre  nach  dem  Erscheinen  des  Broaillon!  Siehe  auch 
Chasles  Apercu  historkjue  §  25.  II.  Capitel. 

3)  Oeures  completes  de  Pascal:  Ed.  Librairie  de  L.  Hachette  et  Cie, 
Essay  pour  les  Coniqucs.    torae  III.  pag.  184. 
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§  6. 

Etnfluss  der  Arbeiten  Desargues'  auf  die  Entwicklung  der 
projeet Irische ii  Geometrie  in  spaterer  Zeit. 

Da  das  wichtigste  Werk  Desargues',  das  Uber  die  Kegelschnitte, 
vielleicht  infolge  der  geringen  Auflage  oder  schweren  Lesbarkeit  des- 
selben bald  gänzlich  verschwand,  so  wäre  der  Name  unseres  Ge- 
lehrten als  eines  hervorragenden  Geometers  wol  ganz  in  Vergessen- 
heit geraten,  wenn  nicht,  wie  schou  früher  bemerkt,  jene  Schmäh- 
schriften ihu  der  Nachwelt  überliefert  hätten.  Umsoraehr  ist  es  zu 
begrüssen,  dass  der  französische  Mathematiker  Philipp  De  La  Hire, 
der  von  1640  —  1718  lebte, »)  im  Jahre  1679  eine  eigenhändige  Ab- 
schrift des  „Brouillon  projeet"  von  Desargues,  fertigte,  die  dann 
Chasles  nach  weiteren  165  Jahreu,  im  Jahre  1845  wieder  auffand. 
Was  De  La  Hire  zu  diesem  eigentümlichen  Verfahren  veranlasste, 
dürfte  kaum  mehr  zu  ermitteln  sein,  dagegen  bat  die  Kenntniss  dieses 
Werkes  unzweifelhaft  Eiutiuss  auf  seine  so  berühmt  gewordenen, 
geometrischen  Arbeiten  ausgeübt,  wenn  er  auch  in  einem  seiner  Ab- 
schrift beigegebenen  Briefe  dies  nicht  zum  Ausdruck  bringt.  *)  Mit 
dieser  unserer  Anscbauuug  stehen  wir  keineswegs  allein,  sondern  es 
findet  sich  bereits  in  den  Acta  Eruditorum  vom  Jahre  1685  auf 
pag.  400  eine  Bemerkung,  welche  bei  Gelegenheit  der  Keceusion  des 
im  gleichen  Jahre  erschienenen  Werkes  von  De  La  Hire:  „Sectiones 
Conicae  in  nov  em  libros  distributae  (foL  Parisiis  1685,  apud  Steph. 
Michallet.)  gemacht  wird,  und  welche  lautet: 

Cum  nihil  de  bis  Pascalii,  Desarguesii  aut  pauca  sint  edita, 
eo  gratior  fuit  labor  doctissimi  geometrae  Ph.  de  La  Hire,  qui 
vestigiis  istorum  iusistens,  multaque  perpulchraque  de  suo  ad- 
jiciens,  jam  ante  12  anuos  libellum  titulo  Novae  methodi  sectiones 
couicas  et  cylindricas  explicandi  edidit  .  .  .  8) 

Ein  genauer  Vergleich  des  genannten  Werkes  mit  der  Desargucs- 
schen  Schrift  macht,  wie  wir  sehen  worden,  diese  Beeinflussung  un- 
zweifelhaft. 

Nun  hatte  aber  De  La  Hire  bereits  im  Jahre  1673,  also  3  Jahre 
bevor  er  nach  seiner  Angabe  Desargues'  Kegelschnittstheorie  zum 


))  Vergleiche  hierüber  Cantor  B.  III,  pag.  120  ff. 

2)  Desargues  I.  pag.  231,  232. 

3)  Diese  Stelle  findet  sich  in  Chasles'  Apercu  historique,  deutsche  Aus- 
gabe von  Sohnke  pag.  85. 


Digitized  by  Google 


Begründung  der  projectivixchen  Geometrie.  {47 


ersten  Male  las,  ein  Werk  mit  dem  Titel  „Nouvelle  Methode  en 
Geometrie  pour  les  sections  des  superficies  coniqaes  et  cyündriques" 
veröffentlicht.  In  derselben  gibt  er  eine  Methode  an,  um  einen  Kreis 
in  einen  Kegelschnitt  puuktweise  zu  transformiren. 

Fast  genau  dieselbe  Construction  fanden  wir  bei  der  Desargues, 
als  wir  die  von  ihm  gegebenen  Vorschriften  durch  eine  Zeichnung 
veranschaulichten.  •)  Der  einzige  Unterschied  besteht  darin ,  dass 
Desargues  die  Elemente  des  Kegelschnittes  aus  dem  Grundkreis  des 
Kegels,  also  räumlich  ableitet,  während  De  La  Hire  Kreis  und 
Kegelschnitt  in  einer  und  derselben  Ebeoc  sich  vorstellt.  *)  Aber 
auch  Desargues  hatte  schon,  wie  wir  Seite  138  sahen,  die  Bemer- 
kung gemacht,  dass  derartige  räumliche  Figuren  unmittelbar  in 
der  Ebene  gedeutet  werden  dürfen.  Dieser  Umstand  hindert  je- 
doch nicht,  De  La  Hire's  Worten  betreffs  der  erstmaligen  Leetüre 
dem  Desargues'schen  Kegelschnitte  Glauben  zu  schenken,  denn  er 
kann  die  Kenntniss  von  dieser  Methode  sehr  wol  durch  seinen  Vater 
bekommen  haben,  der  ein  Schüler  Desargues'  war. 

Bei  der  Abfassung  des  schon  citirten  Werkes  vom  Jahre  1685 
kannte  nun  aber  De  La  Hire,  wie  er  selbst  sagt,  den  Brouillon  project, 
und  hat  aus  diesem  unzweifelhaft  den  Gedanken  zur  Aufstellung 
seiner  Polarentheorie  und  zur  Ableitung  der  allgemeinen  Kegel- 
schnittseigenschaften aus  dem  Kreise  durch  Raumprojection  geschöpft.*) 

Die  Tragweite  der  Sechspunktinvolution  jedoch  erkannte  er  nicht, 
indem  er  dieselbe  als  unbequem  bezeichnet  und  nur  die  Vierpunkts- 
involution, die  er  im  Anschluss  an  Pappus  die  harmonische  Teilung 
nennt,  aufgreift.  Aber  schon  Desargues  hatte,  wie  wir  zeigten,  alle 
Eigenschaften  von  Pol  und  Polare  mit  Zuhilfenahme  derselbeu  Punkte - 
läge  abgeleitet.  Sein  Standpunkt  war  sicherlich  ein  allgemeinerer 
als  der  des  De  La  Hire,  indem  er  aus  seiner  Sechspunktinvolution 
den  nach  ihm  benannten  Satz  gewann,  der  die  Quelle  so  wichtiger 
Theoreme  wurde,  während  De  La  Hire  bei  seiner  engeren  Auffassung 
dieses  Instrument  vollständig  entbehren  musste. 


1)  Siehe  S.  137  dieser  Arbeit.}  Siehe  auch  Fig.  10b. 

2)  Vergleiche  hierüber  Cantor  B.  III.  pag.  120,  121 ,  wo  die  Methode 
genauer  auseinander  gesetzt  wird. 

3)  Oldenburg  spricht  in  einem  Briefe  an  Leibniz  mit  Achtung  von  einer 
Desargues'schen  Methode,  womit  jedenfalls  die  Projectionsmethode  genannt  ist. 
Dieselbe  soll  auch  dem  Pascal'schen  Werke  zugrunde  gelegen  haben,  welche 
den  Satz  vom  bexagrammum  mysticum  enthalten  hat 

10» 
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Dagegen  muss  dem  letzteren  das  Verdienst  zugesprochen  werden, 
daes  er  einerseits  aus  der  dunklen  Darstellung  Desargue's  die  Wich- 
tigkeit der  Polarentheorie  zu  erkennen  vermochte,  andererseits  die- 
selbe in  überaus  klarer  und  nicht  unselbständiger  Weise  entwickelte. 
Diese  vorzügliche  Darstellungsweise,  die  überhaupt  De  La  Hire's 
Schriften  auszeichnet ,  verschaffte  diesem  und  damit  indirect  auch 
Desargues'  Ideen  Einfluss  auf  die  weitere  Entwicklung  der  Geometrie. 

So  verbreitete  sich  die  Kcuutniss  der  Polareutheorie  in  England 
durch  das  Schriftchen  vou  Jacob  Milnes:  Sectionum  Couicarum  Ele- 
menta,  Oxford  1702,  das  aber  De  La  Ilire  als  den  Begründer  der- 
selben bezeichnet.  Athnlich  behandelt  Robert  Simson  im  12 ten  Satze 
des  5  tön  Buches  ferner  Treatise  on  Conic  Sections  1735  das  Des- 
argues'sche  Theorem ,  welches  durch  den  Essay  pour  les  Coniques 
des  Pascal  bekannt  geworden  war. ')  Geradezu  zum  Fundament 
oirier  Arbeit9)  über  die  Kegelschnitte  machte  dieses  Brianchon.  Auch 
reproducirte  Servois 8)  den  Satz  von  den  perspectivisch  liegenden 
Dreiecken,  den  auch  Brianchon,  Sturm,  Gergone  und  Poucelet,  welch' 
letzterer  durch  ihn  auf  die  Theorie  von  den  homologen  Figuren  ge- 
führt wurde,  anwendeten. 
.  -  .  "»"';»■ 

Das  Verdienst,  die  Aufmerksamkeit  der  Mathematiker  auf  Des- 
argues  wieder  gelenkt  zu  haben,  gebührt  hauptsächlich  Poncelet. 
Auf  Grund  des  Descart'schen  Briefwechsels  und  des  Briefes  von 
Beaugrand  sieht  er  sich  veranlasst  auf  die  Bedeutung  dieses  Ge- 
lehrten hinzuweisen,  den  er  treffend  deu  Monge  seines  Jahrhunderts 
nennt 4) 

Doch  war  eine  eingehende  Würdigung  der  Verdienste  Desargues 
erst  möglich,  nachdem  Chasles  im  Jahre  1845  die  De  La  Uiro'scke 
Abschrift  des  Brouillon  project  aufgefunden  hatte.  Chasles'  eigene 
Untersuchungen  über  die  Involution,  die  er  in  der  Note  XV  zu  seinem 
Apercu  historjque  zum  ersten  Mal  veröffentlichte,  sind  jedenfalls 
selbständig  durchgeführt,  indem  das  letztgenannte  Werk  bereits  1837, 
also  8  Jahre  vor  Auffindung  des  Brouillon  project  publicirt  worden 


1)  Pascal:  Essay  pour  les  Coniques  pag.  184,  tome  II. 

2)  Brianchon;  „Memoire  sar  les  lignes  da  deuxieme  Ordre.  Paris  1817. 
(Rachelier.) 

.  S)  Servois:  Solutions  peu  connucs  .  .  .  Metz  1805. 

4)  Siehe  die  Einleitung  zu  Poncelet*s :  Train?  des  propridtus  projectives 
des  figures. 
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ist.  Dagegen  kauntc  Chasles  schon  damals,  aus  dem  Briefe 
Beaugrands,  den  Satz  vom  Kegelschnitt  nnd  dem  eingeschriebenen 
Vierseit,  welcher  ihm  das  Mittel  an  die  Hand  gab ,  von  der  involu- 
torischen  Beziehung  zu  dem  allgemeinen  Princip  der  Projectivität 
überzugehen.  Chasles  zeigte  nämlich  als  der  Erste,  dass  obenge- 
nanntes Theorem  unmittelbar  den  Satz  ergibt,  dass  zwei  projectivi- 
sche  Strahlenbüschel  einen  Kegelschnitt  erzeugen. ') 


1)  Chasles:  Apercu  historique,  Deutsch  von  Sohncke  p»g.  349. 

2)  Zu  S.  133  Z.  3  v,  unt.  Desargucs  coustruirt  also  die  Polaro  eines 
Punktes  iubezug  auf  einen  Kegelschnitt  in  der  heute  noch  üblichen  Weise. 

3)  Zu  S.  142  Z.  12  v.  unt.  Dcscartcs  meint  offenbar  die  Anwendung 
des  Transversal  eusatzes  von  Mcnelaos  in  der  Form  mit  den  zusammgesetzten 
Verhältnissen. 
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III. 

Untersuchungen  und  Lehrsätze  über 
Begrenzungscurven. 

Von 

C.  W.  Meyer, 

Ingenieur  in  Lanchhamraer. 


§  1. 

Die  folgenden  Untersuchungen  erstrecken  sich  auf  die  Beziehungen 
und  Lehrsätze,  die  sich  ergeben,  wenn  man  auf  dem  'rechtwinkligen 
Coordinaten- System  vom  Anfangspunkt  2  Linien  abträgt,  m  auf  der 
Ordinaten-,  n  auf  der  Abscissenachse ;  und  zwischen  beiden  ein  be- 
stimmtes Verhältniss  derart  festsetzt,  dass  man  dasselbe  allgemein 
durch  die  Formel 

m'  +  n'  =  S' 

ausdrücken  kann,  worin  S  eine  gegebene  constante  Länge  ist.  *  ist 
ein  variabler  Exponent,  für  den  wir  successive  alle  erdenklichen 
Werte  einsetzen  können.  Verbindet  man  nun  die  Endpunkte  von  m 
und  n  durch  eine  Gerade,  so  entsteht  ein  rechtwinkliges  Dreieck, 
worin  die  letztere  Hypotenuse  ist. 

Dies  Dreieck  kann  dann  innerhalb  der  durch  die  Formel 

m'  +  n'  =  S' 

gegebenen  Grenzen  die  verschiedensten  Formen  annehmen.  Es  be- 
ginnt als  Linie  auf  der  Ordinaten-Achse,  wo  dann 

m  =  5,    n  =  0 
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durchläuft  eine  Symmetrieform  unter  45°,  wo  m  =  n  und  das  Dreieck 
gleichschenklig  ist,  und  endigt  als  Liuie  auf  der  X  Achse,  wo  n  =  S 
und  to  ■=»  0.  Denkt  man  sich  nun  alle  diese  Dreiecke  in  unendlich 
naher  Succession  aufgezeichnet,  so  werden  die  Hypotenusen  derselben 
eine  Continuität  von  Schnittpunkten  miteinander  bilden,  die  einer 
mathematisch  bestimmbaren  Curve  angehören,  die  bei  q  beginnt  und 
in  p  endigt.  Die  Curve  hat  demnach  die  Eigenschaft,  mit  jeder 
solchen  Hypotenuse  einen  Puukt  gemeinsam  zu  haben;  diese  ist 
also  Tangente  an  jene.  In  Folge  dessen  schliesst  die  Curve  den 
ge8ammtcn  Raum  ein,  welcher  von  der  Succession  jener  verschiedenen 
Dreiecke  ausgefüllt  wird  und  zwischen  den  Achsen  liegt.  Ich  nenne 
sie  deshalb  Begrenzungscurve. 

Es  leuchtet  ein,  dass  jedem  Grade  der  Gleichung 

m«  -|_  n*  —  S» 

auch  eiue  besondere  Begreuzuugscurve  entspricht.  Im  Folgenden 
sollen  mehrere  dieser  Curven  bestimmt  und  genauer  untersucht 
werden.    Dabei  wird  sich  ergeben,  dass  der  allgemeinen  Formel 

m*  -f  n'  =  S* 

(dio  wir  Katheten-Formel  oder  -Gleichung  neunen  wollen)  auch  eine 
eben  solche  allgemeine  Formel  der  Begrenzungscurve  (Coordinaten- 
Gleichung)  entspricht. 


Es  läge  nahe,  zuerst  den  Exponent  *  —  1  zu  nehmen  und  also 
die  Katheten-Gleichung 

m  -f  n  —  5 

zu  behandeln.  Allein  das  Weitere  wird  lehren,  dass  man  zweck- 
mässig mit  z  =  2  beginnt ,  wobei  wesentlich  der  Umstand  in's  Ge- 
wicht fällt,  dass  für  den  Fall 

„dann  auch  die  Hypotenusen  aller  successiven  Dreiecke  constant  —  £ 
sind",  während  dieso  in  allen  andern  Fällen  in  ihrer  Länge  variiren. 
Hieraus  erhellt,  dass  S,  zwischen  den  Achsen,  mit  seinen  Endpunkten 
auf  diesen  gleitend,  durch  alle  möglichen  Lagen  hindurch  geführt, 
immer  Tangente  an  die  Begrenzungscurve  bleibt.  Da  nun  bekannt 
lieh  bei  der  angegebenen  Bewegung  von  S  jeder  feste  Punkt  dar- 
auf eine  Ellipse  (d.  h  im  ersten  Quadranten  ein  Viertel  derselben) 
beschreibt,  so  lässt  sich  schon  hieraus  schliessen,  dass 
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1)  die  BegreuziiDgscurve  auch  jede  solche  Ellipse  taugirt, 

2)  überhaupt  zwischen  beiden  Curven  mannichfache  Bezichuugen 
bestehen  werden. 

Vor  dem  Eintritt  in  die  Untersuchung  noch  2  Bemerkungen: 

Da  im  Laufe  derselben  viele  3te  Wurzeln  vorkommen,  so  habe 

ich  es  praktisch  befunden,  zur  Vereinfachung  der  Schreibweise  die 

dritte  Wurzel  immer  durch  einen  doppelten  Strich  über  dem  Wurzel- 

s 

zeichen  auszudrücken;  also  statt  V«  werde  ich  schreiben  Yx.  Fer- 
nerwerde ich  es  tunlichst  vermeiden,  mich  der  Differential-Rechnung 
zu  bedienen,  um  einerseits  zu  zeigen,  wie  selbst  complicirte  Pro- 
bleme, am  richtigen  Ende  angofasst,  auch  mit  den  gewöhnlichen 
Mitteln  der  Analysis  gelöst  werden  können;  andererseits  das  Nach- 
folgende auch  denen  verständlich  zu  machen ,  die  die  Differential- 
Rechnung  nicht  kennen.  Zur  Aufsuchung  der  Maxima  uud  Minima 
werde  ich  die  Methodo  der  Behandlung  arithmetischer  Proportionen 
(oder  sog.  Ungleichungen)  benutzen,  deren  Wesen  bis  auf  einen 
Punkt  mit  der  Behandlung  der  Gleichungen  völlig  übereinstimmt. 
Dieser  Punkt  ist  der,  dass  die  Vorzeichen  beider  Seiten  nicht  durch 
Division  bzhw.  Multiplication  oder  Radiciren  bzhw.  Potenziren  ge- 
ändert werden  dürfen,  sondern  nur  durch  beiderseitige  Addition  oder 
Subtraction.  Denn  es  ist  z.  B.  —  2  >  —  3 ;  wollte  ich  aber  qua- 
driren,  so  erhielt  ich  4  >  y.  Dagegen  kaun  ich  beiderseits  4  ad- 
diren  und  erhalte  2  >  1.  Diese  Manipulation  mit  den  arithmetischen 
Proportionen  enthält  zwar  eigentlich  schon  die  Grundelemeute  des 
Differentiirens,  ist  aber  ohne  weitere  Erklärung  Jedem  verständlich. 
Will  man  aber  quadriren,  so  muss  man  negative  Grössen  zuerst 
durch  Hinüberschaffen  auf  die  andre  Seite  positiv  machen,  oder  sich 
Gewissheit  verschaffen,  dass  auf  derselben  Seite  noch  ein  grösserer 
positiver  Ausdruck  steht,  der  einen  positiven  Wert  der  ganzen  Pro- 
portionsseite garantirt.  Unter  Beachtung  dieser  Regeln  jedoch  leistet 
das  Verfahren  nahezu  ebensoviel  wie  das  Differentiiren. 


§  3. 

Um  die  Begrenzungscurve  zu  finden,  beachte  man  in  erster  Linie 
den  Umstand,  dass  jeder  Punkt  derselben  in  welchem  sie  eine  Drei- 
eckshypotenuse  tangirt,  dadurch  charakterisirt ist,  dass  er  ein  äusser- 
st er  Punkt  dieser  Hypotenuse  ist.  Das  will  sagen:  Jeder  andre 
Punkt  der  betr.  Hypotenuse  liegt  ausserdem  noch  auf  einer  oder 
mehreren  anders  geneigten  Hypotenusen  S,  die  sich  hier  mit  Ersterer 
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kreuzen.  Dieser  Punkt  jedoch  liegt  auf  keiuer  andern  mehr, 
sondern  nur  auf  dieser  einen,  er  ist  ein  Grenzpunkt  für  den 
durch  die  Succession  der  Hypotenusen  gebildeten  Raum.  „Mithin 
ist  hier  für  ein  gewisses  festes  x  das  zugehörige  y  ein  Maximum". 

In  nebenstehender  Figur  ist,  ein  für  alle  Mal,  bei  allen  belie- 
bigen Exponenten  der  Katheteugleichung: 

y  .  n  -f-  x  .  m       m  .  n 

Ferner  ist 

mt  _|_  n*  _  $*f    mi  D  $i  _  M2 

also 

tj.n  +  z.  Vs*~^'n*  =  n  .  Ys*~—lfi  (1) 

(»  —  x)  VSi~—~n^ 
 «  

Soll  nun  0  ein  Punkt  der  Begrenzungscurve  sein,  so  muss  der 
letztere  Ausdruck  ein  Maximum  darstellen;  d  h.  wenn  in  der  durch 
denselben  repräsentirten  Fuuction  von  x  eine  Grösse  variirt  wird» 
so  muss  allemal  d-  h  der  ganze  Wert  des  Ausdrucks  kleiner 
werden.  In  demselben  ist  S  eine  coustaute  Grösse,  ebenso  hatten 
wir  x  als  unveränderlich  angenommen.  Bleibt  also  nur  n  als  variabel 
übrig,  das  wir  daher  als  »  +  »  einsetzen.  Dann  muss  folgende  arith- 
metische Proportion  entstehen: 

(n  —  x)  Y~S*  —  n*       (n  —  x  ±z)  Y'S'  —  n*  ^2zn-  zt 
n  n  +  z 

Wir  können  hier  z  als  so  kleinen  Wert  annehmen ,  dass  n  —  z 
immer  positiv  bleibt;  gleicherweise  bedingt  es  das  rechtwinklige  Drei- 
eck, dass  «  immer  <  S  und  Ys*  —  n*  immer  einen  reellen  Wert 
hat.    Demuach  kann  obige  Proportion  quadrirt  werden.    Dann  ist: 

(n  —  z)*(S'-n*)       [(n  -  x)2  ±  2*  (n  -  x)  +  «»]  \(S*  -  n»  +  2  zn  -  z*) 

Für  das  nun  folgende  Verfahren  eine  kurze  Erläuterung.  Es  wird 
sich  zeigen ,  dass  beim  Fortschaffen  der  Nenner  und  Auflösen  der 
Klaramern  sämtliche  Glieder  auf  beiden  Seiten ,  welche  kein  *  als 
Factor  erhalten,  sich  gegenseitig  aufheben.  Die  Uebrigbleibenden 
haben  alle  z  oder  höhere  Potenzen  davon  und  also  kann  durch  z 
dividirt  werden.  Nachher  setzen  wir  z  =  0  und  es  fallen  somit  alle 
Glieder  fort,  welche  im  Anfang  «2  oder  eine  noch  höhere  Potenz 
von  *  zum  Factor  haben. 


Digitized  by  Google 


151     Meyer:  Untersuchungen  und  Lehr  satte  über  Brgrenzungscurven. 

Wir  können  uns  mithin  die  ganze  Rechnung  sehr  vereinfachen, 
wenn  wir  dieses  Resultat  vorweg  nehmen  and  alle  Glieder  mit  »2 
uud  höher,  oder  diese  selbst  einfach  weglassen-  Dann  lautet  unsre 
obige  Gleichung: 

^T*?^..TJ!?  >  [(»  ~  *)*  ±  2z(n  - x)  j  ( ffl  -  n2  +  2 *n) 
n*  ^  n2±2a» 

(«s±2z«)(«-a-)*(S2  —  m2)  >  n*0—  x)2±2*(n  —  *)] (S2  —  »»+2™) 
±  2zn  (w  —  x)2  (S2  -  n2)  >  ±  2*r»2 («  -  x) (£*  -  n*\+  (  2*n2(«  —  x)2 

dividire  durch  2s(»i —  x)n 

±  (h  -  x)  (S2  -  «*)  >  ±  n(S2  -  n2)  +  u2(n  -  x) 

Wenn  nun  z  =  0  wird,  was  Voraussetzung  war,  so  verschwindet  die 
Ungleichheit  beider  Seiten  und  ebenso  die  doppelten  Vorzoicheu  — 
welche  man  behalten  will,  ist  gleichgültig,  weil  sie  sich  jetzt  beliebig 
auf  die  andere  Seite  bringen  lassen. 

Dann  ist  aber 

(»  ~  x)(S*  —  n*)  —  n(S*  -n2)—  n*(n  —  x) 

oder 

n2(n  —  x)  =  (-S2-  n*)x 
n»  —  xn*  —  S2*  — xn2 

oder 

na  —  S2x,    »  —  Vs** 
Führen  wir  diesen  Wert  in  die  obige  Gleichuug  (I)  ein,  so  ist: 

y  V52x  +x  V     -  V >x*  -  V-S2x  ^S*  -  V^x2 
Hier  lässt  sich  durch  VS*x  dividiren: 

v+  i~*  \[T&-ix*  =  V s*;       - Vx2 

y  -  V^-  Vx2  (Vs*-  Vx*)  -  (V^Vs*  -Vx2)' 

quadrire: 

ys  _  (Vs2  -  Vi*)3    oder    Vy*  =  Vj*  -  Vx^  und 

Vx*  +  Vy»  =  VS» 


Dies  die  endgültige  Gleichung  der  gesuchten  Begrenzungscurve, 
deren  Formel  von  einer  frappanten  Einfachheit  ist. 
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§  4. 

Wir  suchen  zunächst  den  corrclatiTCu  Wert  von  m  auf  der  Y- 
Achse.  Da 

*      V  ~S*  x 

so  ist 

m»  =  S*  -  Vs*  *«  -  Vs<  (Vs*-  VJß)  =  Vs*~y* 

und  somit 

m  =  Vs*  y 

Demnach  verhalten  sich  m  und  n  wie  Vy  und  Vy  oder  mit  andern 
Worten:  „Die  Katheten  auf  den  Achsen  verhalten  sich  wie  die  dritten 
Wurzeln  aus  den  Coordinaten  des  auf  der  Hypotenuse  liegenden 
Punktes  der  Begrenzungscurve."  Ist  diese  Hypotenuse,  wie  oben 
ausgeführt,  zugleich  Tangente  an  dieselbe,  so  hat  der  Tangenten winkel 
mit  der  X  Achse  die 


tg  «  - 


und  die  Tangentengleichung  mttsste  lauten: 


Um  dies  zu  beweisen,  suchen  wir  nunmehr  die  Gleichung  der  Tau- 
gente von  der  Secante  aus  auf.  In  die  allgemeine  Gleichung  eiuer 
Linie  durch  2  gegebene  Punkte  ist  ein  entsprechender  Wert  einzu- 
führen.  Dies  geschieht  wie  folgt: 

Vi  —  y«  f  . 
Der  Factor  — — y-n  lässt  sich  zerlegen  in 

*1  —  Xn 

(Vy\  -  Vy»)  (Vr,a  +  VyTy^H-  Vy-^ 

Ferner  ist 

V*?+  Yv?  =  V^T*+  Vy"* 


oder 
und 


y.,«-Vri?-  -(Vy^-Vy**) 
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( vv,  -  Yxv)  ( V*,  +  V*«>  -  -  ( -  Vyn)  )Vy\  4  V»«) 
Vy,  -  Y.v»  y*,  +  V^h 

y  *,  -  y«*     y  y,  +  y*>. 

Diesen  Wert  führen  wir  in  obige  Formel  ein,  die  dann  lautet: 

y  —  yt  ma,     =  — -  — —  (x    X1) 

(Yyt  +y9  UV***  4-  y*i 4-  y*»* 

Nunmehr  lasse  ich  beide  Punkte  der  Seeante  zusammenfallen,  so  dass 
Zj  =  x„  uud  y,  =  yM,  dann  ist 

•  m 

y-yi  (*  -*,)  =  -  \     (*  -  »j) 

Woraus  erhellt,  dass  die  Hypotenuse  S  in  der  Tat  Tangente 
an  die  Begreuzuogscurve  ist. 


Wenn  wir  uns  nun  des  Uinstandes  erinnern ,  dass  jeder  Punkt 
auf  der  Hypotenuse  S  bei  Verschiebung  derselben  zwischen  den 
Achsen  eine  Ellipse  beschreibt,  deren  halbe  Achseusumme  =  5  ist, 
so  wird  klar,  dass  der  obere  Abschnitt  auf  8,  der  durch  den  Punkt 
marquirt  wird,  der  halben  grossen  Achse  a,  der  untere  Abschnitt 
der  halben  kleinen  Achse  b  gleich  sein  muss.  Der  Punkt  0  ist 
mithin  der  Ellipse  und  Begrcnzungscurve  gemeinsam.  Die  Frage 
ist  nur  noch  die:  Welcher  Lage  von  S,  bzhw.  dadurch  des  Punktes 
0  entspricht  die  durch  a  uud  b  bestimmte  Ellipse?  Oder:  welches  ist 
die  Beziehung  zwischen  den  Coordinaten  in  0  und  den  Abschnitten 
a  und  b?  Diese  ergibt  sich  aus  nebenstehender  Figur: 

y»  -f  (n  —  a-)5  =-  42 

y«+y^7  =  *> 

y**  (y**  4-  v~**)  =  y   -  *■ 

b  =  iSy* 

ebenso 
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c*_|_(m_j,)!  ™  fl*  -      +  V^(^  -  Vy2)2 


Demnach 

a  :  6  =  Vä«  :  Vi/2  =  n*  :  ™* 

Die  Abschnitte,  in  welche  der  Berührungspunkt  die  Tangente  S 
zerlegt,  verhalten  sieb,  wie  die  Quadrate  der  Katheten  auf  den 
Achsen.    Nun  ist  ferner: 


m  :  b  =  Y~S*y  :  YSy*  -  V**  :  Vy 
*  :  y  -  Ysp  :  Vy3  =  V 5  :  Vy 
n  :  a  =  VS^  :  V  &e*  -       :  V* 
a  :  a  =  V&e*  :  Y'x*  —  'Vi?  :  V» 


also    m  :  &  «=  6  :  y 


also    n  :  a  =  a  :  x 


Die  Ellipsen- Achsen  sind  also  die  mittleren  Proportionalen  zwischen 
den  Tangenten-Abschnitten  auf  den  Achsen  und  den  betr.  Coordi- 
naten  des  Berührungspunktes  mit  der  Begrenzungscurve. 

Es  ist  nun  leicht  zu  beweisen,  dass  die  Tangente  an  die  Be- 
grenzungscurve zugleich  in  demselben  Berührungspunkte 
auch  Tangente  an  die  zugehörige  Ellipse  ist;  mithin  der  Berührungs- 
punkt allen  3  Linien  gemeinsam  ist.  Zu  dem  Behüte  bestimmen 
wir  x  und  y  nach  a  und  b.  Es  ist 

a  -  Ysz*,   also   *3  =  Sx* 


• -  a  rl  —  fa 

ebenso 


*  -  Vv,  *  =  * 


aus  welchen  Werten  sich  ferner  ergibt,  dass  die  Quadrate  der  Co- 
ordinaten  sich  verhalten,  wie  die  Kuben  der  Hypotenusen- Abschnitte. 
Auch  gestatten  diese  Formeln,  zu  jeder  Ellipse  den  ihr  zugehörigen 
Begrenzungspunkt  durch  geometrische  Construction  zu  finden,  indem 
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S  :  a  —  o*  :  x1 

Ist  nun  dieser  Punkt  mit  obigen  Coordinaten  zugleich  Ellipsenpunkt 
und  auf  derselben  Tangente  gelegen,  so  müssen  obige  Werte,  in  die 
Gleichung  der  Ellipsen-Tangente  eingesetzt,  dieser  eine  Form  geben, 
dass  deren  Winkeltangente  mit  der  XAchse 

V  ar, 

ist.   Die  Ellipsentangente  hat  die  Gleichung: 

^ViV  +  b*xJx  =  a7bs 
also  mit  obigen  Werten: 

dividire  durch  abY<*l: 


a_|_Ä-T-~  V   a  +  b 

Setzen  wir  die  Coordinaten  abwechselnd  —  null,  so  erhalten  wir  als 
Abschnitte  auf  den  Achsen 

y  =  V^f-T),     x  -  Y^+b) 
Die  Winkeltangente  ist: 


-n-yW,-V'i  • 


z.  b.  war. 


Daraus  folgt  der  Satz:  Jede  Ellipse  hat  eine  Tangente,  deren 
Länge  im  Quadranten  gleich  der  Summe  der  Halbachsen  ist.  Dieselbe 
wird  durch  den  Berührungspunkt  in  die  Halbachsen  zerlegt 


§5. 

Wir  fanden  bei  dieser  Gelegenheit 


m  —  Yb(a+b)    und    n  —  Va(a  +  a) 

mithin 

m%  :  n*  —  b  :  a 
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d.  h.  die  Quadrate  der  Katheten  verhalten  sich,  wie  die  Achsen  der 
betr.  Ellipse  oder  die  Abschnitte  der  Tangente. 

Nun  ist  aber  leicht  zu  zeigen,  dass  dasselbe  Verhältniss  besteht 
zwischen  den  Katheten  und  den  Abschnitten  der  Hypotenuse,  in 
welche  dieselbe  durch  eine  Senkrechte  vom  Scheitel  des  rechten 
Winkels  zerlegt  wird. 

q  sei  senkrecht  auf  5;  dann  ist 

m  :  n  —  q :  d,    q*  =  c  .  rf,    m*  :  n8  =  q*  ;  d* 

also 

to*  ;  n*  =  c  .  d  :  d*  =_c  :  d 

Da  oben  war 

m*  :  n*  «=  *  :  a.    also    h  :  a  =-  c  :  d    so  ist 
a-j-i  :  a  —  e-f  <Z :  </,    S:a  =  S:rf  oder 

a  =°      folglich  auch  c 

Hieraus  folgt  nun,  dass  die  Senkrechte  vom  Scheitel  die  Hy- 
potenuse in  dieselben  Abschnitte  a  und  b  zerlegt,  wie  der  Berührungs- 
punkt der  Tangente  an  die  Begrenzungscurve ,  nur  in  umgekehrter 
Folge.  Dies  gibt  ein  Mittel  an  die  Hand,  bei  jeder  Lage  von  S  den 
zugehörigen  Punkt  der  Begrenzungscurve  auf  ihr  zu  finden,  indem 
man  den  durch  die  Senkrechte  vom  Scheitel  entstandenen  oberen 
Abschnitt  am  unteren  Ende  abträgt.  Der  neue  Endpunkt  ist  der 
gesuchte  Punkt  der  Begrenzungscurve. 

Die  Tangente  an  die  Begrenzungscurve  und  an  die  zugehörige 
Ellipse  hat  noch  2  bemerkenswerte  Eigenschaften,  die  allem  An- 
scheine nach  bisher  unbekannt  sind: 

1)  Von  allen  möglichen  Tangenten  an  die  Ellipse  ist  diese, 
welche  gleich  der  Achsensumme  S  ist,  die  kürzeste  zwischen  den 
Schnittpunkten  mit  den  Achsen. 

2)  Von  allen  durch  einen  bestimmten  Punkt  0  gelegten  Hypo- 
tenusen ist  diejenige  die  kürzeste,  welche  der  Lage  des  Punktes 
als  Begrenzungscurvenpunkt  mit  der  Hypotenuse  als  Tangente  ent- 
spricht. 

Beweis  ad  I. 

Wir  leiten  zuerst  aus  der  Gleichung  der  Ellipsentangente  die 
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allgemeine  Form  des  Ausdrucks  für  die  Länge  zwischen  den  Achsen 
ab,  indem  wir  x  und  y  abwechselnd  0  setzen. 

b*  <i* 

Vi  xx 


Tangentenlänge 


Eliminiren  wir  yx  durch  den  aus  der  Ellipsengleichung  gewonnenen 
Ausdruck 

yj*  =  a2(a2  — a-,2)    so  kommt: 

Lange  Z,  -  J/  -„  +  ^r^;^  ~  aJfj2—^EE*? 

Dies  muss  also  ein  Minimum  sein  und  der  sich  ergebende  Wert 
muss  x,  als  eine  Function  von  a  und  b  enthalten,  die  dem  oben  für 
den  Fall  der  Begrenzungscurve  abgeleiteten  Werte  gleich  ist.  Factor 
o  kann  als  constant  weggelassen  werden,  da  er  auf  die  Verschieden- 
heit der  beiden  Seiten  ohne  Eiofluss  ist  Ebenso  kann,  da  a2 — x,2 
immer  positiv  bleibt  und  der  Radicand  desgleichen,  das  Wurzel- 
zeichen fortbleiben.   Dann  variiren  wir  x,2  als  x^  +  t.   Es  entsteht 

x*  +  i*  — <      +  *  +  a2^2  » 
schaffe  die  Nenner  fort: 

a*  (a»  -  x,  2)  ( *,»  ±  *)  (a2  -  *, 2  T  *)  +  <>*  *i  *  («i 2  ±  »)  («"  -  *i 2  T  «)< 
a**,«  (a2  —  x^)  (a2-  x, 2  +  z)  +  b*Xj*  (a2  -  x,2)  (x,2  ±  s) 

es  bleibt: 

±a»*(«2-*i2)*<± 

dividire  durch  «  und  setze  es  dann  =  0 

a*  (a»  -  x,2)«  -  (Ä2  */) ,    a  (a9  -  Xj»)  -  =  .t,«  (a  ±  b) 

x,  —  a  j/^^j   w.  z.  b.  w. 

Der  Fall  a  y~^_b  ist  unmöglich,  weil  dann  entweder  b  >a 
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and  der  Wert  imaginär  oder  a  >  b  und  dann  xi  >  a  wäre ,  was  in 
der  Ellipse  nicht  vorkommen  kann. 

Beweis  ad  II. 


Hierfür  suchen  wir  den  allgemeinen  Ausdruck  für  alle  durch 
möglichen  Hypotenusen  und  dann  davon  das  Maximum.   Es  ist: 

H*  =  mi  +  nt 

ferner 

y,  :  m  «=  n  —  xt  :  n 

also 

m  =  - 
n— a;, 

demnach 

y*n* 

H2  —  t~   ^-f"2  —  Minimum 

Variire  n  als  «±as,  so  muss  sein: 

(n-^i*)3»  +2'n  >  (»-*,)* 

yi 2  («*  ±  2«n)  (n  —  ar,  )*  ±  2  «n  (n  —  *j)4  >  yA«  n8  («  —  xt±  z)* 
n*  ±  2 *n  yx  8 (n  -  x4)8  ±  2*n  (n  -  xx )«  >  y, 8  ±  2*(n  -  <r, )  «*  y, 8 

dividire  durch  2z»(»-a-,) 

-*i)±(«--*i/s>±«yi* 
oder  da  3  =-  0  und  die  Ungleichheit  wegfällt: 

Nun  ergibt  sich  aus  Fig.  4.: 

tg«  

(für  alle  möglichen  #)  demnach  für  das  kürzeste  # 

tgo  — _  _  iAi 

welches  wir  oben  als  Tangente  des  Winkels  einer  Tangente  an  die 
gefundene  Begrenzungscurve  ermittelt  hatten.  Folglich  ist  eine  solche 
die  kürzeste  Hypotenuse  durch  ihren  Berührungspunkt.  Dass  diese 
Eigenschaft  für  die  Praxis  häufig  von  Bedeutung  sein  kann,  ist  ohne 
Weiteres  einleuchtend. 

Arch.  i.  M*th.  u.  Pbys.   2.  Baihe,  T.  XVI.  1  > 
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§  6. 


Wenn  wir  in  der  Begrenzungscurve  x  ~  y  setzen,  so  erhalten  wir 


Da  der  betr.  Punkt  auf  einer  Linie  liegen  muss,  die  unter  5°  gegen 
die  Achsen  geneigt  vom  Anfangspunkt  ausgeht,  so  ist  der  Abstand 
vom  Anfangspunkt 


Und  da  die  Gleichung  eine  sog.  symmetrische  ist,  d.  h.  x  und  y 
treten  in  genau  derselben  Function  auf,  so  muss  auch  die  Curve 
eine  solche  sein,  die  durch  die  benannte  45°  Linie  in  2  symmetri- 
sche Hälften  geteilt  wird.  Jeder  Punkt  hat  daher  auf  der  andern 
Seite  dieser  Symmetrie-Achse  einen  ihm  homogenen  Punkt,  mit  den- 
selben, nur  vertauschten  Coordiuateu.  bie  Curve  lässt  sich  auch 
auf  die  Symmetrie- Achse  beziehen  und  lautet  dann  die  Gleichung: 


Aus  beiden  Gleichungsformen  geht  hervor,  dass  die  Vorzeichen  von 
x  'und  y  ganz  ohne  Einfluss  sind  (ist  eine  Coordinate  positiv,  die 
andre  negativ,  so  verwandelt  sich  nur  x-\-y  in  x  —  y  und  umgekehrt.) 
Mithin  geht  die  Curve  durch  alle  4  Quadranten. 

Die  Gleichung  der  Normale  ist: 


x  =  \'l  = 


2 


Setzen  wir  y  =*  0,  so  ist 


also 


Subtangente  =  n—x1  Va^y,* 


demuacli 
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Sn  :£tg  =  \/y^  :  Vx\yS  —  VyA*  :  V*!*  -  Ä  :  a 

Der  Radiusvector  (Rv)  ist  —  V^-fp.  Drücken  wir  x  und  y 
durch  a  uud  &  aus,  so  ist 

  a-\-b  '  a-\-b       a-\-b  — !  

Ist  x  —  y,  so  ist  o  —  ä,  die  Ellipse  ein  Kreis,  dessen  Radius  —  «S/2. 
Dass  dies  der  kürzeste  Rv  ist,  kann  man  leicht  zeigen,  in  dem  man 

S  ,      S  _ 

a  =  ^  +  z    und    £  —  --  4-  2 

setzt.   Dann  ist 

<S*  .S'*  s*  »s* 

*•*  -  V  ±  &  +         4  ±  -  4  +*f  -  4  +  3** 

daher  Rv  >  5/2. 

Da  die  Entfernung  des  Ellipsenbrenupunktes  vom  Anfangspunkt 

=  y«*— Ä*  =  Vä*  V  Vr2  —  Vy* 


so  ist  ein  Fall  möglich,  wo  e  und  der  ifo  gleich  sind.    Alsdann  ist 

2Ä 
3 


5 

i  =  3  und 


# 

Die  Bedeutung  dieses  Falles  wird  weiter  unten  zur  Sprache  kommen. 

Man  kann  die  Begrenzungscurve  in  der  Weise  entstanden  denken, 
dass  der  Mittelpunkt  von  S  mit  dem  Radius  Sj'2  im  Anfangspunkt 
befestigt  und  darum  gedreht  wird,  während  die  Endpunkte  auf  den 
Achsen  vom  betr.  nach  dem  Anfangspunkte  gleiten.  Bestreut  man 
nun  die  Fläche  während  S  noch  an  einer  Achse  anliegt,  mit  einem 

n* 
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feinen  Pulver  oder  Sande,  so  schiebt  5  auf  seinem  Wege  diesen  genau 
so  weit  zurück,  dass  die  Gontur  des  Sandes  in  der  Begrenzscurve 
liegen  bleibt.  In  der  Praxis  beschreibt  z.  B.  der  eine  Arm  des 
Watt'schen  Parallelogramms  einen  Teil  dieser  Curve. 


§  7. 

Wir  fanden  in  §  5.,  dass  auch  die  Senkrechte  vom  Anfangspunkt 
auf  die  Hypotenuse  S  diese  in  2  Abschnitte  a  und  die  Achsen  der 
Ellipse  mit  dem  entsprechenden  Berührungspunkt,  zerlegt  Zu  sehr 
interessanten  Beziehungen  gelangt  man  nun,  wenn  man  alle  diese 
Treffpunkte  von  S  in  seinen  verschiedenen  Lagen  mit  den  bezl.  Senk- 
rechten zu  einer  continuirlichen  Curve  verbindet  und  deren  Gleichung 
aufsucht.  Da  das  Stück  b  am  oberen  Ende  gleich  demselben  unter- 
halb des  Berührungspunktes,  so  ist 

n  —  xt  —  X    und    m  —  y1  =  Y 

Mithin  sind  die  Coordinaten  des  neuen  Punktes 

*  -  Vss  -  *,  -  V7X(V&-  V*7)  =  V*ny7 
v  -  V&7i  -  y,  -  Vit "(Vä*-  Vy,2)  =  V*> Vi 

Daraus  ergibt  sich  sofort 

x^y  =  y^s  .  y1*  =  xJ  y± 

das  Rechteck  aus  den  Coordinaten  des  Punktes  der  neuen  Curve  ist 
also  gleich  dem  Rechteck  aus  den  Coordinaten  des  Berührungspunktes 
der  Begrenzungscurve  auf  derselben  Hypotenuse  &  Ferner  ergeben 
obige  Werte: 

*2  -  V*lW  ]  _  _ 

^   **  +  y2  -  tWMi*  +  W 

»*  -  VV  yts  1 

letztere  Klammer  ist  =  V/S* 

a^y,  —  «y  also 

+  y2  -  V&#+  oder 
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Gleichung  der  gesuchten  Curve.  Mit  Worten:  Der  Kubus  aus  dem 
Radiusvector  ist  gleich  dem  Parallelepiped  aus  der  Linie  <S  mit  den 
Coordinaten  des  betr.  Punktes. 

Die  hier  gefundene  Curve,  welche  ich  nach  ihrer  charakteristi- 
schen Form  einfach  Blattcurve  (eigentlich  ist  sie  eine  Schleife) 
nennen  will,  ist  an  sich  keine  neue.  Wol  aber  scheint  ihro  Bedeu- 
tung. Ursprung,  Zusammenhang  mit  Ellipse  und  Bcgrcnzungscurve, 
sowie  ihre  näheren  Eigenschaften  anher  unbekannt  zu  sein.  Man 
findet  sie  bereits  angeführt  in  anderer  Form  in  Lübsen's  Lehrbuch 
der  analytischen  Geometrie  (S.  138)  der  sie  seinerseits  einem  Werke 
von  Cramer  entlehnt  hat,  der  sie  wiederum  aus  Guido  Grandi  (Flo- 
renz 1728)  übernommen.  Wie  lange  ist  demnach  die  Curve  schon 
bekannt,  ohne  dass  man  ihren  Zusammenhang  mit  der  Ellipse  kannte ! 
Denu  wäre  das  der  Fall,  so  fände  sich  in  genanntem  Buche  doch 
wenigstens  eine  Andeutung  davou.  Allein  schon  die  Art,  wie  die 
Blattcurve  bei  Lübsen  mit  Hülfe  ihrer  Polargleichung  discontinuirlich 
construirt  wird,  —  die  in  gar  keinem  Zusammenhang  mit  obiger 
Herleitung  steht  —  beweist  klar,  dass  er  von  der  eigentlichen  Be- 
deutung der  Curve  keine  Ahnung  hatte.  Ich  fand  die  Curve  auf  dem 
bezeichneten  Wege,  ehe  ich  Lübsen's  Buch  in  die  Hände  bekam,  der 
sie  übrigens  blos  verwertet,  um  zu  zeigen,  welchen  Nutzen  oft  die 
Verwandlung  einer  Coordiuatcugleichung  in  eine  Polargleichung  für 
die  geometrisch-anschaulische  Construction  einer  Curve  haben  könne. 
Bei  ihm  erfährt  man  daher  über  die  weiteren  Eigenschaften  der 
Curve  nichts.  Offenbar  ist  doch  meiue  discontinuirliche  Construction 
durch  Senkrechte  vom  Scheitel  auf  die  Hypotenusen  S  viel  einfacher, 
als  die  seinige  mittelst  des  Sinus  des  doppelten  Winkels. 


Um  Irrtümer  zu  vermeiden,  sollen  von  jetzt  ab  die  Coordiuaten 
der  Blattcurve  immer  mit  y,  diejenigen  der  Begrenzungscurve  mit 
xy  bezeichnet  werden.  Aus  der  Figur,  wie  aus  obigen  Werten  er- 
gibt sich: 

x\=  Vx*y*  —   y  Yx*y  —  y,  .  y 

Vx*y*  —  *  Yx*y  —  xt  .  x 

Demnach  ist  die  Abscissc  die  mittlere  Proportionale  zwischen  ihrer 
Ordinate  und  der  Ordinate  des  zugehörigen  Punktes  der  Begren- 
zungscurve. Für  die  Ordinate  gilt  das  Entsprechende.  Ferner  gelten 
noch  folgende  Beziehungen: 
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m  —  y-\-y,    n  —  x  -\-  x,    x  :  x  =  b  :  x  =  y  :  y 
Aus  der  Gleichung  der  Begretizungscurvc  folgt 

+  Vy'lf  -  &  =    -hv*  +  *  V*v  Vy*) 

also 

—  3  .  Daxy  —  xy    und  V 'S**y  —  **  f 

und  letzteres  das  Quadrat  des  Radiusvectors  der  Blattcurve  (der  mit 
Rvb  bezeichnet  sei),  so  haben  wir  zwischen  den  Radiusvectoren  2  er 
zusammengehöriger  Punkte  beider  Curven  die  Beziehung: 

7?r8  =  S*  —  3Äoi* 

Setzen  wir  in  der  Blattcurvengleichung  x  —  y,  so  ist 

2**  -  V*SV   8*6  =  <S**4,   ^  - 

und  der  Abstand  des  betr.  Punktes  vom  Anfangspunkt  ist  =  -8/2. 

Da  dieser  Punkt  auf  der  Symmetrie-Achse  liegt,  so  folgt,  dass 
beide  Curven  diesen  Punkt  gern  ei  u  haben ,  sich  darin  tangiren,  der 
in  diesem  Falle  allen  4  Linien,  nämlich  auch  dem  Kreise  mit  dem 
Radius  S/2  und  der  Hypotenuse  S  angehört. 

Es  ist  natürlich  leicht,  zu  einem  gegebenen  Punkt  der  Blattcurve 
den  entsprechenden  der  Begrenzungscurve  zu  fiuden  bzhw.  zu  con- 
struiren.  Ebenso  haben  wir  gesehen,  dass  bei  gegebenem  m  und  n 
oder  gegebener  Ellipse  aus  a  und  b  sogleich  der  zugehörige  Punkt 
der  Begrenzungscurve  gefunden  werden  kanu.  Anders  aber  steht  es 
mit  der  Aufgabe,  aus  den  gegebenen  Coordinaten  eines  Punktes  der 
Begrenzungscurve  den  entsprechenden  der  Blattcurve  und  das  zuge- 
hörige S  zu  ermitteln.  Denn  alle  hier  in  Betracht  kommenden 
Grössen  sind  dritte  Wurzeln  einer  Function  von  x  und  y  bzhw.  S, 
die  sich  mit  den  bisherigen  Mittclu  der  Planimetrie  nicht  construiren 
lassen.  Weder  m  noch  n,  noch  die  Subnormale,  noch  auch  a  oder 
b  oder  die  Senkrechte  vom  Scheitel  auf  S  kann  ich  aus  ihren  ge- 
fundenen Formeln  geometrisch  darstellen,  her  Weg  zur  Lösung 
liegt  in  der  Weiterverfolgung  des  Umstandes,  dass  die  Radiivectoreu 
an  zusammengehörige  Punkte  beider  Curven  auf  S  gleiche  Abschnitte 
fi  und  ow  erzeugen.  In  Folge  dessen  sind  die  Dreiecke  fri  und 
ovw  congruent  und  fr  *=  ov.  Verbinde  ich  den  gegebenen  Punkt 
mit  dem  Anfangspunkt,  so  zeigt  die  Figur,  dass  der  gesuchte  Punkt 
der  Blattcurve  auf  der  Peripherie  eines  über  qo  errichteten  Halbkreises 
liegen  muss.    Des  Weiteren  wird  dessen  Lage  dadurch  bestimmt, 
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dass  die  Senkrechte  vou  diesem  Punkte  auf  die  y-Achse  und  die  Ver- 
bindungslinie desselben  mit  t>,  verlängert,  auf  der  y-Achse  ein  Stück 
—  yt  abschneiden  müssen.  Hierauf  gründet  sich  die  geometrisch- 
construetive  Auffindung  des  zu  o  gehörenden  Blattcurvenpunktcs. 
Man  schlägt  über  qo  einen  Halbkreis,  nimmt  dann  y,  auf  die  Ordi- 
naten-Achse  und  errichtet  im  unteren  Endpunkte  von  yx  eine  Senk- 
rechte parallel  zur  JT- Achse.  Mittelst  Anlegen  eines  gewöhnl.  hölzer- 
nen Wiukels  an  die  X- Achse,  auf  dessen  vertiealen  Schenkel  man  y, 
abträgt,  und  dessen  horizontaler  Schenkel  genügende  Länge  über  o 
hinaus  hat,  lässt  sich  dies  leicht  ausführen.  Man  befestigt  ferner  in 
o  ein  um  diesen  Punkt  drehbares  Line.il,  dessen  nach  unten  ge- 
richtete Kante  durch  o  läuft  und  am  oberen  Endpunkt  von  yx  auf 
der  Y-Achse  anliegt  Verschiebt  man  nun  das  hölzerne  Dreieck  der 
1*- Achse  entlang  aufwärts,  so  wird  der  horizontale  Schenkel  parallel 
zur  Ar-Achse  sich  bewegen,  und  gleichzeitig  wird  das  Lineal  um  o 
drehend,  eine  ständige  geradlinige  Verbindung  zwischen  o  und  dem 
oberen  Endpunkte  vou  yx  bilden.  Bald  kommt  dann  der  Moment, 
wo  der  horizontale  Schenkel  des  Dreiecks  und  die  um  o  drehende 
Gerade  einen  Schnittpunkt  mit  einander  bilden,  dieser  rückt  bei  wei- 
terer Fortbewegung  des  Winkels  in  einer  sogleich  zu  bestimmenden 
Curve  weiter  fort,  passirt  o  selbst  und  trifft  endlich  mit  der  Peri- 
pherie des  Halbkreises  zusammen,  wo  dann  der  gesuchte  Punkt  ge- 
funden ist.  Denn  bei  jeder  Lage  dieses  Schnittpunktes  muss  das  au 
der  Y- Achse  entstehende  Dreieck  die  Vertical-Kathete  y,  haben  und 
dem  an  der  .X-Achse  anliegenden  Dreieck  cougrueut  sein. 

So  zeigt  die  Figur  einen  solcheu  Zwischenpunkt  p\  offenbar  ist 
Juspo^dovh.   Der  Unterschied  zwischen  p  und  dem  gesuchten 

Punkte  besteht  nur  darin,  dass  in  i  die  Verbindungslinie  mit  q  auf 
der  Hypotenuse  senkrecht  steht,  (weil  i  auf  dem  Halbkreise  liegt) 
bei  allen  anderen  Schnittpunkten ,  wie  p,  jedoch  nicht.  Es  ist  nun 
zunächst  von  Interesse,  die  Natur  der  hier  von  den  erwähnten  Schnitt- 
punkten gebildeten  Curve  dopi  kennen  zu  lernen.  Nehmen  wir 
also  p  als  beliebigen  Punkt  derselben  an. 


Es  ist 


sp  =  vh  —  x 


ferner 


vh  :  y, 


vh  -f  ar,  :  y,  -}-  y    oder    x  :  *  -|-  ar,  —  yt  :  y,  -f  y 


x  -f-  xx  :  x 


ergibt 


und  somit 


*  •  y 


*i  •  y% 
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mit  Worten:  „Das  Product  aus  den  Coordinaten  jedes  Punktes  dieser 
„Curve  ist  constaot  =  x^y.'"  Demnach  ist  die  Curve  eine  Hyper- 
bel und  die  Achsen  sind  deren  rechtwinklige  Asymtoten.  Mithin 
haben  wir  durch  obiges  Verfahren  gefunden: 

1)  Eine  continuirliche  Construction  einer  Hyperbel  mit  recht- 
winkligen Asymptoten. 

2)  Eine  Methode,  die  kürzeste  Linie  zwischen  den  Achsen  durch 
einen  Punkt  xx  y,  zu  legen. 

3)  Den  Lehrsatz,  dass  in  einer  Hyperbel  mit  rechtwinkligen 
Asymptoten  jede  durch  dieselbe  gehende  beliebige  Linie  von  der 
Hyperbel  so  geschnitten  wird,  dass  die  ausserhalb  derselben  fallenden 
Stücke  gleich  sind. 

4)  Eine  Methode,  auf  construetivem  Wege  jedes  Prisma  in  eineu 
Kubus  gleichen  Inhalts  zu  verwandeln,  bzhw.  dessen  Seite  zu  er- 
halten. 

Das  letztere  Resultat  ist  offenbar  das  Wichtigste,  bedarf  aber 
noch  einer  Erläuterung.  Da  man  jedes  Rechteck  in  ein  Quadrat 
verwandeln  kann,  und  sonach  auch  für  jedes  Prisma  eines  mit  glei- 
chem Inhalt  und  quadratischer  Grundfläche  sich  herstellen  lässt,  so 
bandelt  es  sich  zuletzt  um  die  Möglichkeit,  eine  Linie  zu  finden,  die 
der  Formel  genügt: 

*s  —  a*b 

Da  wir  nun  für  die  Coordinaten  der  Blattcurvo  haben: 

x  =  Vxy8    und    y  =  V«2y 

so  braucht  man  die  beiden  Seiten  des  quadratischen  Prisma's  nur 
als  Coordinaten  eines  Punktes  der  Begrenzungscurve  aufzutragen  und 
erhält  dann  nach  dem  obigen  Verfahren  sogleich  das  gesuchte  x  als 
Abscisse  oder  Ordinate  des  gefundenen  Blattcurvenpunktes,  jenachdem 
man  die  Seite  des  Quadrats  als  Ordinate  oder  Abscisse  aufgetra- 
gen hat. 

Wir  werden  später  sehen,  dass  die  Gleichung  der  Blattcurve  in 
verschiedenen  Fällen  treffliche  Dienste  leistet ;  ebenso  aber  auch  das 
zuletzt  demonstrirte  Verfahren. 

§  9. 

Interessant  ist  es,  bei  dioser  Gelegenheit  den  Inhalt  des  Drei- 
ecks zu  untersuchen,  welches  von  den  Radienvectoren  zweier  zusam- 
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mengehöriger  Punkte  beider  Curvcn  eingeschlossen  wird.  Man  sieht 
sogleich,  dass  dieser  Inhalt  mit  null  anhebt,  wenu  S  auf  der  Achse 
liegt,  allmählich  grösser,  dann  wieder  kleiner  und  bei  der  Symmetrie- 
Lage  von  S,  wo  beide  Radiivectoren  wieder  zusammenfallen,  abermals 
null  wird.  Es  muss  also  ein  Maximum  dieses  Inhalts  geben.  Die 
auf  der  Hypotenuse  *S  liegende  Kathete  des  Dreiecks  ist 

=  V-SV  -  YSy*  ~  |/*S  (  Yz*-  Y>ß) 

die  andre  ist  —  V&ry,  somit  Inhalt 

_  Y'&£j,  (Yz*  -  Yy*)\ 
~~  2 

Ys* 

Da  hier  —5-  constaut  ist,  so  bleibt  dieser  Factor  auf  das  Rcsutiat  der 
Proportion  ohne  Einfluss  uud  kann  deshalb  wegfallen  Es  muss  dem- 
nach von  Y*y  (Yo^—Yy1)  das  Maximum  gesucht  werden.  Variiren 
wir  Vx  als  Vx  ±  z}  so  haben  wir : 

Vx1  ±2zYä  +  Y?T*Vx  -  Ys* 

und  somit  tritt  für  Vy*  ein:  Yy*  +  -2  V*.  Dann  lautet  die  Pro- 
portion : 

y'*y  (Vi*  -  y?)  >  (Vx  ± «)  \fYy*  T  &  y*  (Vi*  -Y7±**  V«) 

quadrire  jetzt 

y?  y*  (V>  -  y^)*  >  ( y**  ±  2*  yi>  <yi*  t  2*  V*> 
.  ty*»7"-  Yy1*)*  ±  yx  (yx*  -  y^ü 
±  &  Y*f{Vx*-  Yyif  +  2«<y**-  y^» 

dividire  durch  2a  (y**     y^)  yi 

und  erhalte 

0  >  ±  yy»  (y?—  y  i»>  t  y*iov  -  y**  ±  *  v**** 

setze  *  —  0,  dann  ist: 

(y -  Y?) "  -  ^  yxV   oder    yx*  -  Vj/1  =  2  yxy 
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y.s* 

nach  dem  unteren  Resultate  =  ^ 

y  * + 2  v*v + Vi*  -  » v*  v 

(V/2  +•  Y»*_  =  8  y*v  -  Ys* 

somit 

V*»  +  V^  -  YS*  |    (yar+Vy)»  -  Y&  (l  +  y2) 

«v*-S  i  -v*('jf) 

yx+y^y^^^1 


da 


SO  18t 


t--    /-  y«* 

Y^-Yy%  -  v2 

ys* 

V«;—  y?  =  — 


V2 

y« 

y  V2(^ä-|-cj) 


_ys  /V2+j+i\   Ys  v?(V2±n  =  yÄi/v?±I 
~  2y v2 1  y2+i  ' ~  2V2  \Ay2+i  „i^L 

7_  y *  r,/y2   i_„  l  =  v*  r^fc1] 

^  -   2   [V  -  ^V2(y2+l)j      2y2  \\f V2+1  J 


Ys  1/1/2-1 


y^  Y Vä+i  2^2 
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Der  Ro  an  den  zugehörigen  Punkt  der  Blattcurve  ist  unschwer  fest- 
zustellen 


2V2 


da 

*y  =  *i  #i    and  Vxs r+~y*'.aa  VSry 

so  ist 

S 

Das  Mittelstück  auf  der  Hypotenuse  ist 


nach  Obigem 
Daraus  folgt : 


Das  Maximum  für  den  Inhalt  des  Dreiecks  zwischen  zwei 

et 

zusammengehörigen  Radiivcctoren  beider  Curvcu  ist  «=       also  — 

dem  Quadrat  der  Blattcurve  Ra.  Der  Rv  der  Begreuzungscurve  ist 
in  diesem  Falle  — .  S  V$. 

Da  die  eine  Kathete  doppelt  so  gross  wie  die  auriere,  so  bat 
der  anliegende  Winkel  au  der  Hypotenuse  die  tg  =  ^  Die  Neigung 
der  Hypotenuse  S  gegen  die  X- Achse  ist 


Nimmt  man  diesen  Winkel  doppelt,  so  ist 


tg2«  =    2tga   =        2V2-2^      21/2-2  = 
1-tg»«      1-2  +  2  V2-1  ~  2^2-2 

d.  h.  also  2a  =  45°  und  die  Neigung  von  .v  beträgt  ±  von  einem 
Rechten. 

Die  Construction  des  Falles  ist  hiernach  äusserst  leicht. 

Die  Gleichung  der  Blattcurve  gibt,  nach  der  Cardani'schen  For- 
mel aufgelöst  für  VaT*  den  Ausdruck: 
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Nun  werden  wir  aber  sogleich  zeigen,  da9s  y2  höchstens  =-  ,  niemals 
IS2 

aber  grösser  als  ^  sein  kann,  mithin  ergäbe  die  Formel  nur  für 

diesen  Fall  einen  obendrein  noch  negativeu  reellen  Wert,  in  alleu 
übrigen  einen  imaginären.    Selbst  für  erstereu  Fall  wird  der  Wert 

für  x  imaginär,  weil  dann  Vx2  ucgativ  sein  müsste,  also 

ix  =  /. 

Es  würde  uns  souach  schwer  werden,  ohne  Zuhülfcnahme  der  höheren 
Mathematik  über  die  weiteren  Eigenschaften  der  Curve  es  zu  er- 
mitteln, wenu  nicht  ihre  Beziehung  zu  deu  Coordiuateu  der  Begreu- 
zungscurve  hierzu  ein  Mittel  au  die  Hand  gäbe.  Dadurch  aber  sind 
wir  in  der  Lage,  „die  Coordinateu  der  Erstereu  durch  die  der  Letz- 
teren zu  ersetzen*4,  damit  zu  operiren  und  nach  erlangtem  Resultat 
wieder  in  jene  überzuführen. 

§  10. 

Ein  Versuch  lehrt  sogleich,  dass  keine  Möglichkeit  besteht,  die 
Gleichung  der  Tangente  au  die  Biattcurve  auf  dem  gewöhnlichen 
Wege  der  Secauteugleichung  zu  finden,  daher  wir  hier  in  erster  Linie 
das  oben  erwähute  Verfahren  auweudeu  müssen.  Hierbei  fällt  sofort 
Eins  auf.  Bei  der  Form  der  Biattcurve  begiuneu  nämlich  die  Tan- 
genten, wenn  man  sie  successiv  um  die  Curve  herumführt,  im  An- 
fangspunkt und  auf  der  1-Achse,  vollführen  eine  Wendung  von  sJt 
Kreis  und  endigen  wieder  im  Anfangspunkt  jedoch  auf  der  X-Achse- 
Dabei  passiren  sie  2  Lagen,  wo  die  Tangente  einmal  mit  der  A'-, 
einmal  mit  der  Y-Acbse  parallel  läuft  und  die  hierzu  gehörigen 
Punkte  nenne  ich  Culjtimationspunkte  der  Curve,  deren  Einer 
im  Maximum  für  y,  der  andere  für  x  repräsentirt.  Diese  müssen 
für  die  Tangenten- Gleichung  von  Bedeutung  sein,  weil  offenbar  vom 
Anfangs*  bis  zum  y-Cultimationspunkte  der  Winkel,  welchen  die 
Tangente  mit  der  X-Achse  bildet,  eine  positive  Tangenten-Func- 
tion  hat,  diese  im  Y- Culminationspunkte  null  wird,  dann  in  eine 
negative  übergeht  und  im  Af-Culminationspunkt  +oo  wird;  sio 
schlägt  darauf  wieder  in  positiv  um  und  endigt  im  Anfangspunkt 
mit  O.  Dies  wird  die  Tangenten-Gleichung  ausweisen  müssen  und 
es  könnte  daher  überflüssig  scheinen,  die  Culminationspunkte  vorher 
aufzusuchen,   Demnach  wollen  wir,  da  die  Operation  sehr  einfach 
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ist,  dies  vorher  tun,  weil  wir  dann  bei  Auftreten  des  betr.  Ausdrucks 
in  der  Tangenten-Gleichung  dessen  Bedeutung  sofort  erkennen. 

Es  war 

und  da   

y**«ys*-yy* 

so  ist 

Hiervon  ist  aber  das  Maximum  zu  suchen 

V  &y  -  y>Vs*  (Vi  ±*)-vT 

3*  V7*.>  z'V'S*  3  Vy*  =  y*»  +Vy*  oder 

y**  -  2  vi« 

multiplicirt  mit 

VxV  —  2  y^V   oder  y2  2x» 

Für  den  F-Culminatienspunkt  ist  also  y  die  mittlere  Proportionale 
zwischen  x  und  2x.   Da  wir  aber  auch  in  §  8.  gefunden  hatten 

V\  =  xi  ■  * 

so  ist  offenbar 

afj  2x 

und  weil 

71  0  xi  +  35 

so  ist 

n  —  3x 

und  es  argibt  sich 

n 

1  -  8 

Ist  aber  die  Kathete  durch  die  Ordinate  in  7s  geteilt,  so  muss 
es  auch  die  Hypotenuse  durch  den  Combiantionspunkt  Bein;  m. 
r.  W. :  „der  Culminationspunkt  gehört  zu  einem  Punkte  der  Begren- 

2S  S 

zungscurve,  dessen  zugehörige  Ellipse  die  Achsen  hat   ^  und  ^ 

Da  beide  Punkte  symmetrisch  zur  45°  Linie  liegen  müssen,  so  liegt 
für  den  .K-Culmiationspunkt  das  Verhältniss  umgekehrt: 

2y*  -  x*. 

Bestimmen  wir  die  Coordinaten  genauer.   Es  war  für  Y-  Maximum 

aor^y^Ta?,  27*« -#.2*«,  **  =  s'2j2,  *-sj/|7 
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Radiusvector  =  Vte*  ~  3  V2 

Da  nun  der  betr.  Punkt  der  Begrenzungscurve  ebenfalls  im  Ab- 
stände S/3  vom  Endpunkte  der  Hypotenuse  liegt,  so  mnss  das  Stück 
zwischen  beiden  Punkten  wiederum  S,'3  sein  und  verhält  sich  mithin 
zum  Ro  der  Blattcurve  wie  1  :  V2  oder  wie  die  Seite  eines  Qua- 
drats zur  Diagonale. 


Der  Ko  der  Begrenzungscurve  ist  hiernach 

-V  9  +  -T--3  V3: 

Es  war  für  diesen  Fall 

y**  « 2  yy* 

also  auch 

Sy»*  -  ya*.    27  y8  - 


V3 


•?/      y27   V"  ~     3       *  "27    X"ÄK  27 


Also  ro: «  =  1  :  y2  und  Inhalt  des  Dreiecks 

~  3.2  ~3y2 

Hier  ist  auch  derselbe  Fall,  wo  die  Entfernung  des  Ellipsen- 
brennpunktes.vom  Anfangspunkt  gleich  ist  dem  Rv  an  den  Berührungs- 
punkt der  Begrenzungscurve.  Denn 

«-2ft,    also    e»  =  a«-ft«=r^»-  **  =  36*  -~  =~  und 

C  ~  V3 

In  diesem  Falle  bilden  beide  Radiivectoren  von  den  Brennpunkten  an 
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den  Berührungspunkt  0  einen  rechten  Winkel  miteinander.  Die 
unter  45°  gegen  beide  Achsen  laufende  Verbindungslinie  der  Culmi- 
nationspunkte  ist 

(^r^._(f«v2)y2^r.L_  =Z> 


§  11. 

Gehen  wir  nun  an  die  Aufsuchung  der  Tangentengleichung.  Der 
Weg  hierzu  ist  folgender:  Mau  zieht  einen  Radiusvector  und  stellt 
dessen  Gleichung  auf.  Dann  stellt  man  die  Gleichung  einer  zum  Ro 
parallelen  Secante  auf,  dass  dann  eine  zu  beiden  senkrechte  Linie 
und  ermittelt  dadurch  den  allgemeinen  Ausdruck  für  den  Abstand 
zwischen  Ro  und  Secante.  Dieser  Abstand  wird  ein  Maximum,  wenn 
die  Secante  zur  Tangente  wird.  Bei  Aufsuchung  dieses  Maximi  zeigt 
es  sich,  dass  es  damit  gleichbedeutend  ist,  wenn  man  für  den  Ab- 
schnitt welchen  die  Secante  auf  der  X- Achse  rechts  vom  Anfangs- 
punkte erzeugt,  das  Maximum  aufsucht,  weil  zwischen  A  und  p  ein 
festes  Verhältniss  besteht,  denn  A  ist  p  .  coso.  In  der  Figur 
ist 

V(*i  —  p)*-\-yi*)  '-Vx  —  P'A 

ferner 

<r,  -  ;»  :  y,  —  s  :  y 

Mithin  ist  die  Ermittlung  von  A  erst  durch  p  möglich  und  es  ist 
daher  nur  von  diesem  das  Maximum  aufzusuchen.   Es  ist 

p  =  -  y    Vl-    —  Maximum. 
V 

Der  Nenner  y  kann,  da  der  Ro  gegebene  constante  Co  Ordinate  n  hat, 
für  die  Ermittelung  wegfallen,  und  wir  verwandeln  nunmehr  die  Blatt- 
curvencoordinaten  in  solche  der  Begrenzungscure ,  da  sonst  nicht  y 
in  x  übergeführt  werden  kann.   Es  ist 

x%  y — xy\  1=3  V*i  yi  * .     —  V*y*  •  *i*yil 

Hier  kann  Factor  Vxy  als  constante  Grösse  wiederum  herausgezogen 
werden.   Es  bleibt: 

yiTrTyV4—  Vy  •        —  Maximum. 
Variiren  wir  jetzt  "\/xt  als  yx,  ±z,  dann  ist 
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Vxt*  V  2z  Vxt  +  vV  -  Ys* 

T  2z 

Wir  haben  also: 

V\%—  Vst*t  Vi  oder  Vz^J—  \/y-  Vx.Vi  > 

bringe  die  negativen  Glieder  auf  die  andere  Seite: 

]/\  (VV±2)  V^) V/'Vyi*  +  2*  v*i  >  Vit 

quadrire  jetzt 

}A*  (Vv±t^)  )yj?r^ y^> 

aufgelöst 

dividire  2«         «  0 
die  beiden  Seiten  werden  gleich 

]/\  9t(*v**-  y«?>  -     (y^71 2  y^> 

|/^yv(2yy7-yv)  -  y*?  ty*?-«  yö 

multiplicire  mit  Y*iüi* 
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j/|  VV'y.  (2  Y^W-  VVy,*)  -  Yh V,  (VyT"^* -2  V*,^?) 
führe  jetzt  die  Coordinaten  der  Blattcurve  wieder  ein.   Es  ist 

l/y  o  * 

V  x  ~°  y 

l  •  yi  (2»i*  -  j/i*)  -  *,     ~  W) 

y  ^yt  VxS-yS) 
x    "  arj  Xj*  —  2y^ 

da  nun  die  Winkeltangente  des  Ro  «  *  und  die  der  Secante,  weil 
sie  ihm  parallel  ist ,  auch  =  y  sein  muss,  so  ist  letzterer  Ausdruck 

X 

gleich  der  Winkeltangente  der  Tangente  im  Punkte  xt  yt  und  die 
Tangentengleichung  lautet: 

_  y\  2*i'--yi* ,  v 


Wir  finden  also  unsere  Erwartung  vollkommen  bestätigt',  dass 
die  charakteristischen  Merkmale  der  Culminationspuukte  in  der  Tan- 
gentengleichung  wiederkehren.  Der  Zähler  2xi2—y1*  ist  für  den  y 
Culminationspunkt  bestimmt,  denn  setzen  wir 

W  =  y,1 

(wie  in  §  10.  ermittelt),  so  wird  die  Winkeltangente  -  0,  d.  h.  die 
Tangente  ist  der  X  Achse  parallel.  Der  Nenner  hingegen  bestimmt 
den  -X  Culminationspunkt,  denn  sobald 

ist,  wird  die  Winkel tangente  —  oo ,  d.  h.  die  Tangente  steht  auf  der 
X  Achse  senkrecht. 

Setzt  man  in  obigem  Ausdruck  x1  «=-  yly  so  ist  dies  offenbar  der 
Fall  der  Tangente  im  Symmetriepunkt,  und  es  ist 

q 

05* 

tga-  —  2  =  -  1 

 X* 

d.  h  die  Tangente  steht  unter  45°  von  links  oben  nach  rechts  unten 
gegen  beide  Achsen  geneigt. 

Arch.  d.  Math.  n.  Phyu.   2.  Reihe,  T.  XVI.  1 2 
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Bemerkenswert  ist,  dass,  obwol  die  Blattcurve  mit  den  Achsen 
nur  den  Anfangspunkt  gemein  hat,  dennoch  die  Gleichung  zwei  Werte 
ergiebt,  jenachdem  man  xt  oder  y,  —  0  setzt.  Ist 

y,  -  o 

so  hat  man  Tangente  =  0.  Ist 

a»,  —  0 

so  ist  die  Tangente  =oo.  Daraus  folgt,  dass  es  im  Anfangspunkt  2 
Tangenten  giebt  und  zwar  sind  dies  die  Achsen  selbst. 

Sowol  in  der  Tangentengleichung  der  Begrenzungs-  wie  der  Blatt- 
curve kommt  der  Parameter  S  nicht  mehr  vor.  Dies  beweist ,  dass 
alle  derartigen  Curven  untereinander  proportional  sind  und  daher 
keinen  Punkt  gemein  haben  können,  nur  die  Blattcurven  haben  den 
Anfangspunkt  gemeiu. 

Wir  sind  allerdings  bei  uuserom  Aufsuchen  der  Tangentenglei- 
chung von  einer  rechts  vom  Ko  liegenden  Sccante  ausgegangen. 
Da  aber  die  resultireude  Gleichung  dennoch  allen  Lagen  der  Tan- 
gente Rechnung  trägt,  so  beweist  schon  dies,  dass  das  Ergebniss 
dasselbe  gewesen  wäre,  wenn  wir  die  Secante  links  vom  ho  ange- 
nommen hätten.  Wer  es  übrigens  versucht,  wird  meine  Behauptung 
bestätigt  finden. 


§  12. 

Wenn  wir  auf  Grund  der  gefundenen  Resultate  nunmehr  die 
Winkel  feststellen ,  welche  in  zwei  zusammengehörigen  Punkten  der 
Blatt-  und  der  Begrenzungscurve  zwischen  den  betr.  Radiivectoren 
und  den  Tangenten  an  die  betr.  in  diesen  Punkten  entstehen,  so 
ergiebt  sich  der  auffallende  Umstand,  dass  diese  Winkel  immer 
gleich  8i nd.  Ermitteln  wir  zuerst  diesen  Winkel  für  die  Begren- 
zungscurve.  Es  ist 

6  =  «  -f-  ß 

also 


"-+]/* 

xf  x 


Digitized  by  Google 


Meyer:  Untersuchungen  und  Lehrsätze  über  Begrenzung  scurven.  179 

x Vx  -  y  Vy      y-4  _  y^     -  y ^  _~y^ 

Ebenso  haben  wir  bei  der  Blattcurve 

tgÄl-tg(«1-/?1)=i+tgaJtgft 

y  y  2as* —  y* 


tgd,= 


y  2s»  -  y« 
z        a?x  —  2y* 


y*  /2x*  — 


«y^-f-y*)  *f 


x* — y4  xa — y1 

führen  wir  dies  in  die  Coordinaten  der  Begrenzungscurve  über,  so  ist 

s   a-y  _  Vary    _  V xy  ^ 

also  6  —  <5. 


wonach  die  Construction  einer  Tangente  an  die  Blattcurve  sehr  ein- 
fach ist. 

Wenn  wir  nun  2  symmetrisch  liegende  Radienvectoren  anneh- 
men, so  lässt  sich  der  zwischen  beiden  liegende  Winkel  leicht  be- 
stimmen, da  das  x  —  dem  y  des  andern  Curvenpunktes  und  umgekehrt 
Es  ist  somit 

g  y  #  «  *¥ 

1  «  y 

oder,  auf  den  kleineren  Winkel  bezogen 

s* — y8 
™"  2xy 

Dies  ist  aber  der  halbe  reciproke  Wert  der  Tangente  des  Winkels 
zwischen  Tangente  und  Rv.  Hieraus  resultirt  erstens  der  Satz: 

Das  Product  der  Tangenten  der  Winkel  zwischen  Ro  und 

12* 


Digitized  by  Google 


180     Meyer:  Untersuchungen  und  Lehrsätze  über  Begremunyscuroen. 


Tangente  an  die  Curve  und  zwischen  beiden  symmetrischen  Radii- 
vectoren  ist  constant  «=  \. 

Zweitens  könnte  man  auf  Grand  dieses  Umstandes  eine  Tangente 
an  einen  gegebenen  Punkt  der  Blattcurve  construiren.  Es  sei  st 
die  Tangente  im  Punkte  i  an  die  Curve  (Fig.  10).  Dann  finden  wir 
mittelst  des  Zirkels  sogleich  den  zu  ri  gehörigen  Ro.  rk.  Nun 
fällen  wir  von  k  eine  Senkrechte  auf  rf,  verlängern  über  l  hinaus, 
bis  diese  die  Tangente  schneidet  in  q. 

Dann  muss  nach  Obigem  sein 

f! .  — .  oder   li.tl  =  2ql.lk 

d.  h.  also,  wenn  man  ql  nochmals  verlängert  um  sich  selbst,  sodass 
og  —  ql,  dann  liegen  die  4  Punkte  o,  »,  r  auf  der  Peripherie 
eines  Kreises,  in  welchem  ei  und  ok  sich  schneidende  Sehnen  sind. 
Da  mir  nun  dieser  Kreis  durch  die  3  Punkte  r,  t,  k  gegeben  ist,  so 
hat  man  nur  die  Senkrechte  kl  zu  fällen,  durch  Verlängerung  den 
Punkt  o  zu  erhalten,  ol  zu  balbiren  und  hat  dann  in  qi  die  gesuchte 
Tangente. 

Die  im  vorigen  §  gefundene  Tangentengleichung  muss,  wie  auf 
der  Hand  liegt,  immer  zusammengehörigen  parallelen  Tangenten 
entsprechen,  mögen  auch  die  Berührungspunkte  wie  natürlich  ver- 
schiedene Coordinaten  haben.  Denn  zu  jedem  Punkte  links  der 
Symmetrie  Achse  gibt  es  notwendig  einen  rechts  derselben ,  dessen 
Tangente  zur  Tangente  im  Ersteren  parallel  ist.  Es  müsste  also 
sein 

y  2s*  -  y*      yx   2*,*— -ft* 

Eine  weitere  Behandlung  dieser  Gleichung  verlangt  indes  vorherige 
Verwandlung  in  die  Coordinaten  der  Begrenzungscurve  für  xy. 
Dann  ist: 

/lAW  (2V*y-^»V)'  (2a-i* r  vt *)*  i/^y^-z^ ?)* 

Vx*     (2  Vs*-3  v«y 
=  Vä*-V«« '  (vis»-  3^*)» 

4Vs»x»— 12Y  ä*s*-f-  9  V  sg  

"  S«-6  V  W  +  9  Vi^-^^.+ 6  V  W  -  9  V** 
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(4  ViV_i  2 Vyä^ + 9 Vx*)Xl 

=  (A*-7^**+15  -  9  V*^^*-^*)* 

9 V «(x.»  -2Äfl«)»+y1»(2*1«-y1«)«] 

Ich  setze  nun 

2yj2j3  =»  c   und   yx*(2x*-!,*y  -  rf 
dann  lautet  die  Gleichung: 

9^6(e+r0-3V/.^(4c+5d)+V;s^i4c-h7rf]  -  <W 
6      y  d(c+d)  +       *    9(<+rf)    *  9(c-H) 

L  ««+«*)  J  *  9*<c+<0Ä  +    5  °  9(0+47 

<b'»(4c+5d)3 
~  9(c+rf)  ~  9V+t0 

L  9(c+rf)  J      [  9(c+rf)  J 

3V  s*  r(4c±^^2  _  3(4g+7rf)(c+rf)1 
|9*(c+d*)  9Jf(c+d)»""J 

jj2</    _  S*(4c+S<l)S     2ffl(4c+5d)8  9ff(4c+7d)(+rf) 
=  V+rf) "     9«(e+rfj»       '  9»(c+rf)»  4i«(c+rf)»'~ 

3^-=  I"  1 6c2+4<  Vc»+25d*-  12c*-33tfc  -  21d»  I 

r        9*(c+rf)«  j 

-  e«+7«fc+4d*  -  4(c+ri)»-rfc 

2*(|pjl  trf  *  9*  *  (^+rf),+2(4C+5rf)3-9*(4c-+7,/)(c+rf)»] 
=  9«(c+rf)«(4e+7rf-rf  =  -  9*(c+rf)«(4c+W) 
=  -  93(7_|.d)5[9*(C+rf)*(4c+6rf)-2(4C+5J)»] 
25» 

-  ~  93^y,P9(«H-d)l(2e+3r0-(4H-5rf)»] 
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Setze 


2.S 


-  -  93{c^[9,(^+^)2(2^+3rf)-(4c+5rf)»] 
setze 

w  y^r^H-^)2-^]  ,  S4[4(c+rf)«-  -Ar]» 
P  L  9»(c+<i)*  Jr=-  9*H-rf),f>3/ 

<S9[g»(c+d)8(2H-3rf>  -(4c+3rf)»]» 
96(c-H)tt 

+  96c+d)« 

#[92(c+d)»(2c+3rf)-(4cf5d)3])  2 


7>3    i  ^[92(c+<*)»(2c+3tQ-(4cf5d)3]) 

98(c+tf)8  J 


Um  zu  sehen,  ob  der  rechtsseitige  Aosdrack  überhaupt  einen 
positiven  Wert  haben  kann  —  wenn  er  das  nicht  könnte,  wäre  das 
Resultat  imaginär  und  also  die  Lösung  auf  diesem  Wege  unmöglich 
—  nehmeu  wir  der  Kürze  halber  einmal  c  d  au,  ein  Fall,  der  ein* 
tritt,  wenn  die  Tangente  unter  45°  geneigt.  Dann  wird  die  Klammer: 

{9*  .  4c*  .  5c-9V}2-  18«*-c»}8  -  (9*  .  20  .  c8-9V)2-15»  .  c« 

hier  kann  b6  ausfallen,  da  es  uur  auf  den  anderen  Factor  ankommt, 

9*  .  (20-9)*— 15»  -  36  .  ll*-58  .  3»  =  3*(36  .  Jl*— 5») 

=  38(243  .  121-125) 

was  positiv  bleibt-  also  hat  die  Gleichung  eine  richtige  Lösung 


A*[9 1(c+<*)V2e-j-3rf)  -  (4c+5rf)3[±S*V  [9*(c+rf)*(2c-h4d( 
.  -(4b+bdn'-mc+d)*-dc)> 


Digitized  by  Google 


Meyer:  Unter  «tu  tut  n</en  und  Lehrsätze  über  Beyrenzunyscttrven.  183 


Klammer  —  p  gesetzt       =  g*  gesetzt 

-p'W-'OitfH-W)  -(4H-5)3] 

+[9*(c+,/)*(2c+3</)-(4H-5<*)3  j 

Wenn  man  bedenkt,  dass  schon  c  und  d  Grössen  6ten  Grades 
sind,  /  und  y  also  ebenfalls,  so  leuchtet  die  angegebene  Complicirt- 
heit  des  Ausdrucks  ein,  der  allerdings  ja  gestattet ,  wenn  xiyt  ge- 
geben sind,  den  Punkt  xy  zu  bestimmen,  dessen  Tangente  mit  der 
in  xlVl  parallel  läuft,  niemals  aber  diese  Bestimmung  auf  Grund 
irgend  einer  Beziehung  zwischen  xtyt  und  xy  zulässt 

Die  Verbindungslinie  zwischen  den  Berührungspunkten  zweier 
parallelen  Tangenten  ist  ein  Durchmesser  der  Curve",  dessen 
Länge  sich  auf  Grund  der  vorstehenden  Formel  für  jeden  einzelnen 
Fall  berechnen  lässt. 

Die  allgemeine  Formel  für  diese  Länge  ist  ihrer  Cmplicirtheit 
wegen  zu  irgend  welchen  Operationen  ganz  untauglich  und  müssen 
wir  uns  daher  darauf  beschränken,  einige  specielle  Fälle  zu  unter- 
suchen. 
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Nachdom  wir  die  Culraiuationspunkte,  schon  analysirt,  deren 
Parallel -Tangenten  die  Achsen  selbst  sind,  ist  wesentlich  der  Fall 
von  Interesse,  wo  die  Tangenten  der  Symmetrie- Achse  parallel  laufen, 
also  unter  45°  gegen  beide  Achsen. 

Dann  ist  tg«  =  1  also 

*i8  +  fiS  =  &r,  ^(ar,  yi{xx  -f  y,) 
dividire  durch  (xj-fyt) 

27a-7y,  -  S* 
—  27 

23*   •   ,     .      .  5S2 
-  27-  |   <*!+%)»  =  27 

*i  ~ Sfi  -  «  |/»  ^ 
Inhalt  des  zw.  beiden  Jto  einschl.  Dreiecks 

2      —  2  .  27 


*j  _5  

W  "  2V27<Vö±1) 


Da  beide  Tangenten-Berührungspunkte  offenbar  symmetrisch  liegen, 
so  ist  das  a  des  einen  gleich  dem  y  des  andern  und  umgekehrt. 
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R  v  -  Vw+kt*  -  V  5  +  1  +2  Vb  +  5  -1- 1  -  2  V5 

2V27  3 

Dor  im  Berührungspunkt  der  45°  Tangente  ist  also  ein 
Drittel  der  Gonstanten  S  und  verhält  sich  zum  11  o  der  Culminatious- 
punkte  wie  1 :  V2  d.  h.  wie  die  Seite  eines  Quadrats  zur  Diagonalen. 
Ferner  ist  der  Durchmesser 

SV  2  SV2 
D  -  (*,  -  9l)V2  -  2yV^(V5  +  l  -  V5  +  1)  -  y^ 

/~2~ 


1/  2 


Dies  war  aber  oben  als  x  des  y  Culminationspunktes  gefunden 
worden,  mithin  haben  wir  den!  neuen  Satz  entdeckt,  dass  der 
kleinste  Durchmesser  —  denn  das  ist  Obiger  offenbar  —  gleich 
ist  der  Ordinate  bzhw.  Abs  eis  so  der  Culminationspunkte. 

Bestimmen  wir  den  zwischen  den  Radiivectoren  an  dieser  Be- 
rührungscurve  den  45°  Tangenten  liegenden  Winkel.   Es  ist 

xi  — y2 
~~  4ry 

wo 

s  5(^5+1)  ^s(y5-±) 

X  "    2V27    '      9  ~    2  V27 

SH&+2Vh)-S*{&-2V5)_  4V5  y.5 
tga"     ^(Vö+lKVö— ~2.4  —  2 

Für  den  Culminationspunkt  ist  der  eingeschl.  Winkel 

4S*__  2S3 

27       27  1 


-  •  -  27 

Suchen  wir  noch  zu  obigen  2  Punkten  der  45  Grad -Tangenten 
die  entsprechenden  Punkte  der  Begrenzungscurvo.    Wir  hatten 


also 


x*  =  yxy 


••>    .  -  .  ..  - 
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x*  _       S*(Vb-l)*  <S(6H-2V6)(V5-hl) 
y  ~~  V  ~  A(V/5-l)2V/27  ""(Vö-l)(V5+l)2V27 


8V27  V27     ~  V 


Ferner 


y,2  =  x  .  x,     x  =  t  =  xx  = 


V27  ' 


7fr>  =  yx2_|_y2  =  s  j/^  =  gleich  3  mal  so  gross  wie  der  kleinste 
Durchmesser  der  Blattcurve. 

Es  ergeben  sich  nunmehr  iür  den  quäst.  Punkt  der  4b°  Tau 
gente  folgende  Eigentümlichkeiten: 

S-  <S* 
x  .  y       x  .  y  —  27  x  .  >/  ~  .J7 


a  .  6  = 


5* 


m  =  V,S*y  -  ^  Y V5+2,    M  =  V ^  =  ^y  ^l  2 


7»  .  n 


5* 

3 


worin  eine  sohr  merkwürdige  Beziehung  sich  ausdrückt. 


Das  Dreieck,  was  durch  Verbindung  der  Scheitel  der  Ellipse 
entsteht,  ist  also  1/3  yon  dem  durch  m,  n  und  S  gebildeten ;  das  Drei- 
eck aus  den  Coordinaten  x,  y  und  dem  R o  ist  dann  1/9  des  letzteren. 

Wenn  man  die  Endpunkte  des  kürzesten  Durchmessers  l  h  durch 
zu  den  Achsen  parallele  Linien  mit  dem  auf  der  Symmetrie- Achse 
liegenden  Punkte  Je  verbindet,  so  entsteht  das  rechtwinklige  gleich- 
schenklige Dreieck  ihh  und  in  diesem  sind  die  Katheten 

Ih  S 


Da  wir  nun  für  den  Culminationspunkt 
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y  bzbw.  x  = 

hatten,  so  ist 

kh  =  \ og 

d.  h.  die  Tangente  unter  45°  halbirt  og,  da 

Ebenso  halbirt  cl  die  Linie  «r. 

„Demnach  hat  der  kürzesto  Durchmesser  der  Blattcurve  die 
halbe  Länge  der  Diagonale  des  umschriebenen  Quadrats." 

Nach  allem  Obigen  ist  die  geometrische  Construction  der  Cul- 
minationspunkte ,  der  45°  Tangenten  und  des  kürzesten  Durch- 
messers für  eine  gegebene  Blattcurve  äusserst  einfach. 

Nimmt  man  den  zwischen  2  symmetrischen  Radiivectoren  ein- 
geschl.  Winkel  zn  61°  an,  so  muss  das  Dreieck,  welches  durch  Ver- 
bindung der  Peripheriepunkte  entsteht,  notwendig  ein  gleichsei- 
tiges sein.   Zur  Bestimmung  dieses  Falles  setzen  wir  also 


Dann  ist 


a:2  —  V* 


x*  —  y*  -2  ^3  .  ry 

64xV  a  s«xV,   xy  -  64- 

V&cy  —  - -  =  vV-f-y*  =  Ä«   (Siehe  Figur  vor.  Seite.) 

Wir  erhalten  also  das  überraschende  Resultat,  dass  das  in  die 
Curve  eingeschriebene  gleichseitige  Dreieck,  welches  mit  einer  Ecke 
im  Anfangspunkt  liegt,  den  4 ton  Teil  der  Constanten  S  zur  Seite 
hat.   Bestimmen  wir  nun  die  Coordinaten 

=  16/  (*+y)  ö  "32       *+y  =  4  J/ä 
2*y-32  )  («"rt'-S^  Ä"y"4V2 
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S(V3+1)  Ä(^3-l) 

x  ra    «ya  '     *v 8v^2 

Die  Punkte  der  Bej^renzungscurve  sind: 

*      fÄ      V3+l      3+2  V  3+1  4+2*/3 


V  =  8  +  12V3  +  18+3v/3  =  26  +  15V3 
x 


>~(2+V3,>,   ,-^ö+VS),  ^K61(2+W 

-  f  V(2  ~y  3)» 


vv+j*  _  Ä«  =  g  V(2+V3;3+(2-\  3)c  -  |  V.V2  =  *  V  13 
tg  des  eingeschl.  Winkels  beider  symm.  Rven  —  26. 


§  13. 

Ein  besonderer  Spccialfall  ist  der,  wenn  die  Verbindungslinie 
zweier  parallelen  Tangenten,  also  ein  Durchmesser  der  Blattcurve, 
parallel  zu  einer  Achse  ist.  Dieser  Specialfall  ist  mit  einem  andern 
identisch.  Nämlich  zu  jedem  x  gehören  2  verschiedene  y  (ausser 
dem  Anfangs-  und  dem  Culminationspunkt),  wie  zu  jedem  y  zwei  x  und 
darum  muss  auch  die  Autlösung  der  Blattcurvengleichung  nach  * 
2  Werte  ergeben,  wie  auch  die  nach  y.  Für  ein  y  hat  also  die 
Blattcurve  2  Schnittpunkte,  deren  Verbindungslinie  gleich  der  Dif- 
ferenz der  zwei  a*,  d.  h.  =  *x — xQ  ist.  Entsprechend  ist  für  ein  * 
der  verticale  Durchmesser  —  yt  —  y*.  Für  obigen  Fall  nun,  wo  die 
Schnittpunkte  für  ein  *  oder  ein  y  zugleich  Berührungspunkte 
paralleler  Tangenten  sind,  ist  diese  Differenz  ein  Maximum. 
Denn  vor  diesen  Schnittpunkten,  d.  h.  wenn  diese  näher  beim  An- 
fangspunkt liegen,  convergiren  die^Tangenten  in  demselben  nach 
dem  Anfangspunkt;  jenseits  dieser  Schnittpunkte  convergiren  sie 
in  entgegengesetzter  Richtung,  mithin  muss  in  beiden  Fällen  der 
Durchmesser  abnehmen. 

Es  ist 


Digitized  by  Google 


Meyer:  Untersuchungen  und  Lehrsätze  über  Begrenzungscurven.  ]g9 

Dividire  durch  letztere  Klammer. 


Vy~s  =  V^W  — 3*V— 
1  2 

VÄ**'=A?f  eingeführt 
9t     *  ry 


9i  -  jAv^H^-y)» 


dies  müsste  als  Maximum  behandelt  werden,  zu  welchem  Behufe 
aber  die  Ersetzung  der  einen  Coordinate  durch  die  andere  erforder- 
lich ist  Allein  die  bisher  befolgte  Methode  sowol  als  auch  das 
Diflferentiiren  liefert  fUr  diesen  Fall  eine  Gleichung  so  hohen  Grades, 
dass  eine  Auflösung  unmöglich  ist.  Es  muss  daher ,  wie  folgt ,  ver- 
fahren werden: 

Nach  Einführung  der  Begrenzungscurven-Coordinaten  ersetzt 
mau  erst  auf  Grund  der  Gleichung 

alle  y  durch  *  und  setzt  hiernach 

worin  *  ein  echter  Bruch  ist.  Dann  erhalten  wir  für  den  Durch- 
messer die  Formel: 
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In  diese  setzt  man  nun  successive  für  z  von  1  ab  fallende  Werte  ein. 


D  — 

0,95 

unter  0,28 18  5 

0,90 

0,3224033  5 

0,89 

0,324  9398  5 

0,88 

0,325  05964  S 

9,879 

0,325  70555  5 

•     «     •  • 

2,8785 

0,32569391  5 

0,878 

0,325  680338  5 

Das  Maximum  liegt  also  kurz  vor  oder  hinter  0,32570555  5.  Man 
kann  durch  Uebergehen  auf  die  nächste  Decimalstelle  der  Ein- 
setzungswerte die  Genauigkeit  noch  weiter  treiben,  doch  wird  die 
Rechnung  deshalb  so  ungeheuer  mühevoll,  weil  alsdann  sogar  die 
Mantissen  der  Logarithmen  schon  kleine  Irrtümer  veranlassen,  welche 
das  Resultat  beeinflussen  und  mau  daher  gezwungen  ist,  alle  Opera- 
tionen ohne  Hilfe  der  Logarithmen  auszuführen. 

Begnügt  man  sich  mit  dem  Werte  z  =-  0,879,  so  hat  man 

yx  =  0,879 VS   und   /y  -  0,476  821 VS 

Vy*  =  0,227 359V5*,    V'x*  _  0,772641  VS* 

Vxyi  =  Xl  »  0,1998485615,   Vz*y  =  y  -  0,3684114545 
und 

yt  =  0,0427058985,   y-y,  -  D  -  0,325705556  5 

tgo  des  Winkels  der  Tangente  mit  der  X  Achse  berechnet  sich 

—      •— iry—  tg«  —  0,444  698   und   «  =  23°  59'  annähernd. 
x  #*— 2y*      B  ' 


Es  rauss  also  auch 


x  x*—  2yxt 


sein,  was  ein  Versuch  bestätigt. 
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§  14. 

Wenn  man  2  symmetrisch  liegende  Hypotenusen  .s'  construirt, 
und  auf  diese  die  entsprechenden  Senkrechten  vom  Anfangspunkt 
fällt,  so  ergibt  sich  eine  weitere  Eigentümlichkeit,  die  ad  oculos  die 
Polargleichung  der  Blattcurve  demonstrirt,  welche  auf  S  be- 
zogen, lautet: 

Ssin  2« 
-  *  -  — 2  - 

Sie  ergibt  sich  durch  Einsetzen  von 

*  —  pcosa,    .y  =  psiua 

V^(cosÄ«-f  sin*o>"  =  Vscösa  .  sin«  .  q* 


Q  —        .      .  cos  a  .  sin  a 

,      _     w  £  .  8io2a 

pJ  —  S  .      .  sin  a  .  cos  o,    q  —  — ^ 

Es  muss  in  der  Figur  offenbar  Winkel 

sein  ;  ausserdem,  weil  ip  X  ist 

»te»  —  »ip 

also  auch 

vtp  — 

Verlängern  wir  nun  *>  bis  sie  gf  in  *  trifft,  so  muss  demnach 
in  dem  entstehenden  Dreieck  tag 


g8  = 


»3 


sein,  weil  die  gegenüber  liegenden  Winkel  gleich  siud.  Daraus  folgt 
aber  weiter,  dass  eine  Senkrechte  von  *  auf  ig,  letztere  als  Grund- 
linie halbiren  würde  und  da  diese  Senkrechte  der  X  Achse  parallel 
„So  resultirt,  „dass  auch  die  Hypotenuse  selbst  in  *  halbirt  ist." 
„so  ist  jede  Senkrechte  auf  eine  Hypotenuse  zugleich  in  ihrer  Ver- 
längerung Mittellinie  für  die  zu  jener  symmetrisch  liegenden  Hypo- 
tenuse."  Dann  ist  also 

gt  =  i$  —  sf 

und  i»f  ist 

—  2a  =  igf  -\-  gis 

Da  nun  in  ±gf,  so  ist 

tu  •=»  ip 

und  da 
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s 

*  -       -  ., 

so  haben  wir  unmittelbar: 

,   _         iu  Q 

Sm2"  =  IS  =  S/2 

oder 

q  =  |sin2o 

wie  oben  entwickelt. 

Der  Punkt  *  liegt  für  alle  Hypotenusen  immer  auf  der  Peri- 
pherie des  mit  -S/2  um  *  beschriebenen  Kreises.  Wir  haben  hier 
also  die  Begründung  für  die  Lübsen'sche  die  continuirliche  Cou- 
struction  der  Blattcurve  mittelst  deren  Polargleichung;  eine  Begrün- 
dung die  Lübsen  naturgemäss  nicht  liefern  konnte,  weil  ihm  die  Her- 
kunft der  Curve  unbekannt  war. 

Wenn  wir  nun  auch  die  Polargleichung  der  Begrenzungscurve 
aufstellen  wollen,  so  haben  wir  ebenso 

x  =  t>  •  cos  er,   y  —  q  .  sin  a 

und 

Vp*  (Vcos'a  +  V^o)  «  Vs*,  mit  3  potenzirt: 
1 

p*[cos*«-f-s"iu2«  +  3V  cosVTsin*«  (  V  cos*«  +3V  siü^)]  = 
da  nun 

und  wir  diesen  Wert  einführen  können,  so  ist  die  Gleichung: 

q*  -f  3  VsVC0S»tt  .  sin*^  5« 
sin  2a 

cos  a  .  sin«  = 
also: 


„  1  /  -»  „sin"2 2« 

Aus  dieser  und  der  obigen  Gleichung  lässt  sich  nunmehr  eine  dritte 
ableiten,  welche  die  Beziehung  zwischen  den  Radiivectoren  beider 
Curven  mit  demselben  Neigungswinkel  ausdrückt.  Nennen  wir  den 
Rv  der  Begrenzungscurve  7?,  den  der  Blattcurve  r,  so  ist  offenbar: 


guizea  °y 


Google 
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woraus  sich  bei  einem  gegebenen  Jtv  der  andre  finden  lässt.  Am 
leichtesten  ist  dies,  wenn  beide  Radiivectoren  ein  festes  geometri- 
sches Verhältniss  haben.   Z  B.  es  sei 

72  -  2r 

d.  h.  der  Rv  an  die  Begrenznngscurve  wird  von  der  Blattcurve  hal~ 
birt.   Dann  ist: 

SV4  -  

viT^  div  durch  Vfi" 

V4+3  "V4+3 

y  V4-h3 


n         ^  _  1/ 


6-« 


V4+3     <P  V4+3)ä 


V4+3  Vi+8)» 

Arch.  d.  Math.  u.  Phja.  2.  Reih«,  T.  XVI.  ls 
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ändere  diese  Werte  ab,  indem  ich  Zähler  und  Nenner  mit  V2 
multiplicire: 

oder  setzen  wir 

2+3V2  _ 
2      "  1 

x  _  tV  |/vr-T±V3 
y     V24-3 V2 r  "vCfT" 

*  ~~  Vfe-f-JfcVifc  H"*V—  fc+V*  ""jfcV^Jb 

1—  Vf^fc     |  /2+3V2      1  /2+3V2  , 
tg«  =a|/~2       "K— 2  1 

Ebenso  für  Ä  —  3r.   Es  ist 

R*+BV ~9  =    "  Ä2(1+<3>  and  K*~i+v3 

durch  ys* 

V9(i+va)'  V3  V(i4-V3) 
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y  ~  2Vi^5  (^3vi+ vs  -  2  ~  [Avi+i/ä-  2) 

y    j/avffvä  4-2+1/3^1+^ --2 

?     3 ^  1+ V3  +2+3  v  \  + Vi  - 2  - 2  Vä+9y  3  -4 

y  3V/l+v3+2-3  Vi+vs'4.  j 

3V 1+1/3-  V5+Ty3 

§  15 

Wir  fanden  §  10,  dass  im  Culmiuationspunkte  der  Blattcurve  die 
zugehörige  Hypotenuse  S  in  1/3  ihrer  Länge  geteilt  wird,  und  es  war 

T 

der  entsprechende  Rv  der  Begrenzungscurve  —  Sucht  man 

nun  den  Fall,  wo  S  in  1/3  der  Länge  geteilt  wird,  so  haben  wir 
unmittelbar: 


Rv  -  Vab  =  V — 1 

und  da  das  zwischen  den  beziehlicheu  Punkten  von  S  liegende  Stück 
—  5/2,  so  ist  der  Rv  der  Begrenzungscurve 


13* 
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Der  Rv  an  diesen  Punkt  der  Blattcnrve  ist  also  gleich  3/4  der  obigen 
Rv  an  die  Begrenzungscurve  für  den  Calminationsfall.    Ferner  ist: 


Vr     s**  6-3.  3V»  St.; 


3V3 
64 


«HV  =  ^         )  (^(8-^(6+3V3 

S*  .  3V3  (  ,  5» 
2a*  32       )  (*-y),-32(6»3V3) 


2 

-V3) 


*+*  =  £j/3(2+V3j 

5l/3(2= 
^-Ir7  2 

y  -  Ivl  CV2+^3  T  Vä=V3]  und 
SV3V3    (  S2 

y^3^2CyU  +  3V3±Vl4-3V^ 

Diese  Ausdrücke  lassen  sich  vereinfachen,  indem  man  quadrirt;  so 
ist  z.  B.: 


^  ~  128  C14+3V3-{-U  -3V3-{-lVi^27] 

169 

&  rojLLQpl     S>  .  27  Ä  .  3V3 
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*  "  fig  [M+S VS+14-avS -2  .  13] ^  -  g,  |  -  j, 
Entsprechend 


5  r 


=  TT8?  [2+ V/3+2- V3+2V4-3J  =  =  5'_L? 


1 


5.3  _ 
f  -  -  -  -  3y 


Demnach 

,         SV/3+S3V3     5^3  U| 
w  —  x-f-x»  —   —          =  — —  2  Rvbl. 

S  m 

i»  —  H~y  =  2'  ^  ~  s*n  "os  Neigungswinkels  —     mithin  ist  dieser 

„Neigungswinkel  —  30*  und  wir  tinden  den  Satz,  dass  die  Hypote- 
nuse 8  uutcr  30°  von  der  Begrenzuugs-  und  Blattcurve  in  1/4  der 
Länge  geteilt  wird." 

In  diesem  Falle  hat  der  Up  der  Blattcurve  natürlich  eine  Nei- 
gung von  60°  und  der  ihm  symmetrische  eine  solche  von  30*;  beide 
Radiivectoren  der  Blattcurve  teilen  somit  den  rechten  in  3  gleiche 
Teile. 

Die  Blattcurve  hat  noch  eiuen  besonders  charakteristischen 
Punkt,  den  wir  nuumehr  aufsuchen  wollen.  Es  entsteht  durch  2 
symmetrische  Radiivectoren  und  den  zugehörigen  Durchmesser  alle- 
mal ciu  in  die  Curve  eingeschriebenes  gleichschenkliges  Dreieck. 
Wenn  man  von  allen  dieseu  Dreiecken ,  die  mit  dem  Inhalt  0  be- 
ginnen und  auf  der  Symmetrie-Achse  wieder  mit  0  endigen  das 
Maxi  mal -Dreieck  sucht,  so  ergeben  sich  eigentümliche  Beziehungen. 
Die  allgemeine  Formel  für  den  Inhalt  dieses  Dreiecks  ist 

J~  a 


wovon  wir  jetzt  das  Maximum  suchen  wollen.  Der  Nenner  2  kann 
wegbleiben,  und  dann  führen  wir  wieder  die  Coordinaten  der 
Begrenzungscurve  ein. 
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VxV_  v^y  >  v/xV  ±  *Vy« + 2*^^V- V^VT2«V iV  ± «^** 

4*V**y*>  *(Vx«-{- Vy«) 

div.  durch  *  und  0  gesetzt: 

iV^yt  -  vi*.  _|_  Vy* 

6  V*V  —  Vx«-|_2V'**y*  +  Vy«  -  (V72-f  Vy*)»  =  Vs«  —  ßV^y«" 


x-y-  S|/  "6V3 


S  rVV34-V2  4-  VV3-V2       .  (  .  f  S|/V3+l 

*  =  -  — - — !  = — —   vereinfacht  x  =  -  1/  5-7^ 

2  L             3  VV3  2  r 

y  -  2  L  ^6^3  J  vereinfacht        ä  |/  3^ 


y  V3-1 
x  "  V2 

Ä»  =  6'/2Vl  —  1'/«  kleinsten  Durchm. 
Demnach  ist  J  des  eingeschlossenen  Dreiecks 

als  Maximum 


2  12*/6 

Die  Taogente  des  eingeschlossenen  Winkels  im  Anfangspunkt  ist 

**-y*  _  &  .  6V6  _  v 
2xy  —  12  V3  S*  ~  * 
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d.  h.  die  Hypoteuuse  S,  welche  auf  einem  Rv  senkrecht  steht,  wird 
von  der  Verlängerung  des  anderen  so  geschnitten,  dass  das  Stück 
zwischen  beiden  sich  zum  Rv  verhält,  wie  die  Seite  des  Quadrats 
zur  Diagonale.  Es  sind  in  diesem  Falle  die  Coordinaten  des  zuge- 
hörigen Punktes  der  Begrenzungscurve : 


s 


Der  hier  gefundene  Punkt  der  Blattcurve  für  das  Maximai- 
Dreieck,  was  sich  in  dieselbe  einschreiben  lässt,  hat  nun  auch  die 
weitere  Eigenschaft,  dass  die  in  den  symmetrisch  liegenden  „Punkten 
an  die  Gurve  gezogenen  Tangenten  den  Radiivectoren  bezieblich 
parallel  sind",  d.  h.  dass  Radiivectoren  und  Tangenten  zusammen 
einen  Rhombus  bilden.  Dies  können  wir  auf  Grund  des  §  12 
gefundenen  Umstandes  nachweisseu,  dass  das  Product  der  Tangenten 
der  Winkel  zwischen  '2  symmetrischen  Radienvectoren  und  der  Tan- 
gente an  die  Curve  mit  dem  Rv  coustant  —  '/»  i8t- 

Ist  in  nebenstehender  Figur 

tg  8  .  tg  E  -  ■/, 

so  folgt,  da  wir  tg  E  für  diesen  Fall  =  Vi  ermittelt  hatten ,  dass 
auch 


sein  muss,  d.  h. 
und  somit  Tangente 


Wkl.  E  =  Wkl,  ,v 
s p  —  Rv  or 


Dasselbe  gilt  natürlich  für  die  symmetrisch  liegende  Taugeute  und 
Rv\  daher  sich  beide  Taugenten  auf  der  Symmetrie-Achse  schneiden 
müssen.   Der  Abstand  dieses  Punktes  vom  Anfangspunkt  ist 


Die  kleine  Diagonale  dieses  Rhombus  iBt 

V2,   also  -S^^wF 

Wenn 

tg£  —  i/Ä   so  muss   tg  d  —  1,   also   d  =45° 
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sein.  Dann  ist  aber  auch  der  Winkel  zwischen  S  und  dem  zuge- 
hörigen R v  der  Begrenzungscurve  =  45°,  mithin  ferner  auch  der 
zwischen  beiden  zusammengehörigen  Radiivectoren  beider  Curven. 

Dann  aber  ist  die  „Tangente  an  die  Blattcor?e  dem  Rv  an  die 
Begrenzungscurve  parallel,"  die  symmetrischen  Lagen  desgl.,  und  so- 
mit bilden  beide  Tangenten  und  beide  Radiivectoren  wiederum  einen 
Rhombus,  dessen  Inhalt  sich  wie  folgt,  berehnen  lässt:  Es  ist 


~~  «  1,     Yab  =  a-b,  J/V^y  _  VS(V**- Vyt) 

VlTy  =  Vi*  -  V  y\       Vi*  -  V'Xy  -  Vyt 

x  8  1 

"  =  tg-r  -  (i:f-v3y3  =  -  V5-2 

Der  symmetrische  J?t>  hat  also  die  umgekehrte  Taugeute  und  die 
Gleichung 

V  -  *<V5+2) 
l/y      r  2        *<V5+1)  , 

h-rn+r  — 2    ~a  also 

.  +  -  j/a^p?  -  f  (5+2  V6+1+I):  , 


5V5(V5-hl)3  S***(V5+1)« 

ar*  —  ■ — 


»  4 


,  5v5  JS* 
X    2    ~  V(5+l) 


■  1  /        ^  «  l/V5-l 

Die  Tangente  muss  also  durch  diesen  Punkt  gehen  und  die 
Winkel-Tangente 
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l  -  V5-2 
haben.   Jbre  Gleichung  lauter  daher: 

-°vm -<«-»(- -vm 

Wo  sich  Tangente  und  Ry  treffen,  muss  also 

y  =  a(V5+2) 

sein.  Dies  führeu  wir  eiu,  um  die  Coordiuaten  des  Punktes  zu  er- 
halten: 

«V6+2*  "  8  j/jgt-1  +,VS-2-S(  V5-2) 

letzterer  Ausdruck  lässt  sieb  vereinfachen  als: 

S 


J/V(5+1)+(V-^^  Vb--l 


V~Mb  V  5+4^5 

9 


=  |/v5+l-r9V5-20-9+4v/5-4Vo+8 

y  —  ±y  """^5     ^  des  eingeschl.  Winkels  =  2. 

Dies  sind  die  Coordiuaten  des  Schnittpunktes  zwischen  Tangente 
und  Radiusvector. 

Der  Inhalt  des  Dreiecks  zwischen  2  symmetrisch  liegenden 
Linien  ist  nun 
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'2 


also  der  dos  Rhombus  das  Doppelte 


bzhw.  weil  hier  y  >  x  müss  es  lauten  y 


x*.  Mithin 


oder   J  = 


S3 

4V"5 


16  V 


Der  erste  Fall  des  Maximal- Dreiecks  iu  der  Blattcurve  ist  leicht 
zu  coustruiren,  weil  die  Tangente  des  eingeschlossenen  Winkels  am 
Scheitel 


ist  und  jeder  Hv  Mittellinie  zur  Hypotenuse  S  des  andern  Rv  ist. 
Dann  ist  in  Figur  18 


also  das  Verhältniss  von  Seite  und  Diagonale  im  Quadrat.  Dasselbe 
besteht  für  rv  :  vr.  Mithin  verfährt  man  wie  folgt:  Lege  S  horizontal 
hin  =  ca,  schlag  einen  Halbkreis  darüber,  errichte  in  der  Mitte 
von  »S  die  Senkrechte  fg,  ziehe  die  Sehne  cf  und  trag  diese  auf  der 
Seite  ce  nach  oben  ab 


Verbiude  nuu  e  mit  wo  diese  Linie  den  Kreis  trifft  ,  in  A, 
verbinde  ich  mit  c  uud  so  entspricht  hc  die  Kathete  »i,  hd  der 
Kathete  »  und  die  Senkrechte  auf  er/,  hi  ist  einer,  hg  der  andre 
der  gesuchteu  Radiiveetoreu. 

Im  zweiten  Falle  hatten  wir 


die  Construction  ist  der  Obigen  ganz  analog,  da  es  nicht  schwer 
hält,  den  betr.  Winkel  von  der  Mitte  von  5  aus  anzulegen. 


-  IT, 


pq  1 


ce  —  cf  — 


S 


§  16. 


Ehe  wir  weiter  gehen,  wollen  wir  noch  einer  besonderen  Be- 
ziehung der  Begrenxungscurve  zur  Ellipse  Erwähnung  tun.  Der  Rv- 
der  Begr.-Curve  ist 
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derjcoigo  der  Blattcurve  für  zusammengehörige  Punkte 
also  Summe  der  Quadrate  der  Radiivectoren 

-  **+!/* +VS**2n*  =  (  V  x*+  \  yK  ~Y**  y*H  V  **+  V  >f  J+V<S*xy 

also  ., Summe  der  Radiivectorcn  Quadrate-' ' 

--=  aa  -f-  b% 

also  gleich  der  Summe  der  Quadrate  der  Ellipsen-Achsen.  Das  ist 
nun  eine  Eigenschaft  der  sog.  conjugirten  Durchmesser,  und  da 
unser  Ro  an  die  Begrenzungscurve  ein  Durchmesser  ist,  so  muss 
der  au  die  Blatteurve  gleich  dem  conjugirten  Durchmesser  sein. 
Ferner  ist  aher  jener  conjugirte  Durchmesser  parallel  zur  Tangente 
im  Eudpuiikt  des  andern;  somit  muss  der  conjugirte  Durchmesser 
zum  Ro  der  Begrenzungscurve  parallel  laufen  zur  Hypotenuse  S  uud 
die  Lauge  des  Ro  zur  Blattcurve  hauen.    Darum  ist 

Wkl.  foh  =  rso 
und  wenn  br  Mittellinie  an  S  ist,  so  muss,  wenn  wir  auf  diesen 

oc  =  op 

machen,  «  ebenfalls  ein  Punkt  der  Ellipse  sein,  der  dem  Endpunkt 
des  conjugirten  Durchmessers  symmetrisch  liegt.  Der  eingeschlossene 
Winkel  zwischen  den  conjugirteu  Durchmessern  f  o(xy)  ist  nun 

• 

—  V  °(x!/)  +  1 11 

also 

po  V 

Sin  fo(xy)  —  C08»o(*y)  =»  —. — r  ~r^i.-:- 
*  1      y        o(*y)  Vxt+y* 

Folglich  ist  das  Product  der  beiden  Rven  mit  dem  sin  des  eingeschl. 
Winkels 
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Wir  hatten  bisher  nur  eine  (oder  mit  der  Lübsen'schen)  2  dis- 
continnirliche  Construction  der  Blatt-  und  Begrenzungscurven  kennen 
gelernt.  In  beifolgender  Figur  wird  jedoch  auch  eine  continuir- 
liehe  veranschaulicht  Es  sei  ab  die  Hypotenuse  R.  Wenn  diese 
im  Mittelpunkte  c  durch  den  Radius 

S/2  =  oc 

mit  o  fest  verbunden  wird,  so  lässt  sich  oc  um  o  dreheu  ,  wodurch 
der  Kreisbogen  mfen  entsteht  und  gleichzeitig  gleitet  a  auf  der  Y- 
Achse,  b  anf  der  X' Achse  entlaug,  so  dass  S  alle  Lagen  innerhalb 
der  Begronzungscurve  durchläuft  Errichtet  man  auf  ab  in  c  eine 
feste  Senkrechte 

cc  —  S/2 

welche  bei  allen  Lagen  von  S  immer  senkrecht  darauf  bleibt,  und 
ergänzt  die  beideu  Linien  oc  und  ce  durch  die  beiden  oj  und  cf 
(beide  =  *S/2)  zu  einem  Rhombus,  so  wird  dieser  mit  der  Drehung 
von  T  seinen  Wkl.  a  ändern.  Derselbe  wird  =*  1Ä,  wenn  S  auf 
einer  Achse  liegt,  uud  wird  -=  0,  wenn  S  unter  45°  geneigt  steht; 
immer  muss  of  —  ce  seiu  und  somit  senkrecht  auf  ab  stehen.  Daun 
ist  der  KreuzungspunUt  von  of  und  ab  immer  ein  Punkt  der  Blatt« 
curve.  Nun  bringt  man  an  diesen  Kreuzungspunkt  d  einen  Stift  an, 
der  auf  beideu  Liuien  gleiten  kann  und  dieser  wird  dann,  wenn  ab 
alle  Lagen  durchläuft,  genau  die  Blattcurve  aufzeiebuen.  Durch  An- 
ordnung desselben  Rhombus  auf  der  rechten  Seite  von  ce  und  Ver- 
bindung der  beiden  Ecken  f  und  g  durch  das  Kniegelenk  fhg,  dessen 
Kniepunkt  A  auf  hee  gleiten  kann,  lässt  es  sich  erreichen,  dass  der 
Abstand  ad  immer  gleich  dem  Abstand  kb  ist  und  somit  ist  der 
Schnittpunkt  von  gi  und  ab  —  k  —  immer  ein  Tunkt  der  Begren- 
zungscurve.  Durch  Anbringung  eines  auf  beiden  Linien  gleitenden 
Stiftes  ist  also  auch  hier  die  Möglichkeit  continuirlichcr  Aufzeich- 
nung der  Begrenzungscurve  gegeben. 

Uebrigens  lässt  sich  die  Lübsen'sche  discontinuirlichc  Construction 
der  Blattcurve  in  folgender  Weise  sehr  vereinfachen:  Man  teilt  in 
Figur  die  rechte  Hälfte  eines  mitten  auf  der  r-Achse  liegenden 
und  die  .X-Achse  von  oben  berührenden  Kreises  mit  dem  Durch- 
messer =  Sj2  in  eine  gerade  Anzahl  gleicher  Bogenstücke 
ein.  Alsdann  verbindet  man  sämtliche  Teilpunkte  von  dem  Viertel- 
kreise bei  1  beginnend  mit  dem  Anfangspunkte  0  durch  Radiivectoren 
und  zieht  zugleich  von  allen  Teilpunkten  die  zur  Y  Achse  parallelen 
Sehnen  II,  2 II,  3 III  etc.  Die  Winkel  zwischen  2  aufeinander  fol- 
genden Radiivectoren  müssen  demzufolge,  weil  auf  gleichen  Bogen 
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stehend  alle  gleich  sein.  Rechnen  wir  nuu  nnsreu  Polarwinkel  von 
Ro.  ol  ab,  so  ist  allemal  die  zugehörige  Sehne 

—  -  sin  2a 

Denn  wenn  man  z.  B.  vom  Teilpunkt  8  aus  den  Durchmesser  8  c 
zieht,  c  mit  VIII  verbindet  —  cd,  so  ist  der  Winkel 

8c  o  =  2« 

weil  Peripheriewinkel  auf  dem  doppelten  Bogen  wie  a  (8£1).  Dieser 
Winkel  hat  den 

Sehne  8  VIII 
sinus  ^  

also 

Sehne  8  VIII  —  5/2  sin  2«  -  q 

Man  braucht  mithin  nur  die  zugehörigen  Sehnen  vom  Anfangspunkt 
auf  die  entsprechenden  Radiivectoren  abzutragen,  um  successive  alle 
Punkte  der  Blattcurve  zu  erhalten.  Beim  Radiusvector  lo  ist  die 
Sehne  —  0,  die  Curve  beginnt  also  in  o  und  tangirt  den  Rool. 
Auf  der  F-Achse  ist  die  Sehne 

=  S/2   also   4  ~  5/2 

was  der  Symmetriepunkt  ist  Auf  diese  Weise  erhält  man,  ohne  den 
Winkel  jedesmal  verdoppeln  zu  müssen,  sofort  unmittelbar  den  betr. 
Radiusvector. 


§  17. 

Nachdem  wir  die  sonstigen  Eigenschaften  der  Begrenzungs-  und 
Blattcurve  ziemlich  gründlich  kennen  gelernt,  rücken  wir  nun  2 
Fragen  näher,  deren  Lösung  schwieriger  scheint:  die  nach  Inhalt 
und  Umfang  der  besagten  2  Curven.  Diese  Probleme  erscheinen  .bei 
Curven  3ten  Grades  besonders  verwickelt  und  ich  gestehe,  dass  ich 
lange  nicht  glaubte,  sie  in  befriedigender  Weise,  namentlich  ohne 
Beihülfe  der  Integral-Rechnung,  lösen  zu  können.  Dass  dies  mir 
aber  dennoch  und  zwar  auf  merkwürdig  einfache  Weise  geglückt  ist, 
beweisst  nicht  nur,  dass  unermüdliche  Ausdauer  viel  vermag,  son- 
dern auch,  dass  vielleicht  noch  manche  Probleme  nur  an  der  richtigen 
Stelle  angefasst  zu  werden  brauchen,  um  spielend  ihre  Lösung  zu 
finden,  auf  die  solange  nicht  verfallen  zu  sein,  man  sich  nachher 
wundert.  So  ist  es  denn  auch  Lttbsen  ganz  entgangen ,  dass  seine 
discoutinuirliche  Contruction  der  Blattcurve  mittelst  deren  Polar- 
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gleichung  den  Schlüssel  enthält  zur  mathematisch  genauen  Bestim- 
mung ihres  Inhalts.  Figur  20  gibt  darüber  Aufschluss ,  indem 
wir  nachfolgende  Betrachtung  anstellen. 

Der  Radius  des  Kreises  sei  5/2.   Links  von  der  I- Achse  ist  die 
Blattcurve  eiugozeichnet.    Den  Vicrtelkreisbogen,  in  dem  diese  liegt, 
teilen  wir  in  eine  unendliche  Zahl  unendlich  kleiner  gleicher  Teile 
ein.    Gleichzeitig  teilen  wir  den  Halbkreis  rechts  der  I-Achse  in 
die  gleiche  Anzahl  gleicher  Teile. 

Diese  Zahl  soll  als  eine  gerade  gelten  und  es  werden  also  die 
Bogenteile  des  Halbkreises  doppelt  so  gross  sein,  wie  die  des  V* 
Kreises.  Wir  ziehen  nun  von  den  Teilpunkten  die  mit  der  F-Achse 
parallelen  Sehnen  1—1,  2  -2,  3—3  etc.;  wo  diese  die  -Y-Achse  schnei- 
den, verbinden  wir  die  Treffpunkte  a,  b,  c,  r/,  c,  /*,  ^,  h  mit  den  Teil- 
punkten 8,  7,  6,  5,  4  otc.  und  ziehen  zugleich  die  zur  1 -Achse  pa- 
rallelen Halbsehnen  aa,  bb,  ec  etc.  Nuu  sind  sämtliche  Centriwiukel 
des  rechten  Quadrauten  bei  o  doppelt  so  gross,  wie  die  Centriwinkel 
des  linken  Quadranten,  weil  Bogen  h  L  doppelt  so  lang  wie  Bogen  I 
II  und  so  fort.    Deshalb  ist  der  Ro  der  Blattcurve  o— 1  gleich  der 

2  2  3  3 

Halbsehne  1-  1,  Rvo—2  —  —  ~ ,  Rv  o—Z  =  — ■;-  u.  s  fort. 

Die  Peripheriewiukel  bei  8,  7,  0  .  .  .  sind  aber  gleich  den 
Centriwinkeln  des  linken  Quadranten,  weil  auf  deu  doppelten  Bogen 
stehend.  Ferner  ist  Wkl.  ata~l  —  Wkl.  8,  Wkl.  bx  6-6  —  Wkl.  7 
etc.,  da  ihre  Schenkel  parallel  sind.  J  a  die  Winkel  8,  7,  6,  5  .  .  . 
auf  gleichen  Bogen  stehend,  alle  gleich  sind,  müssen  es  auch  die 
Winkel  ara-l,  6,i-6,  clC-5  .  .  .  sein.  Die  Winkel  8  8«,  7  7a, 
6  6c,  5  5rf  sind  naturgemäss  gleich  den  Winkeln  bei  8,  7,  6  .  .  . 
und  auch  wiederum  gleich  den  Winkeln  8aa,  Ibb,  ticc,  woraus  re- 
sultirt,  dass  die  Winkel  8a7  —  766  .  .  .  durch  die  Linien  a«,  -  W, 

.  .  .  halbirt  werden.   So  sind  denn  auch  die  Winkel  lv II  —  lo III 

.  .  .gleich  den  Winkeln  axal  —  btbQ>  .  .  .  etc. 

Wenn  nun  die  Teilung  eine  unendlich  kleine  ist,  so  wird  der 
Unterschied  zwischen  den  Linien  al  uud  7t,  sowie  46  und  6fc  ver- 
schwinden, ebenso  kann  aa2  gleich  ik  und  bbt  gleich  £6  angesehen 
werden;  dasselbe  gilt  aber  für  die  aufeinander  folgenden  Dreiecke 
8o7,  7o6,  6 ob  in  der  Blattcurve,  welche  allemal  als  unendlich 
schmale  gleichschenklige  Dreiecke  betrachtet  werden  können,  deren 
Inhalt  sich  durch  das  Quadrat  einer  Seite  mal  dem  halben  eines  des 
eingeschlossenen  Winkels  ausdrücken  lässt.    So  ist  J  des  Dreiecks 
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8o7  - 


7  o2  .  sin  et 

~2~ 


Der  J  des  Dreiecks  axal  ist  gloich 
wird 


a7*  .  sina 
2 


,  oder  da  al  =  »'7 


»  7a  .  81P  « 

2~ 


Nun  ist  <7  nach  der  Lübsen'schen  Construction  =  Rvlo,  mithin  J 
von  Dreieck  7o8  —  J  von  Dreieck  «i«7;  ebenso  Dreieck  7 06  = 
Dreieck  btbG  und  so  fort,  Dreieck  aj«7  ist  jedoch  bei  unendlich 
kleiner  Teilung  =  lj4  des  Kreisstückes  8o/7,  Dreieck  b^bG  —  V4 
von  7*6  und  so  weiter-  Somit  ist  die  Summe  aller  Dreiecke 
a,a7 — ä,ä6  —  ctcb~dldi  gleich  V4  des  Viertelkreises  8i7*  und  so- 
mit auch  der  Inhalt  der  halben  Blattcurve.  Dann  ist  der  Inhalt  der 
ganzen  Blattcurve  gleich  der  Hälfte  des  Viertel kreises  oder 


Auf  Grund  dieses  Resultats  ist  nuu  auch  die  Ermittlung  des  In- 
halts der  Begrenzungscurve  möglich  und  zwar  in  folgender  Weise. 
Denken  wir  uns  zwei  unendlich  nahe  aufeinander  folgende  Lagen 
zweier  Hypotenusen  £,  z.  B.  de  und  gf.  Dann  kann  der  Schnitt- 
punkt beider  als  Punkt  der  Begrenzungscurve  angesehen  werden.  Der 
ganze  Inhalt  der  Begrenzungscurve  setzt  sich  nun  aus  uueudlich  vielen 
Successionen  von  Dreiecken  zusammen,  welche,  wie  gpd  und  fpe 
durch  2  unendlich  nahe  Tangenten  und  die  Achsen  gebildet  werden. 
Die  Summe  dieser  Dreiecke  ergibt  also  den  Inhalt  des  von  den  Achsen 
und  der  Begrenzungscurve  eingeschlossenen  Raumes-,  jedoch  ist  zu 
beachten,  dass  jedes  Dreieckspaar  eine  symmetrische  Lage  über  und 
eine  unter  der  Symmetrie-Achse  hat,  der  ganze  Raum  also  von 
den  Dreiecken  2  mal  ausgefüllt  wird  und  mithin  die  Hälfte  von 
deren  Summe  zu  nehmen  ist. 

Richten  wir  nun  die  Succession  der  Taugenten  so  ein,  dass  der 
eingeschlossene  Winkel  bei  p  immer  derselbe  bleibt,  und  fallen  die 
Senkrechten  von  o  auf  die  Tangeuten  —  oi  und  oh  —  so  ist  der 
zwischen  letzteren  eingeschlossene  Winkel  ioh  ebenfalls 


und  da  diese  Senkrechten  Radiivectoren  der  Blattcurve  sind,  so 
schliesst  die  Succession  der  aufeinander  folgenden  Radiivectoren  der 
Blattcurve  immer  den  gleichen  Winkel  ein,  wie  die  Tangenteu,  den 


J  = 


32" 


=  Wkl.  gpd  -  Wki.  epf 
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wir  a  nenen  wollen.  Für  2  unendlich  nahe  Tangenten  kann  der 
Längenunterschied  zwischen  gp  und  </p,  sowie  pe  und  pf  als  ver- 
schwindend betrachtet  werden,  desgleichen  auch  für  die  Radiivectoren 
v  t  und  v  h.   Demnach  lässt  sich  der  eines  Dreieckspaares  ausdrücken 

mit:  (gp*-\-pf*)t  doch  können  wir  nach  früherer  Gepflogenheit 
auch  setzen 

gp  —  at   und  pf  =  bt 

also  Dreiecke 

-  ^  («,•+»,«) 

uod  die  Summe  aller  Dreieckspaare  —  2J  der  Begrenzungscurve 
=  ^[*''  +  W+"»*  +  K%+*«M+*»*-  •  •  «»*  +  ä„«]  oder 

J=  ^[(a,«+»#«)  +  («<l»  +  a<(«)  +  (^t+*i|t).  .  .(««*+*„')] 
Dies  lässt  sich  umwandeln  in 

J  -  B^[(«,+0^2«.M-(«„+U^  •  •  • 

+(oa-r-6w)«-2a„i„] 

Sämtliche  Summen  (a/+ft<)— («,,-f"*„)  •  •  •  etc-  8'nd  aber  —  S, 
mithin 

S*n .  sin«     sin<*r  , 

j  -  - — ^  2"  LaA+aA+a*ft«  •  •  •  +a«J"J 

Nun  ist  Vafi,  gleich  einem  Rv  der  Blattcurve,  mithin,  wenn  wir 
2  mit  dem  Wkl.  «  aufeinander  folgende  Rven  haben,  deren  Längen- 
differenz verschwindend  ist,  so  ist  der  Inhalt  zwischen  beiden  Rven 
liegenden  Dreiecks 

sin* 

—  «A  2 

und  so  fort.   Dann  aber  ist  der  Wert  des  gesamten  Ausdrucks: 

gleich  dem  Inhalt  der  Blattcurve,  also 

n  S* 
=  32 

Demnach  haben  wir  jetzt: 
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S*  .  n  .  sin  a  nS* 
J  =         4         "  32" 

Da  nun  «  ein  unendlich  kleiner  Winkel  und  n  eine  unendlich  grosse 
Zahl,  so  haben  wir  nach  Obigem 

n  .  -  90° 

Für  einen  unendlich  kleinen  Winkel  ist  der  sinus  —  dem  Bogen,  also 

n  .  sin  «  -=  «  .  arcus  «    und  n   arcus  « 
Somit  erhalten  wir: 

S*ik  _  i?n  nSi  .  3 
ö        'dl  ~~  32 

d.  h  „die  Begrenzungscurve  hat  den  dreifachen  Inhalt  der  Blatt- 
curve"  und  erstere  wird  durch  den  mit  S/2  um  den  Anfangspunkt 
geschlagenen  Kreis,  die  Symmetrie- Achse  und  die  Blalteurve  in  ü 
gleiche  Teile  geteilt. 

§  18. 

Die  Bestimmung  der  Länge  der  Begrenzungscurve  verdanke 
ich  gewissermassen  einem  Zufall,  insofern  ich,  bei  aller  aufgewandten 
Mühe,  doch  nicht  vermuten  konnte,  dass  auf  dem  eingeschlagenen 
Wege  gerade  diese  Frage  eine  so  überraschende  Lösung  finden  würde. 
Dieser  Weg  war  der,  dass  ich  den  allgemeinen  Ausdruck  aufsuchte 
für  den  zur  Begrenzungscurve  gehörigen  Krümmungsradius.  Ich 
schlug  dabei  folgendes  Verfahren  ein.  Nämlich  aus  der  Tangenten- 
gleichung  bildete  ich  die  der  Normale  und  suchte  dann  durch 
Variiren  der  Coordinatenwerte  um  eine  unendlich  kleine  Grösse, 
welche  ich  am  Schluss  zu  null  werden  Hess,  den  Schnittpunkt  dieser 
beiden  unendlich  nahe  liegenden  Normalen  zu  bestimmen.  Die  Be- 
handlung war  durchaus  dieselbe,  wie  die  der  oben  gebrauchten  Un- 
gleichungen, nur  haben  wir  in  diesem  Falle  eine  Gleichung  vor 
uns.   Die  Tangentengleichung  war: 

also  Normalen- Gleichung: 

Arch.  d.  Math.  u.  Phj«.   2.  Reihe,  Tl.  XVI.  U 
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Variiren  wir  Va-,  als  1fri±z,  so  ist  für  xt  zu  setzen 
die  entsprechende  Variation  für  V y,  ergibt  sich : 

also    für  Vy,  tritt  ein  j/vy"*  +  2z  V 
Nun  lautet  die  Gleichung: 


j/vy^^Yx1 

^1"  \/ <"yS  +  2z\rxx 

ich  quadrire  jetzt  und  beseitige  die  Nenner. 


Digitized  by  Google 


Meyer:    Untersuchungen  und  Lehrsätze  über  Beyreiizungscurven.  211 

*77[*77+   *i  (*-ri)3*+2*      Ky."4+  ^*,(— *,)? 

<*77+'-V*-*,)) 

dividire  durch  2*[V~ 2/34-f  ^V^-x,  i] 

[^7+  ^ a-i  l  *-*-,)]  -  *V (4 V'.svV-x) 

y  «  .V,  +  sr ,  =  n  -f-  2xj,    x      xt  «=  3xt  —  V  Xjy,* 

y  -  yx  -  l/*1  .  3  -  3  Vx,*;,,  =  3y, 

r  .Vi 

Somit  ist  der  Krümmungsradius 

=yA^x7(H^i?  -  y/'^+v 

-  ÄÄ=  3  ViiHfi1 

d.  b.  also:  „der  Krümmungsradius  ist  gleich  dem  dreifachen  Rv  an 
den  zugehörigen  Punkt  der  Blattcurve",  wonach  die  discontinuirliehe 
Construction  der  Krümmungscurve  sehr  leicht  ist.  Sueben  wir  nun 
auch  deren  Gleichung.  Ebenso: 

y—    —  3V"xiy/ 

also 

y  =  yi  +3  y^Vyi 

und  ebenso 

JE  =  Xj  -f  3^/7,^* 

demnach 

^y+y  —       +  y'Vi 

oder 

u* 
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oder 

Ferner  ist 

2/  =  ^,+3^^  -  y/" *  <y/" y,a  +3  yf«,  * ) 

also 

**+ *»  -  yA  *+yr v>  +  sy/^Si» 

y/$2 

S  5«  + 12  y^v 

also  ferner 

12  ^SfcjV  -**  y2-^ 
nach  Obigem  ist  aber 

4  V i,W  -  V (x  +  n)*  -       # " 

oder 

12  y  =  3  y  (a.^)2  -  y  *2)2 

daraas  resoltirt: 
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also  endgültige  Gleichung  der  Curve  aller  Krümmungsmittelpunkte. 

Der  wahre  Charakter  dieser  Curve  kommt  jedoch  erst  an's  Licht, 
wenn  wir  des  Achsensystem  um  45°  drehen.    Alsdann  bleibt  a>*-f-»J 
als  Quadrat  des  Rv  unverändert;  dagegen  wird  aus  (a-f-n)  nun: 
oder  statt  (x+y)2  tritt  ein  2x2  und  die  Gleichung  lautet: 

x2+j/2  _  st  -  3  j/^2(^  -  j/^T2 
dies  aufgelöst,  ergibt: 

umgeformt: 

radicirt: 

|/y2=  j/*2  oder 

j/*2  +  j/  y2  =  j/(2Ä)2 

„Wir  machen  also  die  überraschende  Entdeckung,  dass  die  Curve 
der  Krümmungsmitte] punkte  zur  Begrenzungscurve  wiederum  eine 
Begrenzungscurve  ist,  jedoch  mit  doppeltem  S  als  Tangenten-Con- 
stante." 

In  Figur  22.  sieht  man  die  Begrenzungscurve  nebst  ihrer 
Krttmmungscurve  ausgezeichnet,  letztere  nur  für  die  untere  Hälfte. 
Die  Betrachtung  dieser  Figur  führte  mich  sofort  auf  die  Lösung 
der  Frage  nach  der  Länge  der  Begrenzungscurve.  Dazu  genügt 
folgende  Ueberlegung:  Wir  fanden,  dass  der  Krümmungsradius  in 
einem  Punkte  immer  gleich  ist  dem  dreifachen  Ro  des  entsprechen- 
den Punktes  der  Blattcurve.  Also 

ia  =  3»o,    mr  —  3om,    kb  —  Zvl    u.  8.  w. 

Denkt  man  sich  nnn  den  ganzen  Raum  aiw  in  eine  unendliche  Suc- 
ceision  gleichschenkliger  Dreiecke  zerlegt,  deren  jedes  einen  unend- 
lich kleinen  Wkl.  a  an  der  Spitze  und  einen  Krümmungsradius  zur 
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Seite  bat,  so  wird  sich  die  Begrenzungscurvc  aic  aus  lauter  unend- 
lich kleinen  Abständen  zwischeu  den  Spitzen  dieser  Dreiecke  zu- 
sammensetzen. „Jeder  solche  Abstand  ist  aber  gleich  der  Längen- 
differenz zweier  aufeinander  folgenden  Krümmungsradien". 

Der  oben  erwähnte  Wkl.  «  zwischen  deu  aufeinander  folgenden 
Krümmungsradien  ist  zugleich  der  Winkel  zwischen  den  2  ent- 
sprechenden Radiivectoren  der  Blattcurve,  weil  diese  sowol  wie  die 
Krümmungsradien  auf  derselben  Hypotenuse  S  je  paarweise  senkrecht 
stehen.  Darum  kann  man  alle  Krümmungsradien  i«,  kb,  /c,  ud 
u.  8.  w.  als  gleichwertig  betrachten  mit  Radiivectoren  einer  Blatt- 
curve mit  der  Constanten  35,  den  halbeu  Quadranten  bei  45°  durch- 
laufend. Die  Radiivectoren  der  Blattcurve  sind  aber,  wie  wir  wissen, 
hinsichtlich  der  Länge  gleich  dem  sinus  des  doppelten  Polarwinkols. 
Wir  haben  somit  die  sucecssiven  Längendiffercuzeu ,  aus  welchen 
sich  unsere  Curve  aw  zusammensetzt,  auszudrücken  durch: 

sin  2« -|- (sin  4a —  sin2a) -f- (sin6« —  siu4«)  -f-  (sin8a  —  sin  4a)  .  .  . 
-f-  [sin(n  -  2)«  —  sin(n  —  4)a]  -f-  [sin  no  —  sin(w  —  2)ct] 

Als  Summe  dieser  Reihe  bleibt  offeubar  übrig  sin «  .  a  =  sin  90* 
—  dem  Radius  des  betr.  Kreises,  welcher  in  diesem  Falle  3 mal  so 
gross  ist,  wie  der  unserer  ursprünglichen  Blattcurve.  Dieser  war  S/-J, 

35 

demnach  haben  wir  als  Länge  der  Curve  atc  den  Wert    ^  und  da 

aw  eine  halbe  Begreuzuugscurve  ist,  so  hat  die  ganze  Begren- 
zungscurvc mit  der  Coustanten  25  die  Länge  «=»  35.  Da  nun  alle 
Begrenzungscnrveu  iu  Grösse  etc.  proportional  sein  müssen,  so  haben 
wir  als  Schlussresultat:  Länge  der  Begrcnzungscurve  von  der  Formel 


Anmerkung.  Aus  Obigem  ergibt  sich  der  KR  für  den  Sym- 
metriepunkt  —  2  für  die  Endpunkte  der  Curvo  =  0.  Zwischen 
diesen  liegen  2  Punkte  mit 

KR  =»  5 

für  diese  ist  also  Ro  des  Blattcurvenpunktes  —  5/3,  was  nach  Obi- 
gem die  Berührungspunkte  der  45°  Tangente  an  die  Blattcurve  sind. 


ist 


35 
2 
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W+kK  -  0 

da  muss  auch  die  Curve  selbst  endigen,  mithin  hat  die  Begrenzungs- 
curve  jenseits  der  Längen  S  keine  Fortsetzung. 


§  19. 

Im  folgenden  letzten  Paragraphen  sollen  noch  3  Nutzanwendungen 
dargelegt  werden,  die  aus  der  Blattcurveugleichung  gezogen  werden 
können;  wobei  ich  gleich  betonen  will,  dass  es  solche  Nutzanwen- 
duugeu  noch  viele  geben  kann,  die  ich  jetzt  nicht  ahne.  Die  erste 
bezieht  sich  auf  die  Parabel,  deren  Gleichung  ich,  abweichend  von 
der  neueren  Schreibweise,  mit 

j,2  -  2P* 

nach  altem  Styl  beibehalte,  weil  ich  sie  für  entsprechender  erachte. 
Sucht  man  zur  Parabel  den  allgemeinen  Ausdruck  für  die  Coordi- 
uaten  des  Krümmuugsmittelpunktes,  so  erhält  man 


und  demuach 


«3 

*  -  P  +  *ri>   y  =  -  - 


KU  -  ^/(x-r124-(y_Ml)2 

-  |/<j»+*i>f+*,aC£+i)a 


oder 


Wollen  wir  nnu  in  der  Formel  nur  *,  und  y,  haben,  so  müssen  wir 

Vi 
2xl 


v  2 

für  p  den  Wert  ~  einführen  und  erhalten  dann 


oder 
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*,2 


oder 
endlich 


Dies  ist  die  genaue  Gleichung  unserer  Blattcurve,  woraus  sich 
also  ergibt,  dass  der  Krümmungsradius  jedes  Punktes  der  Parabel 
zu  dessen  Coordinatcn  in  eiuer  Beziehung  steht,  ähnlich  wie  die 
Constante  S  zu  den  Coordinaten  der  Blattcurve.  Das  Wichtigste  ist 
nun,  dass  dies  eine  sehr  einfache,  directe  Construction  des  Krüm- 
mungsradius für  jeden  Punkt  der  Parabel  ermöglicht.  Nämlich:  man 
trägt  j-,  2  mal  nach  rechts  ab,  errichtet  y,  senkrecht  im  Endpunkt 
dieser  verdoppelten  Abscisse,  verbindet  das  obere  Ende  von  y, 
mit  dem  Anfangspunkt  und  errichtet  im  Endpuuktc  dieses  Rv 
wiederum  eine  Seukrechtc.  „Diese  schneidet  die  Achsen,  und  deren 
sich  ergebende  Länge  ist  der  gesuchte  KU  zum  Punkte  ssy,  der 
Parabel." 

Die  zweite  Nutzanwendung  ergibt  sich  bei  der  Curvo  mit  der 
Gleichung : 

x*y  —  7« 

welche  mau  wol  die  Cubus-Hyperbel  nennen  könnte,  indem  die  Glei- 
chung 

xy  -  S* 

die  Hyperbel  2ten  Grades  bezeichnet.  Die  Tangentengleichung 
findet  man  wie  folgt: 
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also  Secautongleichung : 

 — ~  (X  -  *,) 

sctzeu  jetzt  beide  Punkte  als  einen,  Tangentengleichung: 
V-Vi  ^  (*-*,) 

V   V\  -  —  ~  (*-■ «i)   Gleicbg.  der  Normale  y— y,  —  J±^x^ 


variiren  nun  *t  als  xi:fa,    y,  —  ~  variirt 


»i2  X|2±2ax, 

^_X,2  ^3x        ^4  53 

*J       *i      2h      *,*  +  2a»  ~~  2ö*  ~  «,»±2«, 

2  SV, 2  ±2«,         W±2«i )  -x6(xi*±2«x, ) 

=  2^*1M-^i*(V±2^)(*13±3*xl»)  =  («,«±4w,»)(«i«±?*b1)*i» 

25«afj»±46-««r1+«r1»i:2»«c1«-*1»q:2«cl  7 

-  25V1»Xx-rJf ±2*rx16±3**x16— *J»T4*r,7T2**i 7 

dividire  durch  at, 

4^6  -  3xx,»  -  4*,« 

'  "  3x,* 

setze 

,  f  4x1%1>+*1») 

^  -  »tüt 1  *  —  3^ö" — 

,       4(*,*-r-yi*)    x    x  _4V4.4yi»-3V  V+V 

3^T~'  3*,   3^ 
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und  Krümmungsradius  also 

3  .  2*,//, 

Diesem  Ausdruck  kann  mau  folgende  Form  geben: 
oder 


j/W*-W  =  j/3  A7*  .  2//lxJ 


Hier  haben  wir  also  wiederum  eine  Blattcurvengleichung ,  in 
welcher  nur  yx  verdoppelt  ist  und  in  der  3  fachen  KR  die  Stelle  von  S 
einnimmt;  daraus  ergibt  sich,  ähnlich  wie  bei  der  Parabel,  eine  ein- 
fache Construction  des  KR  für  jeden  Punkt  der  Curve.  Man  er- 
richtet senkrecht  im  Endpunkt  der  Abscisse  y,  die'  doppelte  Ordi- 
nate yt ;  zieht  den  Ro  an  den  erhaltenen  Punkt  und  errichtet  im 
Endpunkt  wiederum  senkrecht  auf  dem  Ro  die  Hypotenuse,  welche 
die  Achsen  schneidet  „Ihre  Länge  ist  dann  gleich  dem  3  fachen 
Krümmungsradius  des  Punktes  z,y,u.   (Siehe  die  Figur.) 

Für  eine  Hyperbel  mit  rechtwinkligen  Asymptoten  ist  der  Krüm- 
mungsradius   

KR  =      1  V1 

und  da  für  diesen  Fall 

so  haben  wir   

2KR  .       =  ^3 

oder     

was  ebenfalls  eine  Blattcurvengleichung  ist.  Hier  ergibt  also  die 
Senkrechte  auf  den  Radiusvector  in  dem  betr.  Punkte  der  Hyperbel 
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sofort  eine  Hypotenuse  gleich  dem  doppelten  Krümmungsradius.  Je- 
doch sind  diesfalls  die  Asymptoten  als  Achsen  anzusehen  und  hier- 
auf die  Coordinaten  zu  beziehen.   (Siehe  die  Figur). 

Eine  ganze  Anzahl  von  Werten,  die  sich  bei  Untersuchung  dieser 
und  anderer  Curven  ergeben  und  3  te  Wurzeln  von  einfachen  Zahlen 
enthalten,  würden  sich  mit  den  gewöhnlichen  Mitteln  der  Planimetrie 
nicht  construiren  lassen.  Dagegen  nach  dem  in  §  8  demonstrirten 
Verfahren  ist  dies  möglich. 

Die  Untersuchung  weiterer  Curven  von  der  Formel 


wird  später  folgen.  In  Vorstehendem  sollte  nur  der  Beweis  geliefert 
werden,  dass  es  möglich  ist,  Curven  3tcn  Grades  auf  einfach  analy- 
tischem Wege  erschöpfend  zu  behandeln  und  so  unsreu  höheren 
Schulen  zugäuglich  zu  machen,  die  sich  bisher  über  die  Kegelschnitte 
nicht  hinauswagen  durften. 

Anmerkung.  Es  sei  hier  gleich  der  Satz  mitgeteilt,  den  bei 
näherer  Untersuchung  Jeder  leicht  bestätigt  finden  wird:  „dass  für 
alle  Curven  iu  der  Ebene,  deren  Gleichung  nur  eine  Constante 
enthält,  der  allgemeine  Ausdruck  für  den  Krümmuugsradius  die  Form 
der  Blattcurveuglcichuug  annimmt,  gleichviel  welchen  Grades  die 
Curve  sei."    Also  lautet  dieser: 


worin  e  der  Exponent  der  Constante,  z  derjenige  von  r,  und  v  der 
vou  yx  in  der  Gleichung  der  Curve  ist.  Die  Coefficienten  vou  zwei 
Gliedern  geben  also  zusammen  jedesmal  den  Coefficienten  des  drit- 
ten, wie  in  der  Gleichung  die  Exponenten  von  zwei  Gliedern  zu- 
sammen den  des  dritten. 


x2  +  y2  _  £3 


Digitized  by  Google 


220 


MtscelUn. 


VIII. 
Miscellen. 


1. 

Die  Kennzeichen  der  Teilbarkeit  der  Zahlen. 

Bezeichnet  man  die  Einer  einer  Zahl  z  mit  zx  und  die  Zahl  in 
den  Stellen  vor  deu  Einern  mit  s2,  so  hat  man  *  =  \0zt-\-zv  Da 
der  Rest  r,  den  z  bei  der  Division  durch  m  giebt,  der  Zahl  con- 
gruent  ist,  so  ist: 

r  —       +     [mod  m] 
Setzt  man  in  diese  Congrueuz  1  =  10a  [mod  mj,  so  ist  auch 

r  =  10«2-}-10c«1  [mod  m]  und 
r  =  10(*£-|-  a«,  fmod  m] 

Wegen  der  Congruenz  1  =  10a  [mod  m]  ist  m  relative  Prim- 
zahl zu  10.  Der  Rest  10(2,  -\-azJ  kann  also  nur  null  werden,  wenn 
z%-\-azl  =0  [mod  m]  ist. 

Die  beiden  Congruenzen  1  =  10«  [mod  m]  und 

-J-     =  0  [mod  w] 

sprechen  also  zusammen  die  Bedingung  aus,  unter  welcher  z  durch 
m  teilbar  ist. 

Die  relativen  Primzahlen  zu  10  haben  in  den  Einern  eine  der 
vier  Zahlen  1,  3,  7,9.  Wenn  man  daher  unterm,  die  Zahl  der  Stellen 
vor  den  Einern  der  Zahl  m  versteht,  so  lässt  sich  m  darstellen  durch 
eine  der  vier  Formen 

1)  m  —  lOmj  + 1 

2)  m  —  10%  -f  3 

3)  m  =  lOmj  -j-  7 

4)  »1  =  101»!  +  9 
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Der  Congruenz  1  ==  10«  [mod  lOmj  +  1]  genügt  «  mly 

denn  10(— »4)  =  -(lO^  +  lJ  +  l 

Der  Congrnenz  1  =  10«  [mod  10»»,, +3]  genügt  «  «=  3»»!  +1, 

denn  (10(3ro,-|-l)  =  3(10m,  +3)+l 

Der  Congrnenz  1  ==  10«  [mod  10m,  -f-  7]  genügt  a  —  —  (Sml  +  2, 

denn  10(— 3™,  -1)  =  -3(10»»,  +7)-f-l 

Der  Congruenz  1  =  10«  [mod  10m, +  9]  genügt  a  =  mx-f-l, 

denn  10K-f-l)  -  (10m,  +  l)+l 

Wenn  w,  =  0  gesetzt  wird  aus  1  ==  10a  [mod  -}-l]  für  «  —  0 

1  =  10«  [mod  -f-3]  für  a  —  1 
1  ==  10«  [mod  +7]  für««-— 2 
1  =  10«  [mod  -f  9]  für  «  ~  1 

Ans  der  Congrnenz  z2  -j-  «*  ==  0  [mod  »»]  erhält  man 

1)  *Ä  + 0.^=0  [modl] 

2)  2,  -f  1  .  zt  ==  0  [mod  3] 

3)  *t  ~  2  .  zx  ==  0  [mod  7] 

4)  zt  -f  1  .  st  =  0  [mod  91 

Die  Congrnenz  ])  spricht  ans,  dass  jede  Zahl  durch  1  teilbar  ist. 

Die  Congruenz  2)  spricht  aus,  dass  eine  Zahl  durch  3  teilbar 
ist,  wenn  es  die  Zahl  ist,  welche  man  erhält,  wenn  man  zu  der  Zahl 
in  den  Stellen  von  den  Einern  die  Einer  addirt. 

72531  =  7254  =  729  =  81  ==  9  [mod  3] 

Die  Congruenz  3)  spricht  aus,  dass  eine  Zahl  durch  7  teilbar 
ist,  wenn  es  die  Zahl  ist,  welche  man  erhält,  wenn  man  von  der 
Zahl  in  den  Stellen  vor  den  Einern  das  Zweifache  der  Einer  sub- 
txahirt 

5313  ==  525  =  42  ==  0  [mod  7] 

Die  Congruenz  4)  spricht  aus,  dass  eine  Zahl  durch  9  teilbar 
ist,  welche  man  erhält,  wenn  man  zu  der  Zahl  in  den  Stellen  von 
den  Einern  die  Einer  addirt 

4788  ss  486  ==  9  [mod  9] 


Setzt  man     —  1,  so  ist   1)  1  ==  10«  [mod  11 J  und  «  —  — 1 

2)  1  =  10«  [mod  13]  und  «  —  4 

3)  1  =  10«  [mod  17]  und  a  —  —  5 

4)  1  ==  10«  [mod  19]  und  «  —  2 
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Die  Coogruenz    +     ==  0  (mod  11]  giebt  also 


Nach  1)  ist  also  eine  Zahl  durch  11  teilbar,  wenn  es  die  Zahl 
ist,  welche  man  erhält,  wenn  man  von  der  Zahl  in  den  Stellen  vor 
den  Einern  die  Einer  subtrahirt 


58443  ee  5811  ee  583  ee  55  ee  0  [mod  11] 


Nach  2)  ist  eine  Zahl  durch  13  teilbar,  wenn  es  die  Zahl  ist, 
welche  mau  erhält,  wenn  man  zu  der  Zahl  vor  den  Einern  das  Vier- 
fache der  Einer  addirt. 


8125  =  832  =  91  ee  13  =  U  [mod  13] 


Nach  3)  ist  eine  Zahl  durch  17  teilbar,  wenn  es  die  Zahl  ist, 
welche  man  erhält,  wenn  man  von  der  Zahl  in  den  Stellen  vor  den 
Einern  das  Fünffache  der  Einer  subtrahirt. 


Nach  4)  ist  eine  Zahl  durch  19  teilbar,  wenn  es  die  Zahl  ist, 
welche  man  erhält,  wenn  man  zu  der  Zahl  in  den  Stellen  vor  den 
Einern  das  Zweifache  der  Einer  addirt. 


14022  ee  1406  =  152  ==  19  ee  0  [mod  19] 


Wenn      gleich  2  gesetzt  wird,  findet  man 

1)  1  ==  10a  [mod  21]  und  a  —  —  2 

2)  1  =  10a  [mod  23]  und  a  =  +  7 

3)  1  ee  10a  [mod  271  «na*  a  =  —  8 

4)  1  =  10«  [mod  29]  und  a     -f-  6 

Die  Congruenz  s4-f-*a  =  0  [mod»»]  giebt  also 


1)  22  -z,  eeO  [mod  11] 

2)  *2  +  Azx  ==  0  [mod  13] 

3)  z%  —  5*j  ee  0  [mod  17] 

4)  2S-f-2°,EE0  [mod  19] 


6341  ee  629  ==  37  ee  0  [mod  17] 


1)  zt-2zx 

2)  c*  +  7zl 

3)  sÄ  —  8z, 

4)  ^  +  3*. 


0  [mod  21] 
0  [mod  23] 
0  [mod  27] 
0  [mod  29] 


Digitized  by  Google 


Miscellen. 


223 


Nach  1)  ist  also  eine  Zahl  durch  21  teilbar,  wenn  es  die  Zahl 
ist,  welche  man  erhält,  wenn  man  von  der  Zahl  in  den  Stellen  vor 
den  Einern  das  Zweifache  der  Einer  subtrahirt. 

13734  =  1365  =  126  =  0  [mod  21 1 

Nach  2)  ist  eine  Zahl  durch  23  teibar,  wenn  es  die  Zahl  ist, 
welche  man  erhält,  wenn  man  zu  der  Zahl  in  den  Stellen  vor  den 
Einern  das  Siebenfache  der  Einer  addirt. 

14651  =  1472  =  161  =  23  =  0  [mod  23 1 

Nach  3)  ist  eine  Zahl  durch  27  teilbar,  wenn  es  die  Zahl  ist, 
welche  man  erhält,  wenn  man  von  der  Zahl  in  den  Stellen  vor  den 
Einern  das  Achtfache  der  Einer  subtrahirt. 

9369  es  861  ==  54  =  27  =  0  [mod  27j 

Nach  4)  ist  eine  Zahl  durch  29  teilbar,  wenn  es  die  Zahl  ist, 
welche  man  erhält,  wenn  mau  zu  der  Zahl  in  den  Steilen  vor  den 
Einern  das  Dreifache  der  Einer  addirt. 

12064  =  12 18  ==  145  ==  29  ==  0  [mod  29 J 

In  derselben  Weise  kann  man  für  jeden  Modulus  »<,  welcher  zu 
10  relative  Primzahl  ist,  das  entsprechende  «  und  damit  das  Kenn- 
zeichen für  die  Teilbarkeit  jeder  Zahl  z  durch  den  Modulus  m  finden. 

Direktor  Dr.  Theodor  Lange. 


2. 

FacultUteneongrueiizeii. 

Für  eine  Reihe  von  auf  einanderfolgenden  Facultäten  und  für 
einen  beliebigen  Modul  m  bestehen  die  folgenden  Congruenzen: 

2!  +  (m  — 2)1! 
3!-f-(m  —  3)2! 
4!-f-(m  -  4)3! 


(m-l)l-f(m  —  [m  -l](m  — 2)! 


—  u  imuu  mj 
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Beispiel : 

m  -  11. 


2!  +9  . 

1! 

11 

3 !  +  8  . 

2! 

22 

4! +  7  . 

31 

66 

51  +  6  . 

4! 

264 

6!  +  5  . 

5! 

1320 

7!+4. 

6! 

6920 

8!+3. 

7! 

55440 

9:  -f-2  . 

8! 

443520 

14!  +  1  . 

9! 

3991680 

Die  entstandenen  Producte  sind  alle  durch  11  teilbar. 
Oldenburg  i.  G.  G.  Speck  mann. 
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IX. 

Anwendungen  von  Dühring's  Begriff  der 

Wertigkeit. 

Ii. 

Von 

Dr.  K.  Wessely 

Fortsetzung  von  Nr.  XX.  im  X.  Teil. 


Jede  algebraische  Gleichung  mit  constanten  Coefficicntcn  kann 
aufgefasst  werden  als  specieller  Fall  der  Dcfinitions-Gleiclmng  einer 
algebraischen  Function ;  entweder  in  der  Weise,  dass  die  ganzen 
rationalen  Functionen,  welche  die  Coefficienten  einer  solchen  Defini- 
tions-Gleichung bilden,  nur  das  absolute  Glied  enthalten,  oder  in  der 
Weise,  dass  diese  Coefficienten  durch  Substitution  eines  bestimmten 
Wertes  für  die  unabhängig  Veränderliche  zu  Constanten  geworden 
Bind. 

Entsprechend  dem  durch  die  Riemann'sche  Fläche  bestimmten 
Zusammenhang  zwischen  den  einzelnen  Zweigen  der  algebraischen 
Function  kann  man  dann  auch  zwischen  den  einzelnen  Lösungen 
einer  numerischen  Gleichung  eine  bestimmte  Reihenfolge  fixirt  den- 
ken, und  unter  Beibehaltung  der  einmal  fixirten  Reihenfolge  mit  dem 
gesamten  Wertecomplex  der  Lösung  in  derselben  Weise  arithme- 
tische Operationen  ausführen,  wie  mit  einer  algebraischen  Function. 

Tatsächlich  ist  ja  auch  eine  irrationale  Zahl  a+\'b  durch  die 
Bedingung,  einer  quadratischen  Gleichung  mit  rationalen  Coefficienten 
genügen  zu  sollen,  mit  einer  zweiten  irrationalen  Zabl  a  — inso- 
ferne  verknüpft,  als  es  unmöglich  ist  eine  solche  Gleichung  zu  bilden, 
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die  eine  der  beiden  Lösungen  hätte  ohne  die  andere;  das  heisat:  es 
ist  durch  eine  Gleichung: 

x2  —  a 

x  als  zweiwertige,  durch  eine  Gleichung: 

x*  =-  a 

x  als  dreiwertige  Grösse  definirt. 

Jeder  zweiwertige  Coefn'cient  +V«  macht  eine  Verbindung 
x  ±  Va  .  y  zu  einer  „irreductiblen",  das  heisst  zu  einer  solchen,  welche 
aus  der  Gleichung 

*  ±  Va  -  y  =  0 

folgern  lasst 

x  -  0;    y  =  Ö 
Es  wird  daher  auch  eine  unabhängig  Veränderliche 

in  bestimmter  Weise  über  die  Fundamental-Ebene  ausgebreitet  werden 
können,  sobald  die  Festsetzung  gemacht  ist,  dass  die  beiden  reellen 
Variablen  x  und  y  zwei  auf  einander  senkrechte  Richtungen  der 
Ebene  darstellen  und  der  zweiwertige  Coefficient  ±  %r a  nur  dazu 
dient,  ihre  additive  Verbindung  zu  einer  irreductiblen  zu  machen, 
ohne  dass  a  speciell  gleich  der  negativen  Einheit  sein  müsste.  Für 
eine  bestimmte  Ausbreitung  der  complexen  Grössen- 

über  die  Fundamental-Ebene  ist  also  die  Deutung  der  imaginären 
Einheit  als  „Richtung"  nicht  erforderlich,  und  das  Rechnen  mit 
complexen  Grössen  kann  in  mancher  Hinsicht  als  specieller  Fall  des 
Rechnens  mit  einem  zweiwertigen  Argument  angesehen  werden,  das 
in  analoger  Weise  auch  für  ein  drei-  und  mehrwertiges  Argument 
durchgeführt  werden  kann. 

Ist  z.  B.  Jk  durch  eine  Gleichung 

k*  -  « 

als  zweiwertige  Gröss»e  definirt,  und  ordnet  man  einem  bestimmten 
Werte  von 

x  ==  x  +  ky 

einen  bestimmten  Wert  von 
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zu,  and  ebenso  einem  unendlich  benachbarten  Wert  von  z  erneu 
solchen  von  /(«),  so  folgt  aus 

df(z) 

dass  der  Quotient  von  dz  unabhängig  wird,  sobald 


oder: 


By  8* 


Bu  Bv         ,  dfl 


Da  k%  definitionsgemäss  einwertig  gleich  a  ist,  folgt  aus 
du       BV        tdV    Büi  _ 

By  -*Bi+h  Wy-B*)  ~° 

Bü       Bv  BV  BtJ 

By  -  a  B~x    und     By  ~Bx 

als  notwendige  uud  wie  man  leicht  übersieht  a*icb  als  hinreichende 
Bedingung  dafür,  dass  u-\-h>  eine  Function  von  %  ist,  d.  h.  einen 
Differential-Quotienten  nach  *  besitzt,  der  von  der  Art,  wie  z  ver- 
schwindet, unabhängig  ist.   Untersucht  man  aber  das  Verhältnis« 

-irrt  i  ^  y x 

entsprechender  Bogen-Elemente:  —^^rdy*  i  80  8ibt  die  Rechnung: 

iBU    BU  .  1  BU  Buy 

+*****  \n-  6>  +  «  8*  Wi 

so  dass  im  allgemeinen  das  Verhältniss  der  Moduln  entsprechender 
Bogenelemente  von  den  Incrementen  nicht  unabhängig  ist.  Nur  in 
dem  specialen  Falle  a  ~—  1  wird,  wie  man  sieht,  der  Quotient 

d^lt1,Vi    «ine  Function  der  Coordinaten,   oder  die  Abbildung 

ähnlich. 

Verfährt  man  in  ganz  analoger  Weise  mit  einem  dreiwertigen 
Argument 

16* 
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>r  — i  x  ~\-  ky  -}- 
wobei  k  durch  die  Gleichung 

als  dreiwertige  Grösse  deönirt  sein  soll ,  so  dass  durch  w  sämtliche 
Punkte  des  Raumes  in  bestimmter  Weise  repräsentirt  werden  kön* 
neu,  so  erhält  man,  wie  früher,  als  notwendige  und  hinreichende 
Bedingung  dafür,  dass 

U  +  kV+k*W  -  f(w) 

eine  Function  von  w  sei,  aus 

dfM  "  8*    +  a/y  +  8z  A 

die  Gleichungen: 

8y         Bx       Bz  Bx 

oder: 

a/*^  i  Bf_  i  8/ 

8x      k  By      k2  Bz 

hiefür  kann  man  auch  wegen 

B  x     B  x  *     B  x  Bx 

Bf  BU.BV.^BW 
Bi  =  Bi  + 

Bf  _BJJ       B\r  BW 
Bt~  Bz   +  *8*~  +  Bz 


schreiben : 


Bx     *      Bx    *       B*    ~~  k  By     *  By    +  By 

1  80     1  BJ  BW 
k*  Bz  ~r  k  Bz  +  Bz 

Mit  Rücksicht  darauf,  dass  aus 

—  «  folgt: 
1  ,     1  * 

ergibt  sich  weiter,  da  man  definitionsgemäss  die  Coefficienten  der 
einzelnen  Potenzen  von  k  einander  gleich  setzen  kann,  für  die  Be- 
dingungsgleichungen die  Form: 
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du 

d  V 

dy 

dz 

du 

dv 

dW 

h 

Cdz] 

du 

dw 

dz 

Jeder  analytische  Ausdruck,  der  von  a,  y,  z  nur  in  der  Ver- 
bindung a-r-fy-f  ***  abhängt,  lässt  sich  in  bestimmter  Weise  auf 
die  Form  u+kV  +  &W  bringen. 

Denn  aus  einer  Gleichuog 

bestimmen  sich  die  Werte  von  t7,  r,  W  in  eindeutiger  Weise ,  da 
diese  Gleichung  nichts  anderes  ist,  als  eine  kürzere  Schreibweise  für 
die  drei  linearen  Gleichungen,  die  man  erhält,  wenn  man  für  k  seine 
drei  Werte  l\,  *2,  k3  substituirt;  bezeichnet  man  die  entsprecheudeu 
Werte  von  w  mit  tr„  ?rs,  m?3,  so  folgt  aus 

f  /(«*>  -  ü+fc}F  +  VW 

3r  -  VK)  +  VA*«)  +  VA«s) 
3  w  =         +        + *8  /•(»,) 

Aus  diesen  Gleichungen  erkennt  man  auch  unmittelbar,  dass  die 
Grössen  CT,  F,  TT  den  aufgestellten  Bedingungsgleichungen  genügen, 
so  dass  also  jeder  analytische  Ausdruck  der  nur  von  x-\-ky-\-kh 
abhängt,  auch  als  eine  Function  des  dreiwertigen  Argumentes  zu 
bezeichnen  ist. 

Bildet  man  nun  wieder  den  Quotienten  der  Moduln  sich  ent- 
sprechender Bogenelemente ,  r,so  zeigt  sich  wie  früher,  dass  dieses 
Yerhältniss  im  allgemeinen  für  einen  bestimmten  Punkt  nicht  con- 
stant  ist,  dass  es  aber  in  dem  speciellen  Fall 

fc*  =  l  oder  I«.  1  : 

für  jede  Function  von  w  eine  bestimmte  Fläche  gibt,  für  deren 
Punkte  der  erwähnte  Quotient  eine  Function  der  Coordinaten  ist,  os 


dz'1 


05  '  a  dz    dx    '   a*        ö«  | 
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dass  diese  Fläche  auf  der  ihr  durch  f(tc)  zugeordneten  in  den  klein- 
sten Teilen  ähnlich  abgebildet  wird. 

Man  erhält  nämlich  unter  Benutzung  der  aufgestellten  partiellen 
Differential  Gleichungen  : 

«H-w[(K,+K5rT+i.0r)V 
+[&?),+(tT+(!?),J 

+"»*[§ 

+2rf.<fa  f—  8- '  4-  -  —  — '  A-  1  3  -  ?— 1 
[8x  8*       o  dy    d'   "■"  o  ftr   Sy  J 

daher  für  fc>  =  1 

das  heis  st  für  alle  Werte  x,  y,  *,  welche  der  Gleichung 

dJJ  dU     dU  dJJ      BU  dU 
Bx~  di+dy  dz   +  dz'  dx  ~  9 

genügen,  wird 

dU*+dV*+dW     (dU\*     (dU\*  /dUy 

dx*+dy*+d^  -\dz)  +  \ay  J  ^Khz  ) 

oder  jede  Functiou  ron  x  +  ky-\-k** 
wobei 

1-1  =  1 

bildet  die  Fläche,  welche  durch  die  obige  Gleichung  bestimmt  ist, 
auf  der  ihr  entsprechenden  in  den  kleinsten  Teilen  ähnlich  ab. 

Man  kann  die  Gleichung  dieser  Fläche  in  etwas  einfachere  Form 
bringen,  wenn  man  für  u  den  früher  berechneten  Wert  einsetzt. 

Man  erhält  dann: 
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Bü     Bf(,rt)     frfr,)  a/(M.9) 
-    dirt        '"Bu^  ~  +  "  Bw~~ 

3y        a»,       öy        öiff^  '    8y   •    8m:8  ' 
und  unter  Berücksichtigung,  dass 

^-»*  +  Vl^8,   ^-i-^  ist, 

ar   a^    \  aw,  /  ~  *  v  a<f2  /  ~  3  v  a«^  j 
+  •  a»,  -^r  •  a,.3 

+(*»+*»)       •  "a,r3 

Die  aualogen  Relationeu  für  die  beiden  übrigeu  Posten  geben 
addirt: 

Vax  äy  •  a#  a*    a«  a*  /      v  awt  /     a«*,  *  awg 

so  dass  die  Gleichung  der  abzubildenden  Fläche  auch  geschrieben 
werden  kann: 

\  8tct    /  a?r8'    '  ~^7r3 

Bezeichnet  y  die  Umkehruugsfuncticn  von  /*,  so  dass 
so  kann  man  die  entsprechende  Fläche  schreiben: 

[  a^-(  ü+  *  r-f  fr«  wo  J  ~~  l$(U+ksv+  v  w) 

#  Bv(U+k3V+k*W) 

worin  /  und  im  Zähler  selbstverständlich  weggelassen  werden 
können. 


Um  hiernach  ein  einfaches  Beispiel  zu  rechnen ,  das  durch  die 
Gauss'sche  Abbildungstheorie  leicht  verificirt  werden  kann,  möge  f 
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so  bestimmt  werden,  dass  die  abzubildende  Fläche  eine  Rotations- 
fläche wird,  deren  Axo  in  die  Richtnng  der  früher  defiuirten  i  oder 
l  +  k  +  k*  fällt,  welche  Richtung  auf  dor  Ebene 

*  +  y  +  ~  =  o 

senkrecht  steht. 

Die  partielle  Differential-Gleichung  aller  dieser  Rotationsflächen 
lautet: 

,  dF  .  t       x dF  .  ,  BF 

(v-*)     +  (*-*)  5^ +  Tz 

Setzt  man  voraus,  dass  F  die  Form  haben  soll 

F  _  /3/<»i>V     S/W  d/W 

so  erhält  man,  wenn  der  Kürze  halber 

gesetzt  wird,  als  Gleichung  der  Rotationsfläche: 

(y  -  0  [^("'ito'K)— t(»jV'(w3)  —  gp(M"3)9J'(«'8)I 
-f  (s  -  -  *)[2v(/e,  to>'(«>i )  -  <P("'2)  *'(«»K'8  -  «pWv'O^)**] 

-f  (*  — y)  [2g,(tc,)g>Vi)  —  ^^^'(tejMä  -  <p(«'3)V/(«?2)^]  -  0 
woraus  sich  nach  einigen  einfachen  Reductionen  ergibt: 

Wählt  man  also  g>  so,  dass 

<p'(w)  .  (w)  =  A<p(w)  wird, 

oder  also 

log  <p(w)  =  A  log  w  -j-  log  C 

worin  C  und  .1  Coustaute  bedeuten,  so  ist  die  obige  Gleichung 
identisch  erfüllt. 

Für  f(w)  folgt  also: 

/•(«,)  ^+i+Cl 

oder  weuu  ^1  —  —  1 

/(»)  —  log  C4  .  «>c 
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Speciell 

f(w)  =  w-i  -  u+lsV+pw 
liefert  als  abzubildende  Fläche: 

oder 

(*  4-  y + *)*  =  i  (* + *«f + M  (* + 4*  *s«) 

indem 

fc.»  =  A3  und 

Dreht  man  das  Coordinaten-System  in  die  Richtung  der  früher 
definirten  Einheitsvectoren  /,  j,  l  durch  die  Transformation 

*4-*y+**  ^3—  s  H  n  +  * 

worin  die  Coeffieienteu  gleich  huher  Potenzen  von  k  gleich  gesetzt 
werden  können,  so  verwandeln  sich  die  beideu  Flächengleichungen, 
da 


V 

3  1  /  3 


in: 
und 


«  -  -fo»  -  ^  =  ü 

bedeuten  also  einen  reellen  und  einen  imaginären  Kreiskegel. 

Für  die  entsprechende  Fläche  ergeben  sich  selbstverständlich 
wegen  der  Reciprocität : 

tes^iU+kiV+ksW)-1 
"s-iU+ksV+ktW)-1 

Gleichungen  von  derselben  Form,  so  dass  also  die  Function  -  die 

Kegel  auf  sich  selbst  abbildet,  und  zwar  in  reeiproker  Weise,  indem 
den  Schnittcurven  des  Kreiskegels  im  xyz  Räume  mit  den  Ebenen 
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die  Schnitte  desselben  Kegels  im  (  VW  Räume  mit  den  Ebenen 

t7+  F+  W  -  | 

entsprechen. 

Im  allgemeinen  erhält  man  entsprechende  Punkte  durch  die 
Relationen: 

V  — -- — ,     V  — ,    W  -   

welche  sich  auf  die  früher  angegebene  Weise  durch  directes  Aus- 
rechnen ergeben. 

Eine  eonforme  Abbildung  des  reellen  Kegels  auf  die  Ebene  er- 
hält man,  wenn  A  —  —  1  gesetzt  wird,  also  durch 

/(*)  =  log«>  -  U+kV+k*W 

indem  man  als  abzubildende  Fläche  wieder  erhält: 


Vtt',/  w9  U»s 


während  sich  für  die  entsprechende  Fläche  aus  : 

U+kV+k*W 


ergibt: 


x-\-ky-\-l?z  —  c 


tr  3  —  e 


U+ksV+ksW 

tt  3    —  f 

80  dass 
übergeht  in 

oder: 

r-f.  ir=  o 

Entsprechende  Punkte  erbalt  man  durch  die  Relationen,  die 
zwischen  xyz  und  UVW  aus  den  drei  Gleichungen: 

317  —  logw^w, 
3  7=  logwiw,*«  w*« 

ZW —  logw,Vw3*- 
ergeben.   
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Um  anf  eine  von  den  bisherigen  Entwicklungen  unabhängige 
Weise  zu  zeigen,  dass  die  einander  in  solcher  Weise  zugeordneten 
Flächen  wirklich  conform  abgebildet  sind,  sollen  noch  beide  Flächen 
mit  je  zwei  Schaaren  sich  rechtwinklig  schneidender  Curven  bedeckt 
werden;  die  Zuordnung  entsprechender  Punkte  durch  die  obigen 
Relationen,  muss  dann  in  den  krummlinigen  Goordinaten  ausgedrückt 
übergehen  in  eine  Zuordnung  durch  gewöhnliche  complcxe  Functionen. 

Bezeichnet  man  die  neuen  Variablen  fUr  xyz  mit  d  und  x  und 
die  neuen  Variablen  für  UVW  mit  a  und  p,  so  lässt  sich  die  Kegel- 
fläche 

tc,*  —  u'2trB   oder  x\j  -f-  yz  -\-  ~x  —  0 
darstellen  durch 

4/1  v\i     2    via  .  . 

y  =  vh  e^6  +  V*  a V**  cosA  -  V*  €VV  sin  2 
^_^^cosA-V^V^sinA 

und  die  zugeordnete  Ebene  darstellen  durch 

U=a 

V  -  -  Q  cos  £ 


IV—  psin 

Mit  Rücksicht  darauf,  dass 

ZU  —  3«  —  logtujuyi's 


und 

Vi* 

„    \f-ä  v|a   . ,     via .      i/-3  v|a  ~v=T.  a 

—  T  -j-  «       cosA-f-Vi«      sinA  —  J  -^-e  • 

\f^l  via   . .  /a  v|a .  .      1^-3  via 

—  -g-  «   *  cosA-l-Vfe    3  8inA=  —  j  —  «  « 
folgt: 
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-  S  log  8  +  Wl  3 

ff  -  *iog$  +  via 

Um  noch  p  durch  A  und  d  auszudrücken,  kann  man  für  VZTi 

—  1  . 

schreiben   e  so  dass 


V—  f  =  Vg  .  e  und  —  V—  §  —  V$ 

gesetzt  wird,  woraus  sich  weiter  ergibt: 


und 


h2  k 


,        -V3  (-=+*) 


Ar*  A,\, 


•  -v|(-  =  +x) 


so  dass  zwischen  den  krummlinigen  Coordinaten  die  Beziehung  be- 
steht: 

« +  v-i  t  -  üog  *  -  *  V^?+  vi 0+  vi:  i  i) 

was  bekanntlich  eine  hinreichende  Bedingung  für  die  Conformität 
der  Abbildung  ist. 

Als  auszuschliessendc  Unstctigkeitsstellen  einer  eindeutigen 
Fuuction  eines  dreiwertigen  Argumentes  müssen  naturgemäss  alle 
jene  Punkte  augesehen  werden,  in  welchen  einer  der  drei  Func- 

tionswerte  unstetig  wird ;  für  die  Function  ^  erfüllen  daher  die  Un- 
stetigkeitsstellen  erstens  die  Ebene 

«j,  =.  0  =•  z  +  y  +  z 

und  zweitens  die  Gerade  u<2  —  0  oder  (was  dasselbe  Resultat  liefert) 
ic3  =0;  nämlich 
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x  =  y  =  z 

Dies  sind  zugleich  auch  die  im  endlichen  gelegenen  Unstetig- 
keitsstellen  des  Logarithmus,  wie  man  entweder  aus  den  früher  be- 
rechneten Werten  von  UVW,  oder  auch  aus  der  Definition  des  Lo- 
garithmus durch  die  Summe  erkennt. 

Dass  ein  solches  Integral  einen  „Sinn"  hat,  d.  h.  einen  vom 
Integrationsweg  unabhängigen  Wert  liefert,  fofgt  aus  dem  Satz  von 
Stokes,  nach  welchem  ein  Integral: 


/ 


adx  -J-  ßdy  -f-  7tiz 


d  as  sich  über  eine  geschlossene  Curve  erstreckt,  stets  ersetzt  werden 
kann  durch  ein  Flächen-Integral: 

f  [Gl  -  59  eoa(nx)+ (£-  t)eoaM+  (2  -  S)  cos(ni>]  "* 

wobei  «  die  Normale  auf  da  bedeutet  und  die  Fläche  vom  Integra- 
tionsweg begrenzt  wird. 

Bringt  man  nämlich  das  Linien-Integral 

j*  f(w)dw 

zunächst  durch  Ausführung  der  Multiplication : 

(  U+  k  V+  k*  W)  (dx  -f  k  dy  -f  k*dz) 

auf  die  Form : 

J*  Udx+Wdy+Vdz  +  k  J*  Vdx  +  Udy+Wdz 

+  **  J*  Wdx+Vdy+Udz 

und  verwandelt  dasselbe  hernach  nach  dem  Stokes'schen  Satz  in  ein 
Flächen-Integral,  so  erhält  man  für  den  ersten  Posten,  wo  UVW 
an  die  Stelle  von  ußy  treten: 

r\iBv    Bw\         ,  (du  dv\ 

I  m~  Tz) co8^+ W  -  ^  ]cos ^ 

,  /BW     BU\  1  } 
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und  für  den  zweiten  und  dritten  Posten  durch  cyklische  Vertauschung: 
P\(BW     BU\  (BV     BW\      ,  x 

+  6f-tv)C08HJff 

P\(BU      BV\  (BW  BU\ 

J  [\By  -Bz)  C0*M  +  U  ~  By  )  C08(ny) 

,  (BV     BW\      ,    1  , 

Nach  den  früher  aufgestellten  Relationen  zwischen  den  einzelnen 
partiellen  Differential-Quotienten  verschwindet  jeder  einzelne  Posten 
unter  dem  Integralzeichen,  und  es  wird  daher 

j*  f(w)dw  =  0 

sobald  man  durch  die  geschlossene  Integrations-Curve  eine  Fläche 
legen  kann,  die  nur  solche  Punkte  enthält,  für  welche  die  aufge- 
stellten Relationen  zwischen  den  partiellen  Differential-Quotienten 
richtig  sind.' 

Wollte  man  etwa  jene  Stellen,  wo  die  partiellen  Differential- 
Gleichungen  keine  Giltigkeit  haben,  als  „Wirbelraum"  von  f{w)  be- 
zeichnen, so  kann  man  also  sagen,  ein  Integral 


f{w)  die 

hat  für  alle  jene  Gurven,  die  sich  ohne  einen  Wirbelraum  zu  treffen, 
in  einander  überführen  lassen,  ein  und  denselben  Wert. 

Beispielsweise  wird  das  Integral 


f 


dw 
w 


erstreckt  um  irgend  eine  Curve,  welche  die  Gerade 

«  =  y  —  « 

oder  die  Richtung  i  einschliesst,  ohne  die  Ebene 

*  +  y  +  *  —  0 

zu  treffen,  ersetzt  werden  können  durch  dasselbe  Integral  längs  eines 
Kreises,  dessen  Ebene  auf  der  Richtung  »  senkrecht  steht  und 
dessen  Mittelpunkt  in  die  t  Axe  fällt. 
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Dreht  man  das  Coordinaten-System  in  die  Richtung  der  »  j  l 
nnd  führt  Polar-Coordinateu  ein,  so  dass  für  w  zu  schreiben  ist: 

»o  —  t{i  tos  <p+g  sin  <p)   wobei   g  —  /cos  A-f/sinA 

und  für  dw,  mit  Rücksicht  darauf,  dass  bezüglich  der  Integration  qp 
constant  ist,  geschrieben  werden  kann, 

dw  —  r  sin  q>  ^  .  dl^ 
f*  dw 

so  geht  das  Integral    /         über  in 


(C) 
kn 

*sin  <p(— j  sin  A  -f- *  cos  A)  <tt 


*  cos  9  -j-  ^  Sin  qp 

o 

•  • 

Man  kann  nun  .  -j  : —   auf  die   Form:  iX+jY+lZ 

»COSqj+fifSin  <p  1  ' 

bringen,  indem  man  in  der  Gleichung: 

1  =  i* cos  g>X  +  ß  coak  sin  yY+P&mk  sin  q>Z 
-f- ;/  (sin  A  sin  ?  Tsin  <pZ) 

für  i,  j,  l  die  Werte  in  k  substituirt ,  und  dann  die  Coefficienten 
gleich  hoher  Potenzen  von  k  einander  gleich  setzt,  wodurch  man 
erhält: 

X  _  '  _i  -      y      2  008  /1    ^  =      2  — 
~  3008  9?*        "*  3  sing?1      ~     3  sin 9? 

hieruaeh  wird: 

2» 

/rf,t"        /7-v  ,  .   2  cosA      .2  sin  A]  . 

der  erste  Posten  unter  dem  Integral  verschwindet,  weil 

ij  =  »7  =  0 

Ferner  gibt: 

<fy  —  (— ;  sinA-|-Zco8A)dA 

jcosA  .  dg  «  (— cos  A  sinA  -f-./Jco8*A)dA 
/sinA  .  cfc  =  (— ;7  sin«A  -f    cotA  BinA)dA 

daher: 
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(/cosA  —  1s\nk)dg  =  -  0*«  +  /«)sinAco8AdA  +  ?^A 

indem  wie  früher  gezeigt. 

;*  +  /*  ==  0 


l 


das  Integral  /       geht  also  über  in 

<*) 

d.  h.  „es  hat  einen  von  r  and  q>  anabhängigen  Wert." 

Selbstverständlich  muss  man,  wenn  für  ijl  respective  k  seine  drei 
Werte  in  die  letzte  Beziehung  substituirt  werden,  drei  richtige  Glei- 
chungen erhalten 

Der  Ausdruck  unter  dem  Integralzeichen:  ^0fy!l|jJ^jny  hat 
für  &,*si-3  die  drei  Werte: 

0      (—sinA  +  V~ icosA)dA        (—  sin X—  V-^i  cos  X)  dX 
'         cösl+V^l  sinZ     1  cosA— V- 1  sin  X 

dem  entsprechen  die  drei  Werte  von  / .  j/|  n  nämlich 
0;       2n  V^i .      _  2«  V— 1 
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X. 

Der  Ring  des  Saturn. 

Eine  mathematische  Abhandlung. 

Von 

Albert  Niemann, 

Regierungs-  und  Baurath  a.  D. 


Vorwort. 

„Die  Atmosphäre  hat,  nach  den  ans  der  Strahlenbrechung  gezogenes 
„Schlüssen,  eine  Höhe  von  weniger  als  zehn  geographischen  Meilen." 
Etwas  andere  Schlüsse  zog  man  aus  der  Erscheinung  der  Stern- 
schnuppen und  Feuerkugeln  ,  deren  plötzliches  Auflcuchteu  der  Be- 
rührung mit  unserer  Atmosphäre  zugeschrieben  und  nach  Schätzun- 
gen, so  gut  sie  sich  machen  Hessen,  in  einen  Abstand  von  dreissig 
bis  vierzig  Meilen  oder  von  2O0  bis  300  km  von  der  Erdoberfläche 
gesetzt  wurde.  Weiter  zu  gehen ,  schien  gewagt.  Dass  nun  jemand 
kommt  und  die  Grenze  der  Atmosphäre,  wie  es  in  der  vorliegenden 
Schrift  geschieht,  fast  auf  das  fünf  hundertfache  des  früheren  oder 
auf  das  hundertundzwanzig-  bis  hundertundachtzigfache  des  neueren 
Maasses  hinausrückt,  das  kann  als  Dreistigkeit  angesehen  werden. 
Der  Leser  möge  diese  Dreistigkeit  wolwollend  verzeihen  und  möge 
die  Schrift  mit  freundlichem  Willen  lesen:  er  wird  finden  dass  sie 
sich  nicht  auf  wenn  und  aber  gegründet ,  sondern  sich  auf  den  be- 
währten und  unanfechtbaren  Gesetzen  der  Massenanziehung  aufgebaut 
hat,  und  zwanglos  an  ihren  Schlüssen  über  den  Ring  des  Saturn 
vorgeschritten  ist. 

Arch.  d.  Math.  n.  ThyB.  2.  Beihe.  T.  XVI.  16 
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1.  Allgemeine  Gleichung. 

SAN  in  Figur  1  sei  ein  Weltkörpor,  der  sich  in  »  Secunden 
einmal  um  seine  Achse  dreht.  Durch  die  Centrifugalkraft,  die  sich 
aus  der  Umdrehung  entwickelt,  werden  die  Massenteilchen  der 
Atmosphäre  nach  aussen  gedrängt;  durch  die  Anziehung,  die  der 
Weltkörper  ausübt,  werden  sie  nach  dessen  Mitlelpnnkt  hingezogen. 
Da  die  Anziehung  mit  dem  Abstände  vom  Weltkörper  abnimmt,  und 
die  Centrifugalkraft  mit  diesem  Abstände  zunimmt,  so  muss  es  eine 
Grenze  FBEl)  geben,  an  welcher  Anziehung  und  Centrifugalkraft  mit 
einander  im  Gleichgewicht  stehen.  Bis  zu  dieser  Grenze  dehnt  sich, 
wie  hier  abweichend  von  allen  bisherigen  Annahmen  behauptet  wird, 
mit  stetig  abnehmender  Dichte  die  Atmosphäre  aus  und  schliesst 
dort  in  einer  Verdünnung  ab,  die  wir  weder  mit  Luftpumpen  noch 
mit  anderen  Vorrichtungen  erreichen  können  und  die  sich  von  der 
Torricellischen  Leere  kaum  unterscheidet. 

In  E  sei  eine  Masse  co  vorhanden  und  die  Beschleunigung  der 
Fallschwere  in  diesem  Punkte  sei  gleich  y.  Die  Anziehung,  mit  der 
das  Gestirn  die  Masse  co  nach  dem  Mittelpunkte  C  hinzieht  und  die 
gleich  yco  ist,  werde  mit  q  bezeichnet.  Sie  zerlegt  sich  in  gsinqp 
parallel  zur  Achse  FD  und  in  7 cos?  senkrecht  zur  Achse  FD. 

Die  Centrifugalkraft,  die  sich  im  Punkte  E  in  der  Masse  cd 
entwickelt,  ist  in  der  Figur  mit  P  bezeichnet  worden  und  ist,  da 
sie  durch  Umdrehung  des  Gestirns  um  die  Achse  FD  entsteht,  senk- 
recht zu  dieser  Achse  gerichtet.  Wenn  man  also  bestimmen  will, 
wie  weit  der  Punkt  E  in  der  Grenze  der  Atmosphäre  vom  Mittel- 
punkt C  des  Weltkörpers  entfernt  ist,  so  muss  man  die  Gleichung 
ansetzen: 

P  —  q  cos  g> 

Bei  der  Umdrehung  um  die  Achse  FD  beschreibt  der  Punkt  E 
mit  der  Tangentialgeschwiudigkeit 

n 

einen  Kreis  vom  Halbmesser  EH.   Danach  ist 

cot»* 

und,  wenn  man  für  v  den  eben  genannten  Wert  einrückt  und  aus 
der  Figur 

Ell  =  CE  cos  <p 

entnimmt, 


Digitized  by  Google 


Niemann:  Der  Ring  des  Saturn. 


243 


P  =  co  1  —  1  CJ5C08  <p 

Setzt  man  dies  gleich  qcoscp,  d.  h.  nach  dem  Vorhergehenden 

«=  yco  cos  q> 

so  erhält  man  nach  Ausscheidung  der  sich  hebenden  Grössen 
oder  wenn  man  CE  durch  R  bezeichnet 


In  diesem  Ausdruck  muss  noch  y  bestimmt  werden.  Es  sei  g  die 
Beschleunigung  der  Fallschwere  im  Aequator  unserer  Erde,  »  der 
Aequatorial-Halbmesser  der  Erde,  A  die  Masse  der  Erde  und  M  mal 
A  die  Masse  des  fremden  Gestirns.  Da  sich  nun  nach  dem  bekannten 
Gesetz  die  durch  die  Beschleunigungen  y  und  g  vertretenen  An- 
ziehungen direct  wie  die  Massen  der  ihnen  zugehörigen  Gestirne 
und  umgekehrt  wie  die  Quadrate  der  Abstände  der  angezogenen 
Masse  von  den  Mittelpunkten  dieser  Gestirne  verhalten,  so  hat  man 
die  Proportion 

woraus  sich 

y^M  -  ce*  oder  v  =  Mg  \r) 

ergiebt  Durch  Einführung  dieses  Wertes  in  die  vorige  Gleichung 
und  durch  Entwicklung  von  R  erhält  man  schliesslich 

« = v^s 

In  diesem  Ausdruck  ist,  wie  der  Deutlichkeit  halber  uoch  ein- 
mal wiederholt  sein  möge,  « (=  6377,5  km)  der  Aequatorial-Halb- 
messer der  Erde  und  «(=  9,815  m)  die  Beschleunigung  der  Fall- 
schwere im  Aequator  der  Erde,  die  aber,  wenn  a  in  Kilometern  an- 
genommen wird,  ebenfalls  als  Bruchteil  eines  Kilometers 

(-  0,009815  km) 

angesetzt  werden  muss.  M  und  n  sind  Maasse,  die  dem  fremden 
Gestirn  angehören,  z.  B.  für  den  Saturn  n  =  37767  Secunden  und 
M  =  92. 

Zufolge  der  vorstehenden  Berechnung  sind  also  die  sämtlichen 
Punkte  der  Linie  FBED  gleich  weit  vom  Mittelpunkt  des  Sterns 

16* 
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entfernt  oder  mit  anderen  Worten :  die  Linie  ist  eine  Kreislinie  nnd 
das  Gestirn  bildet  mit  seiner  Atmosphäre  trotz  seiner  Umdrehung 
und  trotz  der  Abplattung  des  festen  Teils  eine  genaue  Kugel  vom 
Halbmesser  R. 


IL   Die  Beschleunigung  g. 

In  seinen  logarithmischen  Tafeln  (Ausgabe  1879,  Seite  160) 
giebt  Dr.  £.  F.  August  die  Beschleunigung  der  Pendelschwerc  im 
Aequator  der  Erde  gleich  9,781  m  an.  Es  ist  dies  die  Beschleu- 
nigung der  Fallschwere,  vermindert  um  den  Verlust,  der  ihr  aus  der 
Centrifiigalkraft  erwächst.  Durch  die  Fallschwere  wird  eine  im 
Aequator  der  Erde  befindliche  Masse  a>  mit  der  Kraft  ga  angezogen. 

Die  Centrifugalkraft  der  Masse  a>  ist  aber  —  ■  oder,  weil  die  Tan- 
gential-Geschwindigkeit  v  —  -  —  ist,  gleich  a>(  —  J  b. 

Dieselbe  Masse  wird  von  der  Pendelschwere  mit  der  Kraft 
9,781  ©  angezogen  und  dies  muss  gleich 

sein,  woraus  man 


9,781  +  (£)' 


erhält.  Hierin  ist  n  =  86164  Secunden,  die  Zeit  einer  Umdrehung 
der  Erde  um  ihre  Achse  und  a  =  6377500  ra  der  Halbmesser  des 
Erd-Aequators.   Die  Ausrechnung  ergiebt 

-  0,034   und  g  —  9,815  m 


III.   Die  Anziehung  ?sin<p. 

Man  beachte  folgende  drei  Punkte.  Erstens,  dass  die  in  K 
angenommene  Masse  a>,  oder,  wie  wir  auch  sagen  können,  das 
Massenteilchen  E  sich  an  der  Grenze  oder,  wenn  mau  will,  auf 
der  Grenze  der  Dunsthülle  befindet;  zweitens,  dass  die  Anziehung 
q  (Figur  1)  in  die  beiden  Seitenanziehungen  qco&y  und  q  sin  9  zer- 
legt, folglich  durch  diese  beiden  Anziehungen  ersetzt  worden  ist; 
drittens,  dass  die  Seitenkraft  gcosqp'und  die  Centrifugalkraft  P  in 
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E  mit  einander  im  Gleichgewicht  stehen,  sich  also  gcgeuseitig  auf- 
heben, so  dass  das  Massenteilchen  E  sich  weder  in  der  Richtung 
EU  (Figur  1)  gegen  die  Erdachse  hin,  noch  iu  der  Richtung  EP 
nach  aussen  bewegt.  Dann  erkennt  man,  dass  die  Kraft  <?sing> 
übrig  geblieben  ist  und  für  sich  allein,  unabhängig  von  den  Kräften 
qcosy  und  /'behandelt  werden  kann.  Wir  wollen  sie  K  neuneu, 
Figur  2,  also 

q  sin  <p  K 

setzen  und  in  die  beiden  Aeste  U  in  der  Ricbtnng  des  Halbmessers 
EC  und  T  in  der  Richtung  der  Tangeute  an  den  Meridian  DEB 
zerlegen.  Die  Seiteukraft  U  wird,  wie  mau  sieht,  durch  den  Wider- 
stand der  Dunsthülle  aufgehoben,  so  dass  die  Seitenkraft 

T  =  A'cos?  —  </sin9C08<p 

vollständig  frei  gewordou  ist  Durch  die  Kraft  7' wird  das 
Masseuteilchen  E  längs  des  Bogens  EB  nach  der  Aequatorebene  CT?, 
also  nach  B  hingeführt 

Die  Geschwindigkeit,  mit  der  dies  geschieht,  ist  bemerkenswert 
und  soll  zuuächst  besprochen  werden.  Sie  geht  infolge  des  aubalten- 
deu  Einflusses  der  wenn  auch  abnehmenden  Kraft  T  iu  eiue  be- 
schleunigte über  und  hört  zufolge  der  Massenträgheit  auch  dann 
noch  nicht  auf,  weun  T  und  q>  =  0  geworden  siud. 

Zur  Beantwortung  der  Frage,  welche  Geschwindigkeit  das  Massen- 
teilchen E  bei  seiner  Ankunft  in  A  erlangt  habe,  nehme  mau  an, 
es  sei  um  den  Bogen  a  bis  Cr  vorgerückt,  und  seine  Geschwindigkeit 
in  G  sei  gleich  v  geworden.   Iu  G  ist  die  Kraft 

■ 

T  =»  grsin {(f>  —  «)  cos  (<p  —  a) 

Das  Differential  der  Zeit  sei  dt,  das  Differential  des  Bogens  tls  und 
p  die  Beschleunigung,  die  durch  die  Kraft  F  erzeugt  wird.  Dann  ist 

dv  —  pdt    und    vdt  =  ds    also    vdo  =  pds 

Da  wir  nun  die  Beschleunigung  der  Fallschwere,  die  durch  die 
Anziehung  q  in  E  hervorgerufen  wird  und  die  in  jedem  Punkte  des 
Kreisbogens  DEBF  die  nämliche  ist,  mit  y  bezeichuet  haben,  so  ist 
p-.y  =  T-.q  uud  hieraus  nach  dem  Vorstehenden 

p  =  ysin(<j>  —  «)cos(<p— «) 

Auch  ist 

d*  Rda 

mithin 

vdo  =  yRBm(<p  —  a)  cos  (tp  —  a)da  und 
v*  =  —  yi?  sin  (t>  —  a)2  +  Const 
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Da  für  «  —  6  auch  v  =  0  ist,  so  ist 

Const  =  y  R  sin  qp*  and 
t>*  =  yj?{  sing»*  — 8in(<p  — o)*} 

Hierin  ist  die  Geschwindigkeit  gegeben,  die  ein  Massenteilchen  er- 
reicht hat,  wenn  es  von  einem  beliebigen  Punkte  E  aus  um  einen 
Bogen  o  vorgerückt  ist.   Von  Bedeutung  ist  jedoch  nur  die  in  B 
erlangte  Endgeschwindigkeit,  die  sich  ergiebt,  wenn  o  =  <p  geworden 
ist.   Sie  ist 

v  —  VgR  gin  q> 

Im  Abschnitt  I.  ist 

y  =  o 

berechnet  worden,  so  dass  man  schliesslich  für  die  Endgeschwindigkeit 
in  B  den  Ausdruck  erhält 

v  =  asin«p  f  9™ 

Wenn  man  in  dieser  Gleichung  q>  =  90  Grad  werden  lässt  und 
für  R  den  im  Abschnitt  I.  berechneten  Wert  setzt,  so  erhält  man 
die  Geschwindigkeit,  die  ein  vom  Pol  der  Dunsthülle ,  also  von  D 
herankommendes  Massenteilchen  au  der  Acquatorebene  in  B  erlangt 
gleich  3  

y  _  \f  *<*ßM 
n 

In  diesor  Gleichung  ist  wieder  «  =  6377,5  km  der  Aequatorial-Halb- 
messer  der  Erde ;  g  =  9,815  m  (oder  0,009815  km)  die  Beschleuni- 
gung der  Fallschwere  im  Erdacquator,  wogegen  M  und  n  die  dem 
fremden  Gestirn  angehörigen  Maasse  bezeichnen. 


Die  Ergebnisse  einer  hiernach  ausgeführten  Zahlenberechnung 
sind  für  drei  vorzugsweise  zu  berücksichtigende  Planeten  in  nach- 
folgender Liste  zusammengestellt  worden. 


'  M " 

n 

R 

V 

Gestirn 

Masse  im  Ver- 
hältniss  zu  der 
Masse  der 
Erde 

Zeit  einer  Um- 
drehung des 
Gestirns 

Halbmesser 
der  Oberfläche 
der  Dunsthülle 

Endgeschwin- 
digk.  der  Mas- 
senteilchen 
vom  Pol  an 
der  Acquator- 
ebene 

Secunden 

km 

km 

Erde 

1,0 

fc6l64 

42185 

3,1 

Saturn 

92,0 

37757 

109868 

18,3 

Jupiter 

308,0 

35707 

,  158354 

27,9 

Digitized  by  Google 


Nie  mann:  Der  Ring  des  Saturn. 


247 


Die  für  R  und  V  angegebenen  Zahlen  müssen  befremden.  Denn 
in  Beziehung  auf  die  Erde  sagen  sie  zum  Beispiel ,  dass  die  Höhe 
ihrer  Atmosphäre  über  ihrer  Oberfläche  nicht  90  oder  200  bis 
300  km,  sondern  421*5  -6377,5  ~  rund  35808  km  beträgt.  Die 
Bcrcchnuug  macht  aber,  auch  weun  das  Ergebniss  noch  so  viel  Er- 
stauen erregt,  Anspruch  auf  volle  Richtigkeit. 


IV.    Die  Tenus  und  unser  Mond. 

Wollte  man  die  Berechnung  auf  die  Venus  anwenden,  die  sich 
angeblich  in  2M,7  Tagen  einmal  um  ihre  Achse  dreht,  oder  auf 
uusern  Mond,  bei  dem  auf  eine  Umdrehung  29,53  Tage  vergehen, 
so  erhielte  mau  für  die  Venus 

R  =  1437870  km 

und  für  den  Moud 

R  —  93707  km 

das  heisst,  bis  auf  diese  Abstände  von  ihren  Mittelpunkten  würden 
die  Atmosphären  dieser  Gestirne  reichen.  Dem  Mond  wird  keine 
Atmosphäre  zugeschrieben,  die  Venus  dagegen  soll  eine  Atmosphäre 
haben,  jedoch  sie  hat  entweder  keiue  Atmosphäre  oder  sie  dreht 
sich  rascher  um,  denn  die  ausserordentliche  Grösse  des  Maasses, 
das  sich  für  R  herausrechnet,  macht  das  Vorhandensein  einer  Dunst- 
hülle unwahrscheinlich. 

Die  Formel  für  R  zeigt  deutlich,  dass  R  um  so  kleiner  wird 
je  kleiner  n  ist,  je  rascher  also  das  Gestirn  sich  dreht,  und  dass, 
abgesehen  von  der  Masse  AI,  die  Gestirne  ihre  Atmosphäre  um  so 
fester  zusammenhalten,  je  rascher  sie  sich  umdrehen.  Dies  mag 
auffallend  erscheinen,  weil  die  Ceutrifugalkraft,  also  die  aus  einander 
treibende  Kraft  mit  der  Schnelligkeit  der  Umdrehung  wächst,  aber 
die  Sache  ist  nicht  anders. 


V.  Die  Entstehung  eines  Ringes. 

Die  Massenteilcheu  E  kommen  freilich  nicht  mit  der  im  Ab- 
schnitt III.  angegebenen  Geschwindigkeit  an  der  Aequatorebene  in 
B  an.  Es  treten  ihnen  vielmehr  einige  Störungen  entgegen,  die 
nicht  unbedeutend  sind,  dio  sich  aber  in  keine  Formeln  fassen 
lassen.  Jedes  Massenteilchen  schlägt  zunächst  die  Richtung  der 
Tangente  ET  ein,  es  wird  auch  beim  Hervorquellen  aus  der 
Atmosphäre  so  zu  sagen  aufgeworfen,  nach  kurzem  Lauf  durch  die 
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Anziehung  des  Gestirns  wieder  auf  die  Dunsthülle  gestossen  und  ge- 
zwungen, seinen  Weg  in  ähnlichen  Sprüngen  fortzusetzen  wie  der 
Stein,  der  über  eine  glatte  Wasserfläche  goschleudert  wird.  Bei 
jedem  Sprunge  erleidet  es  einen  Aufenthalt.  Ein  anderer  Aufent- 
halt entsteht  dadurch,  dass  die  aus  höheren  Breiten  herkommenden, 
schon  zu  grösserer  Geschwindigkeit  angeregton  Massenteilchen  die 
aus  niedrigeren  Breiten  entstammenden  und  deshalb  langsamer  hin- 
ziehenden Massenteilchen  einholen  und  durch  diese  verzögert  wer- 
den. Endlich  entsteht  noch  ein  Aufenthalt  dadurch,  dass  die  Mas- 
senteilchen infolge  der  Umdrehung  des  Gestirns  sich  in  Spiralen  be- 
wogen, mithin  einen  grösseren  Weg  laufen  müsssen,  als  worauf  die 
Berechnung  bezogen  worden  ist. 

Nichtsdestoweniger  wird  die  Endgeschwindigkeit  an  der  Aequator- 
ebene  in  B  noch  bedeutend  sein:  das  Heranströmen  der  Massen- 
teilchen würde  sogar  noch  stürmisch  genannt  werden  können,  wenn 
die  heraneilenden  Luftarten  nicht  fast  gewichtlos  wären.  In  dieser 
Beziehung  nimmt  in  der  Tat  die  Sache, ein  Aussehen  an,  dass  sich  unsere 
Gedanken  nur  schwer  an  das  Ergebniss  heranwagen,  das  der  Rechen- 
stift herau8rechuet.  Wendet  man  nämlich  das  zwar  für  solche  ausser- 
ordentlichen Fälle  nicht  ersonnene,  immerhin  aber  hier  nicht  ganz 
abzulehnende  Mariottesche  Gesetz  in  Gemeinschaft  mit  den  Gesetzen 
der  Anziehung  an  und  setzt  man  die  Dichte  der  Luft  an  der  Ober- 
fläche der  Erde  gleich  Eins,  so  findet  man,  dass  ihre  Dichte  im 
Abstände 

R  -  42185  km 

vom  Mittelpunkt  der  Erde,  also  an  der  Grenze  DEDF  unserer 
Dunsthülle  sich  in  einem  Bruche  darstellt,  dessen  Zähler  gleich 
Eins  und  dessen  Nenner  eine  Million  auf  die  etwa  fünfzigste  Potenz 
erhoben  ist.  Ungezählte  Billionen  Jahre  müssten  vergehen,  ehe  aus 
der  Oberfläche  der  Dunsthülle,  obgleich  sie  über  zwanzig  tausend  Mil- 
lionen Quadratkilometer  gross  ist,  soviel  Luft  an  der  Aequatorebene 
CB  zusammengeströmt  wäre,  wie  einem  einzigen  Kubikmeter  der 
Luft  an  der  Erdoberfläche  entspräche.  Dies  soll  uns  jedoch  nicht 
abschrecken,  den  von  uns  eingeschlagenen  Weg  weiter  zu  verfolgen. 

Die  Massenteilchen  E,  die  an  der  Oberfläche  des  nördlichen /Teils 
der  Dunsthülle  entspringen,  begegnen  an  der  Aequatorebene  CB  den 
Massenteilchen  von  der  südlichen  Halbkugel.  Die  einen  drängen 
dort  auf  die  andern  und  alle  treten,  da  die  Centrifugalkraft  ihnen 
den  Wiedereintritt  in  die  Atmosphäre  verwehrt,  vor  die  Atmosphäre. 

Solange  die  Massenteilchen  dem  von  der  Linie  FBD  begrenzten, 
durch  die  Anziehung  das  Gestirns  zusammengehaltenen  Dunstkreise 
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angehörten,  wuchs  ihre  Tangential -Geschwindigkeit  mit  ihrem  Ab- 
staudc  vou  der  Achse  FD,  weil  die  Winkelgeschwindigkeit  dieselbe 
blieb  und  der  zu  durchlaufende  Kreis  immer  grösser  wurde.  Sobald 
hingegen  diu  Teilchen  bei  B  aus  dem  Dunstkreise  ausgetreten  sind,  ist 
der  Anziehungskraft  durch  die  ihr  in  Ii  in  gleicher  Grösse  entgegen- 
tretende Centrifugal kraft  die  Möglichkeit  genommen,  die  Tangential  - 
Geschwindigkeit  der  Teilchen  noch  zunehmen  zu  lassen;  sie  behalten 
aber  auf  Grund  der  Trägheit  einerseits  in  der  Richtung  der  Planeten- 
bahn um  die  Sonne  die  Geschwindigkeit  des  Planeten,  andererseits 
in  der  Richtung  der  Tangente  an  den  Aequator  des  Dunstkreises  die 
Rotatious-Geschwiudigkeit,  die  der  Punkt  B  bei  der  Umdrehung  des 
Planeten  um  die  Achse  FD  besitzt.  Sie  könneu  aber  nicht  der 
Tangente  folgen,  das  heisst,  sich  nicht  in  der  Richtung  der  Tangente 
vom  Dunstkreise  entfernen,  weil  sie  an  diesen  fortwährend  durch 
die  Anziehung  des  Gestirns  herangezogen  werden.  Sich  wieder  in 
den  Dunstkreis  einzufügen,  gestattet  ihnen,  wie  wir  schon  gesagt 
haben,  die  Centrifugalkraft  nicht,  durch  die  sie  vielmehr,  sobald  sie 
den  Dunstkreis  berühren,  dauernd  abgestossen  werden.  Es  bleibt 
ihnen  nichts  anderes  übrig,  als  sich  bei  B  ausserhalb  des  Dunst 
kreiscs  zu  lagern. 

Derselbe  Vorgang,  wie  er  beschrieben  wurde,  vollzieht  sich  in 
allen  Punkten  des  Aequators  der  Dunsthülle  in  seinem  ganzen  Um- 
tauge.  Zugleich  strömen  ununterbrochen  andere  Massenteilchen  den 
zuerst  ausgetreteneu  nach  und  drängen  diese  von  dem  Dunstkreise  ab 
weiter  nach  Z  hiuaus. 

Auf  solche  Weise  entsteht  um  die  Dunsthülle  ein  Ring  oder 
Wolkenzug  BZ  Figur  3,  der  wegen  der  stetig  in  Wirksamkeit  blei- 
benden Kraft  <jsin<r-  in  der  Richtung  parallel  zur  Planetenachso  ge- 
messen nur  sehr  düun  sein  kann  und  dem  in  Richtung  der  Aequa- 
torebene  eine  grössere  Ausdehnung  offen  steht. 

Der  Ring  des  Saturn  ist  sichtbar,  der  Ring  der  Erde  nicht 
Wir  sehen  ja  die  Luft  nicht,  in  der  wir  athmen:  um  so  weniger 
können  wir  die  Luft  von  dünnster  Dünne  sehen,  die  in  weitem  Ab- 
stände von  uns  den  Ring  um  die  Erde  bildet.  Aber  er  entgeht  uns 
nicht;  denn  das  Zodiakallicht  ist  unzweifelhaft  sein  Verräter. 

Noch  einiges  andere  von  allgemeiner  Bedeutung  möge  dem 
nächsten  Abschnitt  vorbehalten  und  der  grösserem  Anschaulichkeit 
halber  an  dem  Planeten  dargelegt  werden,  der  merkwürdiger  Weise 
in  unserem  Sonnensystem  allein  die  hier  in  Behandlung  genommenen 
Eigenschaften  deutlich  wahrnehmen  lässt. 
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VI.   Der  Ring  des  Saturn. 

In  der  nach  dem  Maassstabe  gezeichneten  Figur  4  ist  der  Saturn 
mit  seinem  Kranze  dargestellt.  Die  stark  puuktirte  Kreislinie  E  ist 
die  rechuungsmässige  Grenze  seiner  Atmosphäre,  also  die  Linie 
DEliF  der  früheren  Figureu.  Wie  kommt  es  dann,  so  lautet  sofort 
die  Frage,  dass  der  Ring,  der  nach  den  Lehren  der  vorigen  Ab- 
schnitte ausserhalb  der  erwähuteu  Grenze  liegen  sollte,  iu  diese  hin- 
einragt? Bevor  dies  erklärt  wird,  ist  noch  an  das  zu  erinnern,  was 
man  bisher  über  den  Ring  beobachtet  hat. 

Früher  schrieb  mau  der  Kranzscheibe  eine  Dicke  von  etwa  40 
Kilometern  zu,  was  mit  unseren  Ausführungen  über  die  Kraft  gsiu<p 
schlecht  übereinstimmt,  In  neuereu  Zeiten  haben  die  mächtigen 
Fernrohre,  die  mau  jetzt  besitzt,  Zweifel  an  den  40  km  erweckt  und 
zu  der  Meinung  geführt,  dass  mehr  als  ein  halbes  Kilometer  Dicke 
nicht  angenommen  werden  könne.  Die  S:ärkc  einer  Scheibe  zu 
messen,  die  dem  Eineu  aus  Dunstmassen,  dem  Andern  vielleicht  aus 
Flüssigkeiten  und  dem  Dritten  gar  aus  einem  kreisenden  Schwann 
von  staubwolkeuartigeu  Korperchcn  gebildet  zu  sein  scheint  und  die 
mindestens  1190  Milliouen  Kilometer  oder  achtmal  so  weit  wie  die 
Sonne  von  uns  entfernt  ist,  also  die  Dicke  einer  Scheibe  zu  bestim- 
men, die  aus  lauter  verschiebbaren  und  in  Bewegung  befindlichen 
Teilchen  besteht  und  die  aus  diesem  Grunde  schwerlich  eine  scharf 
begrenzte  Kante  hat,  das  ist  viel  zu  schwierig,  als  dass  die  Unsicher- 
heit der  bisherigen  Angaben  auffallend  wäre.  Für  uusere  Unter- 
suchungen ist,  wie  wir  sehen  werden,  die  Dicke  der  Scheibe  gleich- 
gültig. 

Selbst  der  grösste  Durchmesser  der  Scheibe,  obgleich  er  als 
ciu  grösseres  Object  schärfer  iu's  Auge  gefasst  werden  kann,  wird 
verschieden  gross  angegeben,  einmal  271100  km,  dann  von  dem  amerika- 
nischen, im  Jahre  IfeCiS  verstorbenen  Astronomen  G.  P.  Bond  278230 
km  und  in  den  neueren  Jahren  von  Barnard  276368  km.  Diese  Zahl 
sollte  die  zuverlässigste  sein ,  denn  sie  gründet  sich  auf  Beobach- 
tungen, die  ihr  Urheber  im  Jahre  1894,  als  die  Sichtbarkeit  des 
Saturn  besonders  günstig  war,  mit  dem  36  zölligen  Refractor  der 
Lickstern warte  ausgeführt  hat.  Der  Unterschied  der  beiden  amerika- 
nischen Zahlen  beträgt  1862  km  und  zeigt  zur  Genügo,  dass  die 
Angaben  über  die  Dicke  der  Scheibe  sich  rein  auf  Schätzung  be- 
schränken müssen. 

Schwer  zu  bekämpfen  ist  die  herrschend  gowordene  Ansicht, 
dass  der  Kranz  des  Saturn  aus  zwei  um  einanderlicgenden  Ringen  be« 
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stünde,  die  durch  einen  leeren  Zwischenraum  von  einander  getrennt 
wären.  Im  Anfange  unseres  Jahrhunderts  hat  man  von  dieser  Tren- 
nung nichts  gemerkt;  der  Astronom  Barnard  stellt  sie  auf  Grund 
seiner  sorgfältigen  Beobachtungen  ebenfalls  in  Frage  und  will  nur 
etwas  gesehen  haben,  das  ihm  wie  eine  schwache  duukle  Linie  auf 
dem  Riuge  erschienen  wäre.  In  unserer  Figur  ist  der  Zwischenraum 
den  G.  P.  Bond  3230  km  breit  angiebt,  durch  die  Kreise  F  uud  G 
angedeutet  werden. 

Wenn  wir  auch  mit  berühmten  Astronomen  in  Widerspruch  ge- 
raten, so  wollen  wir  doch  von  dem  vermeintlichen  Zwischenraum 
abseheu  und  zwar  sowol  weil  der  Astronom  Barnard  Glauben  ver- 
dient, als  auch  weil  das  Dasein  einer  leeren  den  Kranz  in  zwei  con- 
centrische  Ringe  spaltenden  Schicht  durch  uusere  Eutwickelungen 
widerlegt  wird.  Der  Astrouom  Bond  führt  auch  noclt  einen  dunkeln, 
innersten  Ring  an,  der  in  der  Figur  durch  die  Kreislinien  C  und  D 
eingeschlossen  wird  und  16155  km  Breite  haben  soll.  Zum  Kranze 
des  Saturn  kann  dieser  dunkle  Ring  oder  Raum  nicht  gehören: 
vielleicht  ist  es  dasselbe,  was  Barnard  einen  dunklen  Aepuatorial- 
gürtel  nenut  Wir  bleiben  bei  dem  Ringe  stehen,  der  bisher  stets 
als  der  eigentliche  Ring  betrachtet  wurde  uud  in  der  Figur  durch 
die  Kreislinien  D  und  H  begrenzt  worden  ist. 

Dieser  Ring  dreht  sich  anscheinend  rückläufig  um  den  Planeten 
herum.  Wir  haben  im  vorigen  Abschnitt  gesagt,  dass  und  weshalb 
jedes  Massenteilchen  £,  das  aus  der  Dunsthülle  austräte,  bei  der 
Umdrehung  um  die  Achse  FD  die  Tangential-Geschwindigkeit  be- 
wahrte, die  in  der  Grenzlinie  DEBF  Figur  3  sich  entwickelt  hätte, 
was  so  gut  für  den  Punkt  Z  gilt,  wie  für  jeden  zwischen  Z  uud  Ii 
befindlichen  Punkt.  Da  nun  der  Punkt  Z  in  Beziehung  auf  die  Bar- 
uard'schen  Angaben  um  28316  km  weiter  vom  Mittelpunkt  des  Saturn 
entfernt  ist  als  der  Puukt  ü,  so  muss  Z  mit  der  nämlichen  Ge- 
schwindigkeit auf  die  Secuude,  mit  der  B  den  von  ihm  bei  jeder 
Umdrehung  des  Planeten  mit  dem  Halbmesser  CD  beschriebenen 
Kreis  durchläuft,  eine  um  17800  km  grössere  Kreislinio  durch- 
laufen ,  was  zur  Folge  hat ,  dass  bei  jeder  Umdrehung  des  Saturn 
der  Punkt  Z  sich  um  zwei  Stunden  uud  zweiundvierzig  Minuten 
(2*42')  verspätet,  oder  mit  anderen  Worten,  dass  der  Punkt  Z 
zu  einer  Umdrehung  um.  die  Achse  des  Planeten  2°  42'  mehr  ver- 
braucht als  der  ^Puukt  B,  oder  der  Planet  selbst.  Ebenso  ist  es 
mit  dem  Punkte  zwischen  Z  und  B  mit  der  Maassgabe ,  dass  mit 
die  Verzögerung  kleiner  wird,  je  näher  der  fragliche  Punkt  bei  B 
liegt.  Auf  diese  Weise  entsteht  der  Eindruck  einer  rückläufigen 
Bewegung  dos  Ringes  um  den  Saturn. 
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Noch  haben  wir  zu  erwähnen,  dass  die  Ringscheibe  des  Satnrn 
streitig  aussieht.  Als  die  ersten  Massenteilchen  E  aus  der  Dunst- 
htillc  austraten,  bildeten  sie  einen  Ring  um  den  Planeten.  Daun 
folgten  audere  Teile  nach  und  schoben,  da  die  Wirkung  der  Kraft 
gsinqp  oder  der  Kraft  <jsiu  <pcos<p  (Abschnitt  III)  ihnen  nicht  er- 
laubte, sich  uebeu  dem  ersten  Riuge  zu  lagern,  diesen  weiter  hinaus 
und  bildeten  für  S'ch  den  zweiten  Ring.  Darauf  folgte  ein  dritter, 
ein  vierter  und  so  fort  immer  ein  neuer  Ring  nach  dem  andern,  bis 
die  jetzt  bestehende,  durch  den  Kreis  II  Figur  4  gekennzeichnete 
Ausdehnung  erreicht  worden  war,  deren  Zunahme  ununterbrochen 
stattfindet,  für  uns  kurzlebige  Menschen  aber  nicht  wahrnehmbar  ist. 
Hiernach  hätten  wir  also  zu  verstehen  gegeben,  dass  der  Ring  des 
Saturn  aus  lauter  coucentrischeu  Ringen  bestünde.  Man  braucht 
dies  jedoch  nicht  wörtlich  zu  nehmen,  sondern  nur  auf  die  soeben 
ausgesprochene  Bemerkung  zurückzugehen,  dass  die  au  der  Ausscn- 
scite  der  Greuze  DEBF  der  Dunsthülle  liegenden  Teile  des  Kranzes 
sich  in  ganz  verschiedenen  Zeiten  um  die  Planetenachse  drehen,  je 
nachdem  ihr  Abstand  von  dieser  grösser  oder  kleiner  ist.  Danach 
kann  es  nicht  ausbleiben,  dass  sich,  weun  es  nicht  schon  von  vorn- 
herein geschehen  ist,  auch  nachträglich  conccutrische  Ringe  bilden, 
denen  wir  keinen  unabänderlichen  Bestand  zusprechen  wolleu,  das 
heisst,  die  wol  hin  und  wieder  in  einander  verschwimmen  mögen,  die 
aber  dem  Kranze  des  Planeten  das  erwähnte  streifige  Aussehen  ver- 
schaffen müssen.  Da  der  Ring  durch  die  von  Norden  und  von  Süden 
gegen  einander  wirkenden  Kräfte  <jsin<p,  durch  die  Anziehung  des 
Planeten  und  durch  die  Centrifugalkraft  zusammen  gehalten  wird, 
da  er  also  ein  geschlossenes  Ganze  bildet,  so  gehen  die  Drehungen 
der  concentrischen  Ringe  um  einander  auch  auf  den  innerhalb  der 
Grenzlinie  DEBF  liegenden  Teil  des  Kranzes  oder  Ringes  über  und 
geben  auch  diesem  ein  streifiges  Aussehen. 


VII.   Die  Lag;e  des  Saturiiringes. 

Es  kommt  schliesslich  darauf  an,  die  Lage  des  Saturnrings  zu 
der  Grenzlinie  DEBF  zu  bestimmen,  also  auch  nachzuweisen,  wes- 
halb sich  der  Ring,  anscheinend  im  Widerspruch  mit  den  Erklärungen 
des  Abschnittes  I,  in  den  Raum  erstreckt,  der  von  der  Grenzlinie 
DEBF  umschlossen  wird.  Wesentlich  hierbei  ist,  dass  der  Ring 
gemäss  dem  Schlusssatz  des  vorigen  Abschnitts  ein  zwar  aus  losen 
Teilen  bestehendes,  aber  doch  in  sich  vereinigtes  Gebilde  darstellt. 

Wir  schneiden  den  Keil  KKHH  Figur  5  aus  dem  Ringe  heraus. 
Seine  Dicke  sei  gleich  eins,  seine  Breite  BB  ebenfalls  gleich  eins. 
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C  ist  der  Mittelpunkt  des  Saturn,  AA  seine  Oberfläche,  KK  die 
innere  und  HH  die  änssere  Kante  des  Saturnringes,  BB  die  im  Ab- 
schnitt I  berechnete  Grenzlinie  oder  die  Oberfläche  der  Dunsthülle 
vom  Halbmesser 

R  —  109  868  km 

Die  Centrifugalkraft,  die  sich  in  dem  Stück  BH  entwickelt,  vermehrt 
um  die  in  KB  entwickelte  Centrifugalkraft  muss  mit  der  Anziehung 
die  der  Planet  auf  den  ganzen  Keil  ausübt,  im  Gleichgewicht  stehen. 
Es  soll  Alles  auf  die  Linie  BB  bezogen  werden,  für  welche  wir  die 
Beschleunigung  der  Fallschwere  durch  y  bezeichnet  haben. 

S2I.  In  dem  Stück  BH  kommt  nach  dem  bisher  gesagten  durch- 
weg dieselbe  Tangential-Geschwindigkeit  v  vor,  die  dem  der  Grenz- 
linie BB  angehörigon  Punkt  B  bei  der  Umdrehung  um  die  Planeten- 
achsc  SN  zu  eigen  geworden  ist.  Da 

BB  =  1 

ist,  so  ist 

hh  =  R 

und  das  Differential,  das  zugleich  die  Masse  ausdrücken  möge, 

R  y 

Danach  ist  die  Centrifugalkraft 

-  ~  11    '  R+y'1* 

und  dies  von  0  bis  b  integrirt,  ergiebt  die  ganze  Centrifugalkraft 

x2 

des  Stückes  BH  gleich  Rb  oder,  weil 


2nR  .  /2«V  „,  /ar, 


In  Beziehung  auf  das  Stück  KB  könnten  zweierlei  Ansichten 
geltend  gemacht  werden,  entweder  dass  in  diesem  Stück  die  Tan- 
gential-Geschwindigkeit mit  dem  Abstände  vom  Mittelpunkte  des 
Planeten  gerade  so  zunimmt,  wie  in  dem  übrigen  Räume  innerhalb 
der  Grenzlinie  DE  BF,  oder  dass  das  Stück  KB,  dessen  Teile  vor- 
her, solange  sio  an  der  Aussenseite  von  DEBF  lagen,  die  constante 
Geschwindigkeit  v  hatten,  diese  wie  im  vorigen  Abschnitt  auch  dann 
noch  beibehalten  hat,  nachdem  es  durch  das  Stück  BII  in  den  In- 
neuraura  vou  DEBF  hineingedrückt  worden  war.  Wahrscheinlich 
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werden  beide  Geschwindigkeiten  einander  beeinflussen  und  fort- 
während mit  einander  kämpfen,  ohne  dass  eine  von  beiden  für  sich 
allein  jemals  die  Herrschaft  zu  behaupten  vermag. 

Die  erste  Ansicht,  wonach  die  Tangential-Geschwindigkeit  ver- 
änderlich ist,  soll  zunächst  in  Rechnung  gezogen  werden.  Für  die 
Masse  ee  ist  der  Umdrehungs-Halbmesser 

=  R  —  d  -f-  x 

die  Masse 

-      R  ** 

und  die  Centrifugalkraft 

R  —  d-\-x/2n\2  (R  —  d-\-x)*   ,        (R  -  <i-f  xf  (In \» , 

 R  \n)    ■"R-d+T  '**  ~      ~  R        "  V«)** 

was  von  0  bis  d  integrirt,  die  Centrifugalkraft  des  Stückes  KB  er- 
gäbe 

-3«(v)S|fi'-(Ä-")1  <®> 

Wenn  die  zweite  Ansicht  gelten  soll,  so  hat  man  einfach  den 
unter  A  gegebenen  Ausdruck  von  0  bis  d-\-b  zu  integriren  und  er- 
hält in  diesem  Falle  die  Centrifugalkraft  des  Stückes  KB 


(£.  Die  Anziehung  des  Saturn  auf  das  Massenteilchen  BB=l 
ist  nach  dem  Früheren  =  y,  mithin  auf  das  Massenteilchen  ee  gleich 

R  —  d+x  R*  R 

y  —R~-  '  (R=d-+xJ*d*  =  f  R=d+xdx 

was  von  0  bis  d+b  integrirt,  die  ganze  Anziehung,  die  der  Planet 
auf  den  Keil  HK  ausübt,  gleich 

_ ,  R+b 

yR  x«*R=d 

ergiebt.   Nach  Abschnitt  I  ist  aber 

mithin  dio  ganze  Anziehung  auf  den  Keil  gleich 


t)  r  l0*A  <6> 
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Es  ist  also  einmal  Sl  +  =  (£  und  das  andere  Mal  —  (£  zu 
setzen.  Im  ersten  Falle  erhält  man  nach  gehöriger  Auflösung  die 
Gleichung 

m 


b  R—d  ^  R' 


im  anderen  Falle  die  Gleichung 


Hierin  ist  für  den  Saturn  —  109863  der  im  Abschnitt  III. 
angegebeue  Halbmesser  seiner  Dunsthüllc;  A-j-f/ =  47810  km  nach 
G.  P.  Bond  die  ganze  Breite  RH  des  Ringes;  ff  und  d  siud  zu  be- 
rechnen. 

Im  ersten  Falle  ergiebt  die  Zahlenberechnung 

b  =  31271  km   und   d  —  1G5544  km  im  zweiten  Falle 

b  =  2563G  km    und   d  =  22179  km 

Zählt  man  b  zu  R  hinzu,  so  erhält  mau  den  Halbmesser  des  äusseren 
Randes,  und  wenn  man  d  von  R  abzieht,  so  erhält  man  den  Halb- 
messer des  innern  Randes  der  Ringscheibe.  Die  nachstehende  Ueber- 
sicht  giebt  Gelegenheit,  die  Zahlen  der  Berechnungen  und  die  Zahlen 
der  astronomischen  Beobachtungen  unter  sich  mit  einander  bequem 
zu  vergleichen. 


Streifenbreite 


Halbmesser 


Urspung  1 

der 
Zahlen 

b 

km 

d 
km 

des  äussern 
Randes 

km 

des  innern 
Randes 

km 

G.  P.  Bond 

29247 

18568 

139115 

91300 

Barnard 

28318 

19499 

138184 

90369 

Berechnung 

2) 

31271 

16544 

141139 

93324 

Berechnung 
<£ 

25636 

22179 

135504 

87689 

Mittel  aus 
£  und  (S 

28454 

193iil 

138322 

90507 

Nur  die  drei  fettgedruckten  Zahlen  sind  von  den  Astronomen 
angegeben,  und  die  übrigen  Zahlen  danach  und  nach  der  von  G- 
P.  Bond  angegebenen  Kranzbreite  von  48815  km  borechuet  worden. 
Die  letzte  Zeile  der  vorstehenden  Liste  enthält  auch  das  Mittel  aus 
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den  berechneten  Zahlen.  Dass  dieses  Mittel  mit  den  Barnard'schen 
Messungen  nahezu  übereinstimmt,  soll  aber  kein  Beweis  für  die 
Richtigkeit  der  vorausgegangenen  Herleitungen  sein;  denn  wenn 
diese  nicht  au  und  fUr  sich  richtig  wären,  dann  könnten  ihnen  auch 
keine  Zahlen  dazu  verhelfen.  Die  Angabe  des  Durchschnitts  er- 
schien im  Hinblick  auf  das,  was  vorhin  unter  (93)  über  die  zweierlei 
verschiedenen  Ansichten  gesagt  wurde,  nicht  überflüssig,  sondern  ge- 
radezu geboten. 

Zu  bemerken  ist  noch,  dass  der  Keil  KKHH  unter  der  bestän- 
digen Geschwindigkeit  v  dieselbe  Centrifugal kraft  ($58)  aoch  dann 
liefern  würde  ,  wenn  er,  zwischen  die  verlängerten  Radien  CH  und 
CH  gefasst,  dass  heisst,  von  diesen  Verlängerungen  begrenzt  und  in 
der  Masse  vergrössert,  ganz  ausserhalb  der  Grenzlinie  BB  läge, 
vorausgesetzt,  dass  seine  Höhe  sich  nicht  änderte. 

Anmerkung.  Nicht  unerwähnt  soll  bleiben,  dass  die  Kraft  qsrnq» 
oder  die  im  Abschnitt  III.  besprochene  Kraft  qs\u<pcos  <p,  in  dem 
Maasse,  wie  sie  an  die  Oberfläche  der  Erde  kommt,  in  dem  beweg- 
lichen Wasser  der  Meere  die  Meeresströmungen  verursacht  und  da- 
durch den  Grund  zu  Ebbe  und  Flut  legt.  Der  Mond  hat  dabei 
die  Aufgabe  übernommen,  durch  seine  Anziehung,  die  nicht  geläug 
net  werden  soll,  die  in  Bewegung  befindlichen  Massen 
einer  gewissen  Regelung  zu  unterwerfen. 
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XI. 

Ueber  das  gleichseitige  und  das  Höhenscbnitta- 

Tetraeder. 

Von 

R.  Hoppe. 


§  1.    Allgemeine  Anordnungen. 

Die  Gleichheit  aller  4  Seiten  und  der  Schnitt  aller  4  Höhen  in 
einem  Punkte  sind  2  Eigenschaften,  welche  2  specielle  Classen  von 
Tetraedern  defioireo.  Die  Vereinigung  beider  Eigenschaften  macht 
das  Tetraeder  zu  einem  regelmässigen. 

Die  Untersuchung  vereinfacht  sich  sehr ,  indem  wir  das  ortho- 
gonale Axensystem  so  legen,  dass  die  Anzahl  der  nötigen  Bestim- 
mungsstücke die  kleinste  wird,  nämlich  3.  Sei  eine  Seite  /»,PtPa 
als  beliebiges  Dreieck  angenommen  und  Ebene  der  iry,  eine  Kante 
Pt  P%  Axe  der  ar,  und  Pt  Anfang  der  arys,  überdies  (mit  Absehen 
vom  Spiegelbild)  *  ausschliesslich  positiv,  also  in  Coordinaten 

i>,  ==  (0,  0,  0);    P2  =  <«,  0,  0);    Ps  ~  <*,  r,  0)  ;    PA  ==  (t4,  yA%  *4)  ' 

(1) 

Dann  zeigt  sich,  dass  die  4te  Ecke  durch  a,  b,  c  beim  gleichseitigen 
Tetraeder  eindeutig  bestimmt,  beim  Höhenschuitts-Tetraeder  nur  von 
der  letzten  Höhe  abhängig  ist. 

Das  gegebene  Dreieck  P,/^/5,,  —  ±ac  sei  stets  bezeichnet 
durch  \A 

Arch.  4.  Math.  n.  Phy«.  2.  lUihe,  Tl.  XVL  17 
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§  2.    Gleichst Uigres  Tetraeder. 
Alle  Punkte  P4,  die  der  Bedingung 


P,PtP4  -  PtPtPt 


genügen,  liegen  offenbar  auf  einem  Cylinder,  dessen  Axe  PtP2  ist, 
und  der  durch  P3  geht.  Dies  angewandt  auf  die  2  übrigen  Seiten 
zeigt,  dass  PA  der  Schnittpunkt  dreier  Cylinder  ist,  dessen  Axen 
PSP8  ,  -Pjj-P,  und  PXP*  sind,  und  die  bzhw.  durch  /»,,  -P2  und  J°3 
gehen.   Die  Gleichungen  dieser  Cylinder  sind  bzhw. 


y  —  .'/i  i  '2 

H  —  Vi  I 

wo  $r„  gt,  die  Kanten  /\Pa,  PaPv  PlPi  bezeichnen.  Den  Coor- 
dinatenwerten  zufolge  werden  sie: 


X  b 


(2) 


y  c 


*  +       +  c  )at  «  (flc)2  (3) 


!  *  j  ;"+«,«,-(«)a  <«> 

Die  letzte  gibt  sogleich: 

y*  +  *  -  o*  (5) 
die  Differenz  der  2  ersten: 

%  —  c){2«e  +  (a-2Ä)»  — <*c]  -f  «(a  —  2/,)  *8  -0  (6) 
nach  Division  durch      —  c)  mit  Anwendung  der  vorigen  Gleichung : 

2 ex  -<2(a—b)c  —  0 

Demuach  ist  für  P4 

a-4  —  a  —  //  (7) 
woraus  nach  Einführung  in  Gl.  (3): 

\cy  +  b(a-  6)}»-  -AJ» 

Die  eine  Wurzel  ist  y  —  —  c;  ihr  entspricht  *  =  U.  Das  Tetraeder 
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degenerirt  liier  in  ein  Parallelogramm.  Die  andre,  demnach  allein 
gültige  Wurzel  gibt  als  (Koordinaten  der  gesuchten  Ecke: 

d—b 

af4  =  a  —  b ;    yA  —  c— •  '2b  —-- 
z*  -  |V  W«-Aj[««-Ä(a-6)]} 

Die  3  Factoren  unter  dem  Quadratwurzelzeichen  entscheiden 
über  folgende  Fälle.  Verschwindet  einer,  so  ist  j  rechtwinklig,  uud 
die  Figur  fällt  wegen  «4  =  0  in  eine  Ebene.  Wird  einer  negativ, 
so  wird  J  stumpfwinklig  und  das  Tetraeder  imaginär.  Mehr  als 
einer  können  nicht  null  oder  negativ  werden.  Sind  alle  Factoren 
positiv,  so  ist  4  spitzwinklig,  das  Tetraeder  reell.  Es  resultirt 
demnach: 

Lehrsatz  1.  Alle  Seiten  jedes  gleichseitigen  Tetraeders  sind 
spitzwinklig. 

Lehrsatz  2.  Auf  jedem  spitzwinkligen  Dreieck  als  Seite  lässt 
sich  ein  und  nur  ein  gleichseitiges  Tetraeder  errichten. 

Bemerkung.  Eine  Figurbetrachtung  zeigt  unmittelbar,  dass  3 
Parallelogramme  nebst  Diagonalen  die  Bedingung  gleichseitiger  Te- 
traeder mit  J  als  Basis  erfüllen,  nämlich  diejenigen,  welche  einzeln 
die  3  Seiten  von  d  zur  Diagonale  haben.  Nun  ergibt  die  Elimi- 
nation von  z  uud  x  zwischen  den  Gl.  (1)  (2)  (3)  direct  eine  Glei- 
chung 4.  Grades  für  welche  dann  durch  Division  auf  ersten  Grad 
herabsinkt.  So  verdankt  dio  alleingültige  Lösuug  (7j  ihre  Eindeutig- 
keit den  3  genannten  zu  verwerfenden  Lösungen. 


§  3.    Schwerpunkt  des  homogenen  gleichseitigen  Tetraeders. 

Sind  M  und  AT  die  Schwerpunkte  von  7,^,  PxPtPs  und  dem 
Tetraeder,  und  «2,  w.t,  u4,  f,  r,  v  die  Projectionen  der  Strecken 
PtPt.  PtPz,  PtPx,  PXL,  PXMXPXN  auf  ciuen  von  ^  ausgehenden 
Strahl,  so  ist 

tp  »         J(U4_r)  —  »(M2-j-„3.j-Mi)  (8) 

Geht  dann  der  Strahl  in  die  Axeu  der  sr,  y,  z  Uber,  und  mau  setzt 
für  die  u  die  Coordiuatenwerte  (1),  so  kommt  bzhw.: 

17* 
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Dennach  sind  die  Coordinaten  des  Schwerpunkts: 

*0  ^  ye  V'|A(«-*)[r*-4(a  /,)]} 

Die  erste  dieser  Gleichungen,  auf  alle  6  Kauten  angewandt,  zeigt, 
dass  die  normal  halbirenden  Ebenen  derselben  sich  im  Schwerpunkt 
schneiden.  Dieser  Schnittpunkt  aber  ist.  der  Mittelpunkt  der  um- 
schriebenen Kugel.   Es  folgt: 

Lehrsatz  3.  Der  Schwerpunkt  des  homogenen  gleichseitigen 
Tetraeders  ist  zugleich  der  Mittelpunkt  der  umschriebenen  Kugel. 

Bemerkung.  Das  Vorstehende  hat  eine  gemeinsame  Eigenschaft 
des  gleichseitigen  Tetraeders  und  des  gleichseitigen  Dreiecks  ergeben. 
Mau  könnte  die  Frage  untersuchen,  ob  die  analogeu  Gebilde  von 
beliebig  vielen  Dimensionen  sie  besitzen. 


§  4  Höhenschnitts-Tetriieder. 

Sei  Ar  eine  Normale  auf  der  Dreiecksebene  /I  und  M  ein 
variabler  Punkt,  der  sie  durchläuft.  Dann  beschreibt,  die  Gerade 
P9M  eine  Ebene  Q.  Normal  zu  jedem  P^M  gehe  eine  Ebene  E 
durch  Pv  Die  Schnitte  aller  E  sind  offenbar  einander  parallel,  weil 
normal  zu  Q.  Geht  also  einer  durch  P9,  so  gehen  alle  durch  Px 
und  P„.  Hiermit  erfüllen  alle  E  die  Bedingung  der  Ebene  einer 
zweiten  Tetraederseite  gegenüber  Pt ,  deren  Höhenlot  von  Pt  durch 
M  geht.  Nun  ist  die  Ebene  4  eine  der  Ebenen  Q,  entsprechend  dem 
Fasspunkt  von  N\  auch  hier  ist  P2M  normal  zu  Pt  Ps.  Angewandt 
auf  alle  3  Seiten  ergibt  sich: 

Lehrsatz  4.  Schneiden  sich  die  Höhen  eines  Tetraeders  in 
einem  Punkte,  so  liegt  der  Fusspunkt  einer  jeden  im  Höhenschnitt 
des  entsprechenden  Seitendreiecks. 
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Damit  auch  der  umgekehrte  Satz  gilt,  ist  noch  die  Bedingung 
zu  erfüllen,  dass  die  3  analogen  Ebenen  E  sich  auf  N  schneiden. 

Der  Höhenschnitt  des  Dreiecks  J  hat  die  Coordinaten : 

a—  b 

x~Ä;     y  =  6  —  ;    z  «=>  0 

daher  der  Höhenschnitt  des  Tetraeders: 

X=*A;  y  =  *a~~-;  3  =  h  (9) 

wo  h  eine  unbekannte  Strecke  bezeichnet.  Daraus  laesen  sich  die 
Gteicbungen  der  übrigen  Höheu  (als  Verbindungen  des  Punktes  (9) 
mit  /»„  7»s,  /*„)  und  hieraus  wieder  die  der  zu  ihnen  normalen  Te- 
traederseiten berechnen,  nämlich 

—  <t)+l>a~-  y-f  hz  =  Ü  j 
(L-a)x  +  b  — ~  y  +  hz  -  0    >  (10) 

(Ä  ~  IT  ~c*)  *  +  hzz=  0  ) 
Als  deren  Durebsehuitt  ergibt  sich  der  Punkt  P4  mit  den  Coordinaten 

Die  letzte  Bedingung  ist  also  von  selbst,  uud  sogar  für  willkürliches 
ä  erfüllt.   Es  hat  sich  ergeben: 

Lehrsatz  5.  Auf  jedem  Dreieck  als  Seite  lassen  sich  Höhen- 
schnitts-Tctraeder  errichten. 

Lehrsatz  6.  Ein  Höheuschnitts-Tetraeder  behält  diese  seine 
Eigenschaft,  wenn  die  Höhe  über  einer  uuveränderten  Seite  longi- 
tudinal  variirt. 

Lehrsatz  7.  Der  Normalabstand  des  Höheuschnitts  von  einer 
Tetraederseite  variirt,  wenn  diese  unverändert  bleibt,  der  Höhe  um- 
gekehrt proportional. 


§  5.  Gleichseitiges  Höhenschnltts-Tetraeder. 

Soll  ein  Tetraeder  beide,  in  $  2.  und  §  4.  genannten  Eigen* 
Schäften  haben,  so  müssen  (bei  ideutificirten  Grundflächen  4)  die 
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Werte  (10)  und  (11)  gleich  sein.  Die  Werte  von  und  ergeben 
sofort: 

a  ~  2b  \   c*  -  36* 

Dies  gentigt  schon,  das  Grnnddreieck  zu  einem  gleichseitigen  zu 
machen,  und  nach  Gl  (11)  zeigt  der  Wert 

dass  das  Tetraeder  regelmässig  ist.  Gl.  (11)  bestätigt  dies  nur 
durch  dessen  Mittelpunkt: 

h  ~  \  Vi  a 

Lehrsatz  8.  Ein  gleichseitiges  Höuetischnitts-Tetraeder  ist 
stets  regelmässig. 


§  6.   Schwerpunkt  und  Mittelpunkt  der  umschriebenen  Kugel  fiir 

das  HöhenschnittS'Tetraedcr. 

Nach  der  Formel 

«  «=  H"*  4-  "s  +  "4)  (*> 

sind  die  Coordinaten  des  Schwerpunkts: 

'0  -  1  («  +  2&)  \ 

*-*(fl+*aT")  >  (12) 

Der  Mittelpunkt  der  umschriebenen  Kugel  wird  bestimmt  als  der 
Schnittpunkt  der  Ebenen,  welche  3  Kanten  normal  halbiren.  Wir 
wählen  die  Kanten  PxPt%  PXPS,  PXPA.  Die  Gleichungen  der  Ebenen 
sind: 
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woraus  als  Coordiuaten  des  Mittelpunkts  der  umschriebenen  Kogel: 


(14) 


a  -b  e*  —  b(a-b)  B 


Soll  dieser  mit  dem  Schwerpunkt  zusammenfallen,  so  müssen  die 
Werte  von  z,  y,  z  gleich  c6,  y#,  *,>  sein,  demnach  zuerst 

also  das  Grunddreieek  gleichseitig,  und  das  zugehörige  Höhenlot 
muss  auf  dessen  Mittelpunkt  stehen. 

Führt  man  die  gefundenen  Werte  für  a,  c,  x,  y  in  Gl.  (12)  (13) 
ein,  so  kommt: 

also  gemäss  2  —  *„: 

V6 

Dies  ergibt  nach  Gl.  (14): 

was  einem  regelmässigen  Tetraeder  entspricht. 

Lehrsatz  9.  Ein  Höhenschnitts-Tetraeder,  dessen  Schwer- 
punkt mit  dem  Mittelpunkt  der  umschriebenen  Kugel  zusammen- 
fällt, ist  regelmässig. 


§  7.  Fernere  Eigenschaften  des  gleichseitigen  Tetraeders. 

Seien  die  Kanten  PtPA,  PfPa  P^pa  bezeichnet  durch  ^14,  gu, 
g3i.    Dann  ist 

(s.  Gl.  (5)  (7)),  also  analog  auch 

014  "  01  '»    0*4  **  01 '1     034  —  03 

Demnach  bat  jede  Seite  des  Tetraeders  ausser  einer  gemeinsamen 
2  gleiche  Kanten  mit  zl   Es  ergibt  sich: 
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Lehrsatz  10.  Die  Gegeokaoten  eines  gleichseitigen  Tetra- 
eders sind  einander  gleich. 

Lehrsatz  11.  Sind  alle  Seiten  eines  Tetraeders  einander 
gleich,  so  sind  sie  anch  eioander  congrnent. 

Infolge  des  Lehrs.  10.  stellt  sich  die  Spitze  P4  des  gleichseitigen 
Tetraeders  als  Schnitt  dreier  Kugeln  dar: 


V+y43  +  V  =  *i*  (16) 

(r4  _  b)*  +  (y4  -  c)«  +       -  flr8» 


Durch  Subtraction  je  zweier  ihrer  Gleichungen  ergeben  sich  zwei 
lineare  Gleichungen  für  j\  und  y4.  Aus  Gl  (5)  folgt  daun  der 
Wert  von  *4,  sämtliche  Coordiuaten  iu  Uehereiustimmung  mit  §  *2M 
einfacher  hergeleitet,  aber  erst  vermöge  der  Gleichheit  der  Gcgeu- 
kanten. 


§  8.  Mittelpunkt  und  Radius  der  eingeschriebenen  Kugel  eines 

gleichseitigen  Tetraeders. 

Ist  K  ~  (x0y0z0)  der  Mittelpunkt  der  eingeschriebenen  Kugel, 
so  hat  dieser  gleichen  Xormalabstaud  r  von  allen  4  Seiten.  Zu- 
nächst ist  also 

*o  —  r 

Legt  man  nun  6  Ebenen  durch  K  und  einzeln  durch  alle  Kanten, 
so  wird  das  Tetraeder  iu  4  congrueute  Tetraeder  =  3  Jr  geteilt. 

Das  Tetraeder  auf  der  Seite  P^P^  ist,  wenn  mau  sich  in  Be- 
treff des  Vorzeichens  durch  das  regelmässige  Tetraeder  leiten  lässt: 


H—H   zq— H 


\  b—a  aJ4— a  ?0~a 

,  c  VA  Va 
1  0       .«  H 


b  xK  ar0 

Ii  1  1 

c  Vi  Vo 

0  *4  r0 

0  z*  *„ 

Das  Tetraeder  über  PtPaPA: 
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b    x4  ar0 

*  y*  yo 

«4  Z0 


0 


das  Tetraeder  über  ?,r,P4; 


4,r  - 


ausserdem  ist 


111 

0    ^  z0 


woraus  nach  Addition,  sofern  «4,  —  Jä  =     =  d: 


folglich 


3Jr  —  ac(z4  —  zo)  —         —  r) 


Dieselben  Gleichungen  ergeben  auch: 

(a  -f-  6)      —  «c  (a4  ar0  -  x4  *o)  d.i. 
a  -f-  b  =  ix0  —  (a  —  b)  oder: 
'0  —  j« 


ferner 


/fr 

—  -  *4Jto  ~  y**0  —  (4^u— jf«)r 
4yo  -  c  +  y4  -  2c  -  26  — 

Da  die  x9 ,  y0,  mit  den  Goordinaten  des  Schwerpunkts  überein- 
stimmen, so  hat  man  in  Ergänzung  von  Lehrsatz  3: 

Lehrsatz  12.  Der  Schwerpunkt  des  gleichseitigen  Tetraeders 
fällt  zusammen  mit  den  Mittelpunkten  der  um-  und  eingeschriebenen 
Kugel. 
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§  9.   Mittelpunkt  und  Radius  der  eingeschriebenen  Kogel  des 

Uöueuschnitts-Tetraeders. 

Setzt  man  den  doppelten  Umfaug  eines  beliebigen  Tetraeders 

Jt  +  J2  +  J3  +  A  -  V 

so  ist  das  sechsfache  Tetraeder 

Ur  «  Jz4  =  <i<?24 

Die  Bezeichnung  von  §  8.  sei  beibehalten  und  uur  die  Gleichheit  der 
Seiten  in  Weglall  gebracht.  Dann  führt  die  gleiche  Rechnung  wie 
in  §  8.  zu  lolgcudeu  Ergebnissen: 

«^a-f-/yJ.t  -f  tf,  ^/  -f"  «  ^4 

—  Jj  »     Jfo  —  jj  c 

Um  aus  diesen  für  beliebiges  Tetraeder  geltendcu  Formeln  die  dem 
Hobensehiiitts-Tetraeder  entsprechenden  zu  erhalten,  sind  nur  die  in 

§  6.  angegebeneu  Werte 

a — b  a~~b  c1 —  b{a  —  b) 

**-b\  n^f>  c   ;  ^  =  *  ct  — 

und  die  Seiteuinhalte  einzusetzen.  Letztere  findet  man  iu  bekannter 
Weise  aus  ihren  Projectioueu  auf  die  Coordinatenebenen;  es  ergibt 

sich :   

c*-b(a-b)  l/  c'  +  (a-b)* 


—  b) 

c 


,  a-il/  ,  1  /         a  —  by 


§  10.   Lage  der  genannten  Ceutra  des  Höbenscnnltta-Tetraeders. 

Die  Coordinaten  der  3  erston  Ccntra  sind,  um  sie  zum  Ver- 
gleich zusammenzustellen: 

Höhenschnitt  K: 

a  —b 

X~b;    Y  =  b  ;    Z=  k 
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Schwerpunkt  K'\ 
«  +  2*  c*  +  b(a~b)  a-b  (  7a-*\ 


Mittelpunkt  der  umschriebenen  Kugel  K": 
Y„      <*      v„       c2  —  b(a  —  b)  ia  —  b(       ia~b\  % 

demnach  zu  relativer  Bestimmung: 

A"  — A*»a;    y'—  Z*-^-»y 
A"-A  =  2«;     V"—  Y—2ß\  ^  =  2y 

wo 

«  ~  .       c-  -  'Ab  [u  —  b)  a-b  c-  —  b  (a  -  b) 

u==  \  5  ß~     4c     ;  y-b  Ah  -  V —  -* 

Die  genannten  3  Centra  liegen  also,  gleichwie  Höbenschuitt  und 
Ümkreismittelpunkt  eines  Dreiecks,  auf  einer  geraden  Linie,  in  glei- 
cher Reihenfolge,  aber  iu  sueeedirenden  Abständen,  die  beim  Dreieck 
sich  verhalten  wie  2:  1,  beim  Tetraeder  wie  1:1.    Setzt  mau 

x2  =  er  -j-  ß-  -]~  y* 

so  dass  beim  Tetraeder  die  Richtungseosiuus  jener  geraden  Linie 

et    ß    v  «  ß 

.    ,  -.  beim  Dreieck         werden,  so  ist  beim  Tetraeder  KK'=*k 

XXX  XX 

KK"  ~  2x;  Ä"  K"  x  beim  Dreieck  KK'  =  x;  KK"  jj  x  , 
K'K"  =  |x. 

Die  Ausdrücke  für  Inkugcl-  und  Inkreismittelpuukt  des  Tetra- 
eders und  Dreiecks  zeigen  zunächst  die  Aehnlichkeit ,  dass  sie  den 
Umfang  zum  Neuuer  und  einen  aus  den  Seiten  ähnlich  gebildeten 
Zähler  haben;  eine  instruetive  geometrische  Beziehung  kaun  viel- 
leicht noch  entdeckt  werden. 


|  11.  Zur  Determination. 

Der  U  mfang  boider  in  Rede  stehonden  Specialclassen  vom  Te- 
traeder ist  von  den  vorstehenden  Sätzen  vollständig  enthalten.  In 
Betreff  der  gleichseitigen  Tetraeder  liegt  die  Determination  unmittel- 
bar zutage.  Es  gibt  genau  ebensovicle  verschiedene  (d.  h.  weder 
congruente  noch  symmetrische)  gleichseitige  Tetraeder,  als  es  ver- 
schied ene  spitzwinklige  Dreiecke  gibt. 
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Auch  das  Gebiet  der  Höhenschuitts-Tetraedcr  ist  durch  die  Be- 
stimmung der  Spitze  P4  bezüglich  auf  eiue  Gruudseite  schon  absolut 
begrenzt.  Zwar  lässt  sich  die  Variatiou  des  Parameters  h  auf  4 
Parameter  bezüglich  auf  alle  4  Seiten  anwenden.  Da  aber  die 
Variabilität  von  h  bedingt  ist  durch  Uuveränderlichkeit  des  Grund- 
dreiecks, so  können  nie  mehr  als  ein  Parameter  zugleich  variiren. 
Hat  man  nun  das  Gebiet  nur  mit  Berücksichtigung  eines  Grunddrei- 
ecks begrenzt,  so  umfasst  letzteres  schon  alle  möglichen  Dreiecke, 
mithin  kann  die  Wahl  eines  der  3  übrigen  Seiten  zum  Gruaddreieck 
keinen  neuen  Fall  ergeben.   Die  Determination  lautet: 

Es  gibt  soviele  verschiedene  Höhenschnitts -Tetraeder,  als  es  ver- 
schiedene Dreiecke  (als  Grundflächen)  uud  verschiedene  Strecken 
(als  Höhen)  gibt. 


§  12.   Gleichseitiges  Tetraeder  eingeschrieben  In  ein 

Paralleleptpedon. 

Je  2  Gerade  im  Räume  bestimmen  2  parallele  Ebenen,  auf  denen 
sie  liegen.  Um  z.  B.  aus  den  Gleichungen  der  2  Gegenkanten  PtPs 
und  P3/'9,  nämlich 

y  —  U-,   z  =  0   uud   ,  =  — 

diese  Ebeneu  zu  erhalteu,  braucht  mau  nur  mit  der  letzteren  durch 
Pt  die  Parallele 

x  y  z 

zu  ziehen;  denn  diese  bildet  mit  der  erstem  die  Winkelebene. 

uy  +  (c  —  y*)*  =  o 

mit  der  dann  die  andre  Ebene 

nur  parallel  durch  Ps  zu  nehmen  ist.  Erstere  sei  Ebene  der  neuen 
Coordinäten  XY  (d.  i.  Z  —  0).  Sie  geht  aus  der  xy  Ebene  durch 
Drehung  um  die  Kante  P±Pt  hervor,  so  dass  die  Coordinatenrela- 
tionen  die  Form  haben  müssen: 

z  =  X;  y  =  Ycos&  —  ZsinO;   *  -  Fsin^-f  Zcoatf 
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2G9 


und  zwar  bestimmt  sich  der  Drehungswinkel  &  am  einfachsten  aus 
den  Bedingungen  Z  =»  0 ,  Z3  =  ZA ,  woraus  sogleich  mit  Beachtung 
von  Gl.  (5)  folgt: 

y4«,_  <?cos2#,  s4  —  —  <?sin2a 

also 


Verfährt  man  ebenso  mit  allen  3  Gegenkantenpaaren,  so  ent- 
stehen 3  Paare  paralleler  Ebenen,  dio  ein  Parallelepipedon  begren- 
zen« in  welches  das  Tetraeder  in  dem  Sinne  eingeschrieben  ist,  dass 
seine  6  Kanten  Diagonalen  der  6  Seiten  desselben  bilden.  Seine  4 
Ecken  fallen  in  4  der  8  Ecken  des  Parallelepipedons ,  während  die 
4  übrigen,  unberührt  vom  Tetraeder,  Ecken  eines  zweiten  Tetra- 
eders sind,  das  zum  ersten  in  reeiproker  Beziehung  gegenseitiger 
Bestimmung  steht. 

Die  3  Höhenlote  des  Parallelepipedons  werden  unmittelbar  im 
Tetraeder  dargestellt  als  Normal  Verbindungen  der  Gegenkanten. 
Aus  den  Gleichungen  der  Gegenkanten  PtPs  und  P3P4  ergeben  sich 
zunächst  deren  Normalebenen 

(*2  -  xt)  (x  -  A)+(yt  -  yx)  (y  -  B)  +  {z,  -  zx)  (z  -  C)  =  0  (16) 

(^-^)(*'-^)H-(y4-ys)(y  -"')+(**-**)(*' -O  -  o  (17) 

bzhw.  für  die  Fusspunkte  (ABC)  und  (A'B'C).  Jeder  dieser  2 
Punkte  muss  aber  auf  beiden  Normalebenen  liegen;  demgemäss 
mu8s 

(xt-x%)(A' -A)  +.  .  .  =  0  (18) 
(*4  —  's)  M'  —  A)  +  .  .  .  -  0  (19) 
und,  damit  jeder  auf  zugehöriger  Kante  liegt, 

il-xj+iifo-arj);    B  =  y, -f  fi(ys  —  y,) :  .  .  .  (20) 
-  *a +f*'(*4  -  *s) ;    *  -  n+  P'fri  ~  fa)  t  -  •  •  (21) 

sein.  Diese  Werte  in  Gl.  (18)  (19)  eingesetzt  gibt  2  lineare  Glei- 
chungen zur  Bestimmung  von  p  und  p'  und  nach  Gl.  (20)  (21)  von 
A,  ü,  C,  A\  B\  C  Sind  letztere  festgesetzt,  so  Hegen  die  Punkte 
(xyz)  und  (x'y'z'),  welche  die  Gl.  (16)  (17)  befriedigen,  auf  der 
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Schnittlinie  der  2  Normalebenen,  ausgedrückt  durch  Verbindung  bei- 
der Gleichungen.   Der  Normalabstand  ist  dann 

-  V\W  ~  -A)2  -f-  (B'  -  J3)*  +  (C  —  C')8} 

Auch  wird  derselbe  als  Höhe  des  Parallelepipedons  dargestellt  durch 


;?4=.rsin#~  y*  r+-?« 

Die  vorstehenden  Formeln  sind  nur  für  1  Höhenlot  ausgeschrieben, 
zur  Anwendung  auf  die  2  Übrigen  bedarf  es  nur  der  Vertauschung 
der  Indices  1,  2,  3,  4. 
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XII. 

Die  Scitensyimnetricgeraden  fies  Dreiecks; 
als  besonderen  Fall  die  Steinersche  Curve  des 

Dreiecks. 

Von 

Dr.  Bücking, 

Oberlehrer  in  Metz. 


Einleitung. 

Nach  dem  bekannten  dualistischen  Gesetz  müssen  den  involutori- 
schen  Punktsystemen  der  Ebene,  in  denen  die  Punkte  sich  paarweise 
entsprechen,  Strahlensysteme  gegenüberstehen,  in  welchen  die  Geraden 
involutorisch  zugeordnet  sind.  Zu  diesen  gehört  das  System  der 
Seitensymmetriegeradcn;  ich  ncnno  2  Geraden  Symmetriegeraden, 
wenn  sie  die  Seiten  eines  £v  in  gleich  weit  von  den  Seitenmitten 
entfernten  Punkten  schneiden.  Legt  man  bei  den  Punktsystemen 
die  speciellen  Punktcoordinaten  (#,av3)  zu  Grunde,  bei  welchen  die 
Abstände  selbBt,  nicht  bestimmte  Vielfache  derselben  als  Coordinaten 

111 

angesehen  werden,  so  sind     ,     »      die  Coord.  des  Winkelgegen- 

ajj    ac2  rs 

punkts  von  (^Xjj-j).  Wählt  man  bei  den  Liniensystemen  als  Linien* 
coordinaten  die  Abständo  der  Geraden  von  den  Ecken  des 

Grunddreiecks,  so  sind  £--=1,2,3  und  ^  die  Coordiuaten  zweier  Seiten- 
symmetriegeraden.  In  diesem  Sinne  stehen  die  Seitensymmetrie- 
geraden  den  Winkelgegenpunkten  zur  Seite. 

Die  Geometrie  des  Dreiocks  entfaltet  ihren  grössten  Reiz  in  den 
besonderen  Fällen;  unter  den  Kegelschnitten  z.  B.,  welche  durch  die 
Mittelpunkte  der  Seiten  des  Dreiecks  gehen,  hat  gewiss  der  Kreis 
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von  Feuerbach  die  meisten  und  merkwürdigsten  Eigenschaften.  Alle 
sogenannten  merkwürdigen  Puukte  sind  um  so  wichtiger  für  das 
Dreieck,  je  elementarer  ihr  Zusammenhang  mit  ihm  ist,  z.  B.  können 
sich  die  Brocard'schen  Punkte  nicht  mit  dem  Schwerpunkte  messen. 
Bei  Untersuchungen  über  das  Dreieck  wird  man  also  stets  gezwungen 
sein,  die  Einzelfalle  der  allgemeinen  Sätze  auszubeuten.  Es  wurde 
nicht  immer  die  analytische  Methode  angewandt,  da  sie  in  trimetri- 
sehen  Coordinaten  ungeeignet  zur  Untersuchung  von  Winkeln  und 
Massverhältnissen  ist.  Die  analytischen  Teile  enthalten  einen 
interessanten  Stoff  für  projectivische  Coordinaten;  der  englische 
Mathematiker  Green  schreibt:  the  question  (die  von  den  normalen 
Symmetriegeraden  umhüllte  Steiner'sche  Curve)  was  proposed  to  me 
some  time  ago  in  conversation  by  Dr.  Hirst  as  one  of  some  difficulty 
and  apt  for  the  exercise  of  the  method  of  trilinear  coordinates.  (The 
geometry  of  the  triangle.  u.  s.  w.,  1865). 

Es  bedeutet  H  den  Höhenschnittpunkt ,  M  den  Mittelpunkt  des 
umgeschriebenen,  O  des  eiugeschriebeneu  Kreises,  £  den  Schwer- 
punkt, I\  Dt  £>3  die  Mittelpunkte  der  Seiten  des  Grunddreiecks 
A%AiAfi\  ferner  C*  einen  Kegelschnitt,  FÄ  einen  Strahlenbüschel 
zweiter  Classe,  also  die  Tangentenschaar  eines  Kegelschnitts,  Cw  eine 
Curve  nter  Ordnung,  einen  Strahlenbüschel  nter  Classe;  Ssg  sei 
die  Abkürzung  für  Seitensymmetriegerade  ,  Fpl  für  Fusspunktliuie 
Wgp  für  Winkelgegenpunkt,  Sgp.  für  Seitengegenpunkt. 

1.  Seitengegenpunkte. 

Die  Punkte  Pund  P%  sind  Seitengegenpunkte  im  Dreieck  A^A^A^ 
wenn  ihre  Verbindungsgeraden  mit  den  Ecken  die  Gegenseiten  des 
Dreiecks  in  gleichweit  von  deu  Mittelpunkten  der  Seiten  eutferuten 
Punkten  schneiden,    (s.  Fig.  1.) 

Wenn  die  barycentrischen  Coordinaten  vom  Punkte  P  (d.  b. 
Grössen,  welche  den  Flächen  PAtA^  PA$AV  PAtAt  proportional 
sind)  —  /)„  pt,  p3  sind,  so  sind  diejenigen  von 

1    1  1 

Pi  Pt  Pi 

die  Coordinaten  beider  Punkte  sind  reeiproke  Werte.  Es  ist  nütz- 
lich, die  barycentrischen  Coordinaten  als  Punktcoordinaten  für  die 
folgenden  Untersuchungen  zu  verwenden. 

Durchläuft  P  die  Gerade  a,  deren  Gleichung  (in  b.  C.)  ist 
alx't  ~f~  öi  **  "i"  azxs  0 
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so  erhält  man  den  Ort  seines  Seitengegenpunktes,  indem  man  die 
x,  mit  1   vertauscht,  also 


'  «1*3 +  a^xx  -f-  az  xx  x%  0 

d.  h.  einen  durch  Ax,  A%,  AA  gehenden  Kegelschnitt. 

Im  allgemeinen  entspricht  einer  C*  eine  C2";  die  Verwandtschaft 
beider  Systeme  ist  eine  quadratisch  involutorische.  (s.  A.  Müller- 
Kempten,  Untersuchungen  über  die  merkwürdigen  Punkte  und  Linien 
des  Dreiecks  1889;  F.  Bücking,  die  Winkelgegenpuukte  des  Drei- 
ecks, Progr.  1892.  Nr.  522.  S.  2). 

Aehnlich  gestalteu  sich  die  Formeln  für  die  Liniencoordinaten. 
Der  Punkt  P  mit  den  baryccntrischen  Coordinaten  pu  pt,  pä  hat  die 
Gleichung 

worin  die  £»•  die  Abstände  jeder  beliebigen  durch  P  gehenden  Ge- 
raden von  den  Ecken  des  Dreiecks  bedeuten.  Der  Seitengegcnpunkt 
von  P  hat  die  Gleichung 

h.  .f  k  a_  h  .  u 

Pl      Pi  Ps 

Die  Coefficienten  dieser  Gleichungen  sind  also  den  Puuktcoor- 
dinaten  der  durch  die  Gleichungen  dargestellten  Punkte  proportional. 

Jedem  Punkte  der  Ebene  entspricht  ein  bestimmter  Punkt  als 
Seitengegen punkt ,  mit  Ausnahme  der  Ecken  des  Dreiecks  A1AiAi1 
z.  B.  ist  At  als  Gegenpunkt  eines  jeden  auf  A*AS  liegenden  Punktes 
zu  betrachten.  Sich  selbst  entsprechende  Punkte  sind  der  Schwer- 
punkt S  und  die  Schnittpunkte  der  Parallelen  durch  Alt  A3  und  A3 
zu  den  Seiten  des  Dreiecks. 


2.  Seiten8ymmetriegeraden. 

Man  erhält  die  Sag.  pt  einer  beliebigen  />,  indem  man  auf  den 
Seiten  des  Dreiecks  AXA%AZ  die  zu  den  Schnittpunkten  mit  p  in 
Bezug  auf  die  Seitenmitten  symmetrisch  gelegenen  Punkte  aufsucht 
(Fig.  1.)   Die  Gleichungen  von  p  und  pt  sind 

Arch.  4.  M»th.  a.  Phyi.   2.  Seihe,  T.  XVI.  18 
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1) 


*i +  o 

Pi      Pi  P:\ 


also  in  Liniencoordinaten 

Ii  :  ?2  :1s  0  Pi  Pi  •  Ps 

2) 

.....111 
h  :  ' 2  :  **  ~  Pi  :  Ps  1 

Eine  Oerade  fallt  mit  ihrer  Ssg  zusammen,  wenn 

Pi  —  ±  Ps  =  ±  Pi 

ist.    Dies  giebt  die  4  Geraden 

x\  +  x2  +  *8  s  () 
—     -f  ara  +  ar3  =  0 

—  ff3  +  *s  =  0 

Diese  als  Ssg  sich  selbst  entsprechenden  sind  die  x  ferne  Ge- 
raden der  Ebene  und  die  Seiten  des  Dreiecks  £),/)3/)3  (s.  Einleitg.). 

Im  System  der  Ssg  entspricht  also  jeder  Geraden  eine  be- 
stimmte andere,  mit  Ausnahme  der  Seiten  des  Dreiecks  AlAiAs>  von 
welchen  jede  go  viele  entsprechende  Geraden  hat,  nämlich  alle  durch 
den  Gegenpunkt  des  Dreiecks  gehende. 

Wir  wollen  nun  das  Gebilde  betrachten,  das  eine  Gerade  g 
durchläuft,  wenn  ihre  Seitensymmetriegorade  sich  um  einen  Punkt 
dreht.   Der  Punkt  sei  P  und  seine  Gleichung 

3)  Pili  -\-Psh-\-P3h  =  0 

Dann  müssen  die  Coord.  von  g  nach  2)  notwendig  die  Gleichung 
erfüllen 

oder 

4) 

Pih*z  -\-Pt^t  +  Psli*s  =  0 

Dies  ist  ein  Strahlenbüschel  zweiter  Classe,  zu  welchem  auch 
die  Seiten  des  Dreiecks  Ax  A*A%  gehören.  Wir  wollen  es  kurz  be- 
zeichnen mit  r{n)  oder  auch,  indem  wir  den  umhüllten  Kegelschnitt 
in's  Auge  fassen,  den  Kegelschnitt  n.    Den  Punkt  P  und  die  r(n) 
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wollen  wir  als  „zusammen  gehörend"  oder  „entsprechend44  bezeich- 
nen,  (s.  Fig.  2.) 

Die  Berührungspunkte  von  n  mit  den  Seiten  des  Dreiecks  findet 
man,  indem  man  schreibt 

und  den  Coefficienten  von  also 

P*h  +  Pü'ts  =  0 
setzt.    Die  Berührungspunkte  sind  dann 

k  +  h  =  o,     5a  +  «V  =  o.     *  4-  ^2 -  =  o 

7>2        J>3  />3        Pl  J>1  />2 

Wir  nennen  sie  if„  iy2,  AJBt,  A9B2,  A^B^  schneiden  sich  dann 
im  Punkte 

Pt      P2  Pa 

er  ist  der  Seitengegenpunkt  /',  von  P.  Wir  nennen  ihn  den  Nagel- 
schen  Punkt  des  Dreiecks  AlA2A3  in  Bezug  auf  n  oder  kurz  den 
N.  P.  von  indem  wir  einen  Namen,  der  in  gleicher  Bedeutung 
für  den  eingeschriebenen  Kreis  bereits  gebraucht  wird,  verallge- 
meinern. 

Wenn  eine  Gerade  ein  Strahlcnbüschel  wter  Classe  T"  durch- 
läuft, so  werden  die  Ssg.  im  allg.  ein  F2"  bildeu.  Denn  ist  die 
Gleichung  der  r* 

so  erhält  man  als  entsprechende  nach  Gl.  2) 

/l       1       1  \ 

welche  nach  Multiplication  mit  £2W,  i3M)  vom  2nten  oder  ge- 
ringeren Grade  ist,  z.  B.  bilden  die  Ssg.  die  Tangenten  eines  dem 

Dreieck  ^M243  des  Kegelschnitts  £  °'  =0  des  Strahlenbüschels 


a 
"i- 


J*  _  «*"  _|_  ^3*  T«J  «2  ,  f2«3  <hPl 
1*  ^  h*        §5*  "     U-  *t        5.  5.  ?S 


=  0 


Jedem  Punkte  P  entspricht,  wie  wir  sahen,  eine  rf».  Diese 

18» 
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kann  auch  in  2  Strahl enbüscbel  ausarten.  Setzt  man  in  61. 4)  pi  =  0, 
so  ist  die  T{n)  das  einfache  Strahlenbüschel 

PiSs  +  Ps'it  =  0 

dessen  Mittelpunkt  auf  A%At  liegt;  hierzu  kommt  das  Strahlenbüschel 
?,  =  0  oder  Av  Jedem  Punkt  einer  Seite  des  Dreiecks  A^AtAt 
entspricht  also  ein  Punkt  derselben  Seite;  die  sich  entsprechenden 
Punkte  liegen  von  der  Seitenmitte  gleichweit  entfernt.  Sie  fallen 
zusammen  in  den  Seitenmittenpunkten  Dt,  D9  oder  D3  and  in  den 
qo  fernen  Punkten  der  Seiten  des  Dreiecks  d.  b.  jedem  Strahl  eines 
dieser  6  Strahlenbüschel  entspricht  ein  Strahl  desselben  Büschels, 
wie  dies  geometrisch  sofort  einleuchtend  ist.  Die  Zuordnung  {in 
einem  solchen  ist  eine  involutorische  und  die  Ordnungsstrafen 
sind  2  sich  selbst  als  Ssg.  entsprechende  Strahlen.  Parallelen  Geraden 
entsprechen  die  Tangenten  einer  dem  Dreiecke  AtAtA9  eingeschrie- 
benen Parabel,  denn  da  zu  jenen  auch  die  sich  selbst  entsprechende 
co  ferne  Gerade  gehört,  so  muss  der  entsprechende  Kegelschnitt  sie 
zur  Tangente  haben.  Einem  co  fernen  Punkt  P  entspricht  also 
eine  Parabel,  deren  Axe  durch  P  geht.  Also  folgt  auch  umgekehrt, 
dass  die  Ssg.  der  Tangenten  einer  dem  Dreieck  A1AtA3  eingeschrie- 
benen Parabel  Durchmesser  eben  derselben  sind.  Im  besonderen 
muss  die  Scheiteltangente  der  Parabel  zu  ihrer  Ssg.  senkrecht  stehen 
und  nur  sie  von  allen  Parabeltangenten  hat  diese  Eigenschaft.  Dar- 
aus folgt  umgekehrt  leicht:  „Die  zueinander  normalen  Seitensymmetrie- 
geraden  sind  die  Scheiteltangenten  der  dem  Dreieck  AtAsAs  einge- 
schriebenen Parabeln." 

Wenn  durch  Pan  n  Tangenten  gezogen  werden  können,  so  sind 
es  Ssg.  Denn  nennt  man  sie  PU  und  PV,  so  ist  die  Ssg.  von  PU 
erstens  Tangente  an  k,  da  PU  durch  P  geht;  zugleich  muss  sie 
auch  P  enthalten,  da  PU  zur  r{n)  gehört  Wenn  also  PU  sich  nicht 
selbst  entspricht,  so  muss  ihre  Ssg.  PV  sein.  Liegt  P  auf  einer  sich 
selbst  entsprechenden  Geraden,  so  fallen  PV  und  PV  zusammen,  und 
P  ist  ein  Punkt  von  n.   Wir  haben  also  den  Satz: 

„Die  Tangenten  von  einem  Punkte  an  dem  zugehörigen  Kegel- 
schnitt sind  Seitensymmetriegeraden." 

Ferner: 

„Durch  jeden  Punkt  der  Ebene  gehen  höchstens  zwei  Ssg.'4 
Man  erhält  für  die  durch  P  gehenden  Ssg.  die  Gl. 
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Pt  £i  4-  Pih  4-  Pi  *s  =  o 

f  +  f  +  ?=o 

m       5»  ?3 


Also  f'.+k  =  P*9'*9-*?  al  |x  =  PJS^±V> 
wenn 

V  =  —     +p8  -f-  Pa)  ( ~  ^  -f  Ps  -f  Ps)  (Pi  —Ps  +Ps)  (Pi  +^8  -ps) 

ist.  Sie  sind  also  reell,  wenn  g>>0,  sie  fallen  zusammen  für  g>=0 
und  sind  imaginär  für  g>  <  0.   ?  ist  =  0  für 

ti  -  ±  I.  =  ±  '4* 

also  nur  lür  die  sieb  selbst  entsprechenden  Geraden  (S.  272).  Man  finde! 
<jp  <1 0,  wenn  JP  im  Dreieck  DtDtD9  oder  in  den  Winkelräumen  der 
Scheitelwinkel  seiner  Winkel  liegt,  sonst  ist  xp  >  0.  Also  gilt  der 
Satz: 

„Durch  jeden  Punkt,  welcher  nicht  im  Dreieck  D^D^  oder  in 
den  Winkeiräumen  seiner  Scheitelwinkel  liegt,  !  gehen  zwei  reelle 
Seitensymmetriegeraden." 

Man  findet  sie  für  den  Puukt  P,  indem  man  die  Seitengegen- 
geraden von  AXP,  ASI\  A3P  zieht,  durch  ihre  Schnittpunkte  mit  den 
Gegenseiten  des  Dreiecks  einen  dem  Dreieck  eingeschriebenen  Kegel- 
schnitt legt  und  vom  ersten  Punkt  Tangenten  an  ihn  zieht. 

Um  den  Mittelpunkt  von  n  zu  bestimmen,  ziehe  man  durch  P 
die  Parallele  zu  AtA3  und  ihre  Ssg,  deren  Berührungspunkt  C,  mit 
jt  auf  A%P  liegen  muss  (s.  Fig.  2.)  BtCx  ist  dann  Durchmesser  von 
für  Cj  findet  man  die  Coord. 

(^Jp)* :  Pt :  P%  und  für  den  Mittelpunkt 

#,:*,:*,  =  (p,  +ps) :  (ps+Pi) :  (Pi  +  P>) 

Wir  stellen  uns  die  Frage,  ob  P  Mittelpunkt  von  n  sein  kann 
Es  muss  dann 

Pi  •*  P*  :  P«  =  (P*  +  Ps)  :  (Ps+Pi)  :  <Pi  +  Pt) 

also 

Pt  =  Pi  =  Ps  sein- 
Der  Schwerpunkt  5  allein  also  ist  der  Mittelpunkt  des  zu  ihm 
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gehörenden  Kegelschnitts.  Die  durch  S  gehenden  Ssg  sind  imaginär. 
Man  findet  ihre  Gleichungen  auf  folgende  Weise.  Angenommen  sie 
seien 

+lh*t  +  Ps*5  =  0 
*'  _i_  x  ?  _|_  ^  =  o 

Pt    j>2  n 


so  erhält  man  durch  MultipUcation 
Da 

Pl  +  7*2  +  J>3  -  0  UDd 

L  +  !  +  ' =o 
Pi  1  ;>*  i?s 

so  sind  dio  Coefficieuten  der  3  letzten  Glieder  =  —  1,  also 

+        +  *3*  —  *2*3  "    *3*1  —  Xl  *2  =  0  0der 

—  1  -f  V:i 

wenn  f2  und  e3  die  kubischen  Einhoitswurzeln  =  -  -  sind.  Die 
gesuchten  Ssg  sind  also 

x7  -f  *2x2  -f  f3x3  =  0 
+£3x2-f  f2x3  =  0 

Wir  fassen  von  den  Curven  n  die  dem  Dreieck  eingeschriebenen 
Hyperbeln  und  ihre  Asymptoten  in's  Auge  Dem  Schnittpunkt  R 
zweier  Tangenten  vou  n  entspricht  ein  Kegelschnitt  pj,  welcher  die 
Ssg  der  Tangenton  berührt.  Lässt  man  die  Taugenteu  zusammen- 
fallen, so  entspricht  einem  Punkt  Ii  '^Tangente  0  von  t  ein  durch 
P  gehender  die  Ssg  von  /  in  P  berührender  Kegelschnitt.  Ist  also 
n  eine  Hyperbel,  so  entsprechen  ihren  beiden  <x  fernen  Punkten 
die  dem  Dreieck  AtA24n  eingeschriebenen,  durch  P  gehenden  Para- 
beln (S.  274).  Wenn  also  umgekehrt  durch  P  solche  Parabeln  ge- 
legt werden  können,  so  ist  w  eine  Hyperbel;  jenes  findet  statt,  wenn 
P  ausserhalb  des  Dreiecks  AXA%AA  oder  der  Flächen  seiner  Scheitel- 
winkel liegt.    So  hat  sich  ergebeu: 

„Der  zu  einem  Puukte  P  gehörende  Kegelschnitt  n  ist  eine 
Ellipse  oder  Hyperbel,  je  nachdem  P  innerhalb  des  Dreiecks  AxAtAs 
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und  der  Flächen  seiner  Scheitelwinkel  liegt  oder  ausserhalb  der- 
selben; n  ist  eine  Parabel,  wenn  Pein  Punkt  der  oo  fernen  Ge- 
raden ist.,k 

Da  der  Nagcrsche  Punkt  P,  von  n  der  Seitengegenpunkt  von 
Pist  und  die  Ssg  der  qo  fernen  Punkte  auf  der  Steiner'schen  Ellipse  e 
liegen,  so  folgt  :  „Der  Nagel'schc  Punkt  einer  dem  Dreiecke  einge- 
schriebenen Parabel  liegt  auf  s,  derjenige  einer  Ellipse  innerhalb, 
diejenige  einer  Hyperbel  ausserhalb  von  f." 

Ist  n  eine  Hyperbel,  u  und  v  ihre  Asymptoten,  t/,  und  vt  deren 
Ssg,  so  sind  ux  und  v1  die  Tangenten  in  Pvon  2  durch  P  gehenden 
Parabeln.  Da  nun  die  oo  fernen  Punkte  von  n  durch  je  2  diame- 
tral gegenüberliegende  Punkte  harmonisch  getrennt  sind,  so  gilt  dies 
auch  für  die  Tangenten  in  diesen  Puukten,  also  auch  für  deren  Ssg. 
Also  sind  die  Ssg  von  zwei  parallelen  Taugenten  von  n  im  Büschel 
P  harmouisch  getreuut  durch  ux  und  t?4 ;  sie  sind  zugleich  Tangenten 
an  eine  dem  Dreieck  eingeschriebeneu  Parabel  (S.  271) ;  die  zuge- 
ordneten Strahlen  des  involutorischen  Büschels  P  sind  demnach  die 
Tangeutenpaare  von  P  an  die  dem  Dreieck  eingeschriebenen  Para- 
beln und  die  Ordnungsstrahlen  des  Büschels  sind  die  Tangenten  der 
2  durch  P  selbst  gehenden  Parabeln.  Zugeordnet  sind  auch  PAt 
und  die  Parallele  durch  P  zu  ASA3.  Dies  führt  zu  einer  Constructiou 
der  Parabeltangenten  in  P  und  der  Asymptoten  von  n.  Man  ziehe 
P4i,  P<42,  PAZ  und  die  Parallelen  &LV'3  zu  den  Seiten  durch  P 
und  bestimmt  in  dem  so  erhaltenen  involutorischen  Büschel  P  die 
Ordnungsstrahlen  Sie  sind  die  verlangten  Tangenten,  ihre  Seiten- 
symmetriegeraden  sind  die  Asymptoten  der  P  zugehörenden  Hyper- 
bel n. 

Für  eiuen  einzigen  Puukt  der  Ebene  ist  das  Büschel  P  ein 
rechtwinkliges,  nämlich  für  //,  den  Höhenschnittpunkt  des  Dreiecks 
AXA%A%.  Die  von  H  an  irgeud  eine  dem  Dreieck  AxAzA3  eingeschrie- 
bene Parabel  gezogenen 'Tangenten  stehen  also  aufeinander  senk- 
recht, was  den  bekannten  Satz  liefert,  dass  die  Leitlinien  aller  dieser 
Parabeln  sich  in  //  schneiden 

Liegt  P  aut  dem  Kreise  AiA2Aa.  so  ist  das  Büschel  ein  sym- 
metrisches, denn  bringt  man  es  zum  Schnitt  mit  dem  Kreise,  so  sind 
die  Verbindungslinien  entsprechender  Schnittpunkte  parallel  den 
Winkelgegengeradeu  von  -4jP,  AtP  und  A3P;  und  wenn  UV  der  zu 
dieser  Richtung  normale  Kreisdurchmesser  ist,  so  sind  PU  und  PV 
die  Ordnungsstrahlen  uud  PV  senkr.  auf  PV.  Da  PV  und  PF  auch 
die  Tangenten  der  2  durch  P  gehenden  dem  A  eingeschriebenen  Pa- 
rabeln sind,  so  schneiden  sich  diese  in  P  unter  rechten  Winkeln. 
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Dieselbe  Zuordnung  der  Strahlen  im  Büschel  P  erhält  man ,  wenn 
man  ans  P  die  Punkte  des  Kreises  und  zugleich  ihre  Winkelgegen- 
punkte projicirt.  (s.  Bticking  a.  a.  0.  p.  10),  PU  und  PV  enthalten 
also  auch  die  Wgp.  von  U  und  V. 

Lässt  man  P  den  Kreis  durchlaufen,  so  erhält  man  eine  Schaar 
von  Ordnungsstrahlen,  sie  sind,  wenn  (9,,  O,,  Ot  die  Mittelpunkte 
der  angeschriebenen  Kreise  des  Dreiecks  AtA2As  bezeichnen,  die 
Fusspunktlinien  des  Dreiecks  OjOsOa  (s.  Bücking  a.  a.  0.  Auf.  31). 
Von  ihnen  berühren  3  den  Kreis  AiAiAi  und  die  dazu  gehörigen 
Normalstrablen  sind  Durchmesser  (s.  Auf.  30). 

Also  giebt  es  auch  3  dem  Dreieck  Ax  A9AS  eingeschriebene 
Parabeln,  welche  den  Kreis  AtAsA3  berühren,  und  3,  welche  ihn  in 
denselben  Punkten  rechtwinklig  schneiden.  Da  das  Büschel  P  nur 
dann  ein  symmetrisches  ist ,  wenn  P  auf  dem  Kreise  Ax  A9AA  liegt, 
so  muss  also,  wenn  zwei  einem  Dreieck  eingeschriebene  Parabeln 
sich  rechtwinklig  schneiden,  der  Schnittpuukt  auf  dem  Umkreis  des 
Dreiecks  gelegen  sein. 

Die  4  als  Ssg  sich  selbst  entsprechenden  Geraden  bilden  ein 
Vierseit,  dessen  eingeschriebene  Kegelschnitte  mit  den  Ssg  in  enger 
Verbindung  stehen.  Die  Kegelschnitte  sind  die  dem  Dreieck  DlD2D:i 
eingeschriebenen  Parabeln,  da  sie  die  od  ferne  Gerado  berühren; 
je  2  Ssg  des  Dreiecks  AlAiA9  sind  conjugirt  in  Bezug  auf  alle  diese 
Parabeln.   Denn  die  Gleichung  der  letzteren  ist 


Den  Pol  der  beliebigen  Geraden  £,  —  pi  für  eine  Curve  l  erhält 
man  in  der  Form 

Mi  Ii  Pt  +  ^sPi  +  «3  !s/>3  —  0 
und  2  ist  erfüllt,  wenn 


ist,  d.  h.  der  Pol  liegt  auf  der  Seitensymmetriegeraden  von  £»•  ~  p£. 

Also  enthält  das  dem  Punkte  P  entsprechende  Strahlenbüschel 
r(n)  die  Polaren  von  P  in  Bezug  auf  die  dem  Dreieck  D|jD,05 
eingeschriebenen  Parabeln.  Ist  P  ein  Punkt  einer  solchen  Parabel 
/»,  so  ist  seine  Polare  für  p  die  Tangente  t  an  p  in  P.    Da  I  und 


in  Verbindung  mit  der  Bedingungsgleichung 
2)  +us  +  w3  -  0 


Pi  Ii  —  Pt    —  Pt  h    oder  £, 


1 

Pi 
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ihre  Sag  tx  conjugiert  sind  für  py  so  muss  tx  auch  durch  P  gehen: 
es  moss  also  noch  eine  2  te  durch  P  gehende  Parabel  möglich  sein, 
welche  dann  tt  berührt.  Geht  man  umgekehrt  von  einem  Punkte  P 
aus,  durch  welche  zwei  dem  Dreiecke  eingeschriebene  Parabeln  ge- 
legt werden  können,  so  sind  die  Tangenten  an  sio  in  P  Ssg;  Para- 
beln und  Ssg  darch  C  sind  zu  gleicher  Zeit  reell  oder  imaginär. 

Da  nun  bekannt  ist,  dass  man  durch  P  nur  dann  Parabeln  jener 
Art  legen  kann,  wenn  von  den  Punkten  PDXD^D3  keiner  durch  das 
von  den  3  andern  gebildete  Dreieck  eingeschlossen  wird,  so  kommen 
wir  auf  den  S.  7—8  abgeleiteten  Satz  zurück. 

Die  zwei  durch  P  gebenden  Ssg  bestimmen  nach  dem  Vorher- 
gehenden auch  den  Winkel,  unter  welchem  sich  die  zwei  durch  P 
gehenden  dem  Dreiecke  Z?,Z>2DS  eingeschriebenen  Parabeln  schnei- 
den. Ist  dieser  1Ä,  so  liegt  V  auf  dem  Kreise  DxDtD^  (s.  oben), 
also  liegen  die  Schnittpunkte  von  je  2  normalen  Ssg  {b  und  £,)  des 
Dreiecks  AXASA3  auf  dem  Feuerbach 'sehen  Kreise  des  Dreiecks.  Für 
diejenige  Parabel,  deren  Durchmesser  b  parallel  sind,  muss  b  selbst 
Axe  sein,  da  von  den  Durchmessern  einer  Parabel  nur  die  Axe  zu 
den  ihr  conjugirten  Geraden  senkr.  steht.  Dasselbe  gilt  von  bx. 
Also  haben  wir  den  Satz: 

„Die  zu  einander  normalen  Ssg  sind  die  Axen  der  dem  Dreieck 
DXD%DZ  eingeschriebenen  Parabeln." 

Da  A%AZ  Ssg  eines  jeden  durch  Ax  gehenden  Strahls  ist  und  das 
gleiche  für  ASAX  und  AXA%  gilt,  so  folgt: 

„Das  Dreieck  AtA%A3  ist  gemeinschaftliches  Poldreieck  aller 
dem  Dreieck  D^D^  eingeschriebenen  Parabeln."  (s.  Stoll  1893, 
Aufg.  1217  i.  der  Zeitschrf.  f.  math.  u.  naturw.  Unterricht  von  J. 
C.  V.  Hoffmann.) 

Die  Axe  einer  beliebigen  dem  Dreieck  DXD%D&  eingeschriebenen 
Parabel  wird  von  ihrer  Ssg  unter  rechtem  Winkel  geschnitten.  Da 
nun  je  2  in  Bezug  auf  eine  Parabel  conjugirte  Kormalstrahlen  die 
Axe  der  Parabel  in  vom  Brennpunkt  gleich  weit  entfernten  Punkten 
schneiden,  so  wird  also  auf  irgend  einer  Geraden  6,  deren  Ssg  bx 
auf  ihr  senkrecht  steht  (s.  oben),  von  den  Paaren  der  anderen  zu 
einander  normalen  Seitensymmetriegeraden  Strecken  ausgeschnitten, 
welche  einen  gemeinsamen  Mittelpunkt  besitzen,  nämlich  den  Brenn- 
punkt F  der  dem  Dreieck  £>i  DtD$  eingeschriebenen  Parabel  mit  der 
Axe  b.  Dem  Punkt  bbt  (oder  U)  entspricht  der  Berührungspunkt  T 
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derjenigen  Curve,  welche  von  den  zu  einander  normalen  Seitonsym- 
metriegeraden  eingehüllt  wird  (Steincr'scho  Curve  s.  S.  274)  so  dass 
also    UT  =  FT  ist. 


3.   Nähere  Betrachtung  der  projectivi sehen 
Zuordnung  des   Strahlenbüschels    P   und  des 

zugeordneten 

Die  Strahlen  durch  P  und  ihre  den  Kegelschnitt  n  berührenden 
Ssg  siud  projectivisch  einander  zugeordnet,  da  sie  A2AS,  welche  Tan- 
gente von  n  ist,  in  proj.  Punlitreihen  schneiden.  Sind  nun  p  uud  v 
beliebige  durch  P  gehende  Geraden,  />,  uud  vt  ihre  Ssg,  so  sind  im 
vollständigen  Viereck  (pi\  /;,<>,)  mit'den  Gegenseiten  p  und  pt  «und 
uud  y,  auch  das  letzte  Paar  Gegenseiten  (p  und  Ssg.  >  Deuu 
schneidet  man  die  Seiten  des  Vierecks  durch  AXA^  so  erhält  man 
6  Puukte  einer  Involution,  also  liegen  auch  die  Schuittpunkte  vou 
p  uud  pt  mit  A2A3  gleichweit  von  den  benachbarten  Ecken  entfernt, 
uud  dasselbe  gilt  von  A1Ai  uud  A&AX.  Denkt  man  sich  nun  v  und 
i\  als  feste  Geraden,  p  uud  pt  beweglich,  nämlich  p  sich  selbst  dre- 
hend um  P,  so  bleibt,  weuu  r  durch  P  geht,  r,  Tangente  von  ?r, 
welche  Lage  auch  p  annimmt.  Also  sind  pt  und  r,  die  Tangenten, 
die  von  dem  v  durchlaufenden  Puukte  (/>,«,)  an  n  gezogen  werden, 
woraus  folgt,  dass  px  uud  rt  involutorisch  geordnete  Strahlen  im  Tan- 
gentenpunkt T[ti)  siud.  Deshalb  siud  auch  die  Punkte  pxi\  und  pvx 
der  festen  Geraden  vx  entsprechende  Punkte  einer  involutorischen 
Punktreihe,  durch  welche  je  2  Ssg  der  Büschel  P  uud  gehen. 
Diese  Reihe  besitzt  ürdnungspunkte,  wenn  v  und  n  sich  schneiden. 
Den  Schnittpunkten  von  «,  mit  A2A2,  AaAv  AXA2  entsprechen  die 
Schnittpunkte  von  u,  mit  den  Goraden  AXP,  A2P,  AäP.  Es  hat  sich 
also  ergeben: 

a)  P  sei  ein  beliebiger,  nicht  auf  einer  Seite  des  Dreiecks  AXA2A4 
liegonder  Punkt,  n  der  dazu  gehörige  Kegelschnitt  und  z>,  eine  Tan- 
gente von  n.  Bringt  mau  die  durch  P  gehenden  Strahlen  r  zum 
Durchschnitt  mit  vt  und  zieht  aus  diesen  Punkten  die  2ten  Tan- 
geuten pi  an  n,  so  sind  diese  und  die  Ssg  der  ersten  involuto- 
risch zugeordnet  im  Tangcntenbüschel  r(n).  Die  Involutionsaxe  ist 
die  Ssg  v  von  vlt  das  Involutions-Centrum  also  der  Pol  von  v  für 
7i.  Man  erhält  je  2  Paare  von  Ssg,  wenn  man  von  einem  beliebigen 
Punkte  von  v  die  Tangeuten  l  und  m  von  n  zieht  und  deren  Schnittpunkte 
auf  vt  mit  P  verbindet  (/'  und  m) ;  V  ist  dann  Ssg  von  m  und  m' 
Ssg  von  l. 
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b)  Jede  Tangente  von  n  wird  durch  dio  anderen  Tangenten  und 
deren  Ssg  in  den  Punkten  einer  involutorischen  Punktreihe  geschnit- 
ten. In  dieser  sind  auch  zugeordnete  Pnnkte  (w(*„  8,';  *3, 
V),  wenn  sx  die  Seite  A2A3  und  8t'  PAt  bedeutet.  Der  Punkt  wl 
entspricht  dem  Berührungspunkt  von  o  auf  Gehen  von  P  Tan- 
genten an  Jt,  so  schneiden  sie  v1  in  entsprechenden  Punkten.  Be- 
sitzt die  Punktreiho  reelle  Ordnungspunkte,  so  sind  für  jeden  die 
Tangente  von  ihm  au  n  und  die  Verbindungsgerade  mit  P  Ssg. 

c)  Es  gibt  keine  auderen  Strahlen  der  Ebene,  welche  die  durch 
P  gehenden  Strahlen  und  ihre  Ssg  iu  involutorischen  Punktroiheu 
schneiden. 

Lässt  man  P  auf  die  x  ferne  Gerade  fallen,  so  folgt:  jede 
Tangente  einer  dem  Dreieck  AXA^A.A  eingeschriebenen  Parabel  wird 
durch  die  Tangenten  der  Parabel  und  den  als  Ssg  diesen  zugeord- 
neten Durchmessern  der  Parabel  iu  einer  symmetriscu-iuvolutorischen 
Puuktreihe  geschnitten. 

Schneidet  man  die  Strahleu  des  Büschels  /'durch  eiue  beliebige 
Gerade  z  und  die  Tangenten  des  zugeordneten  Kegelschnitts  n  durch 
eine  Tangente  u  von  n ,  so  erhält  man  zwei  projectivische  Punkt- 
reihen, welche  ein  neues  Strahlenbüschel  2ter  Classe  bestimmen,  zu 
welchem  auch  x  und  u  gehören.  Dies  r*  zerfällt,  wenn  die  durch 
deu  Punkt  (ux)  gehonden  Ssg  zu  den  Büscheln  /'  und  r*  gehören. 
Nimmt  mau  an,  dass  das  F*  in  die  Büschel  (nx)  und  Q  zerfällt  und 
nennt  man  die  Verbindungslinie  des  Punktes  {usx)  und  des  Schnitt- 
punkts von  x  mit  A2AS,  so  erhält  man  ebenso  wie  bei  der  reci- 
proken  Ableitungen  über  Winkelgcgenpunkte  eine  Configuration  (11), 
d.  h.  U  Geradeu  und  11  Punkte  in  der  Lage,  wo  jede  der  11  Ge- 
raden 3  der  11  Punkte  enthält,  und  durch  jeden  der  Punkte  3  von 
den  Geraden  gehen.  Es  sind  die  11  Geraden  v2«3;  «/Wi  *i%'V» 
x  und  u  und  die  11  Puukto  AtA9Aa\  P,  Q  und  6  auf  x  und  u  lie- 
gende. Mit  Hülfe  der  Restfiguren  (apydeS)  findet  mau,  dass  sie  von 
derselben  Art,  wie  die  oben  genannte  ist  und  sich  dem  Martiuetti- 
scheu  Schema 

12      3   I   4   |  5   |  (6)  i    7    i    8        9    i  10  ;  11 
(«)  !  A.A     A3  \  (x)  I  d  \  (m)     (h)  ,  (u)      P  j  A3  ,  (x) 
£  |  £  I    £    j    d    I  ß       e        s        ö        a    ]    £    1  ö* 


£  ö 

fügt,  wenn  die  Buchstaben  der  -ten  Zeile  die  Punkte  unserer  Con- 
figuration,  die  lte  und  3te  Zeile  die  Abzahlung  und  die  Restfiguren 
von  Martinetti  bedeuten  *). 

*)  s.  Martinetti,  Ann,  di  mat.  Fr.  Brioschi,  Serie  H,  toiqe  XV. 
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4.   Kogelschnitte,  welche  den  Punkten  einer  Geraden 

entsprechen. 

Bewegt  sich  der  Punkt  P 

P\  £1  +  P*h  +P*h  -  0 
auf  einer  Geraden  m  mit  den  Coordinaten 

so  sind  die  Coefficienten  der  Gleichung  des  zugehörigen  Kegelschnitts 
*  (S.  5.) 

1)  1  tT  +  v  +■  >*=0  durch  die  liueare  Gleichung  verbunden, 

I         +Pam«  +  PsTOs  -  <> 

Die  Gleichungen  1  bestimmen  eine  Kegelsch nittschaar,  welche 
aus  den  Kegelschnitten  besteht,  welche  die  Seiten  des  Dreiecks 
AxA%At  und  die  Gerade 

l_     ±  ± 
4i  :  St  *  «s  -  TOj  :  m%  :  ^ 

zu  gemeinschaftlichen  Taugenten  hat;  diese  Gerade  (mc)  ist  die  Ssg 
von  m. 

Zu  den  x  fernen  Punkte  von  m  gehört  die  Parabel  der  Schaar; 
ihre  Axe  ist  zu  m  parallel.   Für  diese  Parabel  ist 

Also  ist  ihre  Gleichung 


1  1 


m„  771,,  771, 

1,  1,  1 


-0  oder  m^  4-  +  =  u 

5i  €s  h 


Der  Nagel'sche  Punkt  von  n  ist 

I  2  1 

:  ac,          —  :  —  :  — 

Vi  Pt  V% 
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den  Ort  dieses  Punktes  für  die  Kegelschnitte  der  Schaar  erhält  man, 
wenn  man  seine  Coordinaten  in  die  zweite  Gleichung  von  1)  einsetzt 


2) 


l  + !?!  +  !?•  «o 

X\         &2  ^3 


es  ist  ein  dem  Dreieck  A1AiA&  umgeschriebener  Kegelschnitt,  zu- 
gleich die  Seitengegencurve  von  »»,  d.  h.  sie  enthält  die  Seitengegeu- 
punkte  der  auf  m  liegenden  Punkte. 


Die  zur  oo  fernen  Geraden  gehörende  Kegelschnittscl 


Pi  ,  Vi  .  ft 


0 


Pi+Pi  +Ps  -  0 

sie  enthält  die  dem  Dreieck  AlAiAi  eingeschriebenen  Parabeln.  Der 
Ort  ihrer  Nagel'schen  Punkte  ist 

-  + 1  +  -  =  o 

XX        Xt  STg 

d.  h.  die  Ellipse  von  Steiner,  welche  die  durch  die  Ecken  des  Drei- 
ecks zu  seinen  Gegenseiten  gezogenen  Parallelen  berührt.  Da  sie 
die  Seitengegenpunkte  der  oo  fernen  Punkte  der  Ebene  enthält,  „so 
„ist  die  Curve  2  eine  Hyperbel,  Parabel  oder  Ellipse,  je  nachdem  m 
„die  Ellipse  von  Steiner  schneidet,  berührt,  oder  nicht  trifft" 

Wir  wollen  die  Mittelpunkte  der  zur  Geraden  m  gehörenden 
Kegelschnittschaar  (Va*s*»i)  betrachten.  Der  Mittelpunkt  Pm  des  zum 
Punkte  P 

Pili  f PtU  +  Paüs  =  0 
gehörenden  Kegelschnitts 

hat  die  Coordinaten 

*i  :  «t  :  x9  =  (j>i+Pi)  :  (Pi  +Px)  :  (pi  +  Pi) 
Die  Gerade  PmP  hat  dann  die  Gleichung: 

xi 

Pi  Pf  Pi 

Pi+Pi,    Px+P»  Pl+Pi 

oder,  nachdem  man  durch  Pi+pt+Ps  diviüirt  hat: 


=  0 
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riiPi—  ttO  +  ^fft— J>i)  +  *a(Pi—  Vi)  ~  0 

Da  sie  für 

xt  •=*  a*ä  =  ar3 

erfüllt  wird,  so  geht  sie  durch  deu  Schwerpuukt  des  Dreiecks.  Dies 
eigiebt  sich  auch  leicht  geometrisch  (Fig.  2).  Denn 

B1Dl  —  />,  C„  also 

PmDx  par.  C'jA',    und    2/'«,  7J,  •=  6,  ^  =  yl,  J%    DjS :  SA1  =  1  :  2 

also  ist  5  Schwerpunkt  im  Dreieck  ./i1j4ä4s  und 

PtnS  :  SP  —  1:2 

Also  sind  /'  und  P»,,  homologe  Punkte  in  den  ähnlich  liegenden 
Dreiecken  AlAäA<i  und  DJDiDs.  Die  Mittelpunkte  alßo  der  Kegel- 
schnitte, welche  die  Seiteu  des  Dreiecks  AlAiAa  und  eine  4tc  Gerade 
»ij  berühren,  liegen  auf  einer  zur  Ssg  »»  von  ?«,  parallelen  Geraden 
m'  der  Art,  dass  m  und  m'  eutsprech.  Geraden  in  den  Dreiecken 
AjA^As  und  DxDtDz  sind. 

Die  Coordinaten  von  P  seien  a^av,  die  vou  Pm  seien  VW 
dann  folgt  aus 

* i '  s     ~f"  Ta    (S.  7)    u.  8.  w. 

xt  «  —      -f  .r8'  -f-ay,    a-8      a-,'-  xs'-f  *8' ;     ar8  —       -f  a-a'  —  ar8' 

Aus  der  Gleichung  von  m}  nämlich 

wi,r,  -f-  m2r2  -j-  »»«'s  =  0 

folgt  dann  die  für  m'  durch  Einsetzung  jener  Werte.    Sie  ist 

(— Wj+m^-f  »nsJx, -f(»»,  -mj+nis^+K-l-»^— ma)af8  =  0 

Durchläuft  .P  eine  beliebige  Curve  nter  Orduung,  so  ist  die  Bahn 
des  Mittelpunkts  des  zu  P  gehörenden  Kegelschnitts  ebenfalls  eine 
solche,  welche  zur  ersten  ähnlich  liegt  (Ceutrum  5,  Verhältniss 
2:1);  dagegen  ist  die  Bahn  des  Nagel'schen  Punkts  eine  Curve  vom 
2nten  Grade,  die  AXA2A3  zu  n fachen  Punkten  hat,  nämlich  die 
Seiteucurve  der  ersten  C*. 

Wir  wollen  das  Vorhergehende  an  einigen  besonderen  Fällen 
erläutern.    Der  dem  Dreieck  umgeschriebene  Kreis 


ist  der  Ort  der  Nagel'schen  Punkte  der  die  Seiteu  des  Dreiecks  und 
die  Ssg  der  Seitengegengerade  des  Kreises,  also 


Digitized  by  Google 


Bücking:  Die  Saitenaymmetriegeraden  des  Dreieck».  287 
«l"  +  -l,  +  *ia 

berührenden  Kegelschnitte.  Die  Parabel  dieser  Schaar  hat  die  Glei- 
chung 

Ii8  +  u 

ihr  Nagerscher  Punkt  hat  also  die  Coordinaten 

 1__        1  1 

und  ist  der  Steiner'sclie  Punkt,  da  er  der  Schnittpunkt  des  umge- 
schriebenen Kreises  und  der  Steineichen  Ellipse  ist.  Wenn  Hv  den 
Seitengegenpunkt  des  Höhenschnittpunkts  H  des  Dreiecks  AxAtAz 
bedeutet,  und  wenn  m  durch  Ht  geht,  so  ist  der  Kegelschnitt 

m,  ,  tn9  ,  iru 
xi      xi  xa 

eine  gleichseitige  Hyperbel,  da  er  H  enthält.  Die  analytische  Be- 
dingung dafür  ist  »4  tan  4,  -j-maitan>i2-!-m8tany42,  da  av  =  cotA. 

Zieht  man  durch  dio  Ecken  des  Dreiecks  A^A2A2  in  beliebiger 
Richtung  Parallele,  welche  die  Gegenseiten  in  Bu  Bt  und  ß3  treffen, 
so  schneiden  sich  die  Ssg  der  Tangenten  des  Kegelschnitts,  der  in 
diesen  Punkten  berührt,  in  einem  Punkte  der  Steiner'schen  Ellipse, 
sein  Mittelpunkt  liegt  also  auf  der  Ellipse  *t,  welche  die  Seiten  des 
Dreiecks  in  ihren  Mitten  berührt.  Die  Ssg  der  durch  H  gehenden 
Geraden  umhüllen  eine  Ellipse,  welche  mit  dem  umgeschriebenen 
Kreise  deu  Mittelpunkt  M  gemein  hat,  denn 

HS  :  SM  =  2:1 

Sie  berührt  die  Seiten  in  den  Endpunkten  der  Seiteugegengeraden 
der  Höhen.  Die  Ssg  der  Durchmesser  des  Kreises  M  umhüllen  eine 
Ellipse,  die  mit  dem  Feuerbach'schen  Kreise  den  Mittelpunkt  T  ge- 
mein hat,  denn 

MS:  ST  =  2:1 

Diese  beiden  Ellipsen  und  die  eingeschriebene,  zur  Steiner'schen 
ähnlich  liegende  *,  haben  eine  gemeinschaftliche  Taugente  (ausser  den 
Dreiecksseiten),  nämlich  die  Ssg  der  Euler'schen  Geraden  MH,  da 
t8  zu  S  gehört  und  S  auf  MH  liegt.  Die  Parabel  der  zugehörigen 
Kegelschnittschaar  hat  also  MH  zum  Durchmesser,  zum  Brennpunkt 
den  Tarry'schon  Punkt  N  (s.  Lieber,  Progr.  134  vom  Fr.  W.  Gymn. 
Stettin  1856  Nr.  94),  ihr  Nagel'scher  Punkt  ist  der  4.  Schnittpunkt 
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der  Steiner'schen  Ellipse  mit  der  Hyperbel  AxAtA^SHx  und  durch 
ihn  geht  auch  der  Kreisdurchmesser  RMN,  welcher  den  Steiner'schen 
mit  dem  Tarry'sehen  Punkte  verbindet.  Der  Grebe'sche  Punkt  K  ist 
bekanntlich  der  Mittelpunkt  der  eingeschriebenen  Ellipse,  welche  die 
Seiten  in  den  Höhenfusspunkten  berührt  „Also  liegt  der  Ssg.  Hx 
von  H  so  auf  SK,  dass 

HXS  :  SK  =1:2  ist.*' 
K  und  M  sind  also  auch  Sgp  im  Dreieck  Du       Z)3,  da 

MS:  Sil  =  1  :  J    und   KS:SHX  -  1:2 

ist.  Eine  gleichseitige  Hyperbel  At  A%  As  euthält  stets  H ,  also  ist 
der  Ort  der  Nagerschen  Punkte  einer  Kegelschnittschaar  («^^m) 
eine  gleichseitige  Hyperbel,  wenn  die  Ssg.  (»»)  von  m  durch  ffx,  die 
Mittelpunktsgerade  also  durch  K  gehet.  Zu  jeder  solchen  Schaar  ge- 
hört die  vorher  genannte  Ellipse  um  K. 

Ist  ü  der  Mittelpunkt  des  eingeschr.  Kreises,  N  der  Punkt  von 
Nagel  (Schnittpunkt  der  zu  den  Berührungspunkte n  laufenden  Trans- 
versale), N'  sein  Sgp,  so  ist  iV'  der  Punkt,  zu  welchem  der  ein- 
geschr. Kreis  gehört  (s.  oben),  also  liegen  N'S  und  O  auf  derselben 
Geraden  und 

N'S: SO  —2:1 

Dies  führt  zu  einer  bemerkenswerten  Folgerung.  Zieht  man  nämlich 
durch  die  Ecken  des  Dreiecks  die  Parallelen  zu  den  Gegenseiten 
und  nennt  das  neu  erstandene  Dreieck  Ax'  A2' A^  so  muss  N'  Mit- 
telpunkt des  eingeschriebenen  Kreises  dieses  Dreiecks  sein.  Dasselbe 
gilt  für  die  Mittelpunkte  der  eingeschriebenen  Kreise  des  Dreiecks 
AlAiAi  -J  nennt  man  sie  O, ,  Oif  Os,  die  zugehörigen  Nagel'scheD 
Punkte  Nu  Nit  N3  und  deren  Sgp  Nx',  Ns\  ivy,  so  ist  das  Viereck 
N'N^^'N^'  zum  Viereck  OOx 0Ä  03  ähnlich  liegend  mit  £  als 
innere  Aehnlichkeit  und  dem  Verhältnisse  2:1.  Die  Punkte  N 
sind  die  Mittelpunkte  der  4  die  Seiten  des  Dreiecks  Ax'  A%'  As'  be- 
rührenden Kreise,  so  dass  also  jede  Seite  des  ersten  Vierecks  die 
Winkel  und  Aussenwinkel  des  Dreiecks  Ax'  At'  A8'  halbiren.  Der 
Mittelpunkt  des  Kegelschnitts  ferner,  welcher  die  Seiten  des  Drei- 
ecks in  den  Endpunkten  der  durch  O  (Mittelpunkt  des  eingeschr. 
Kr.)  laufender  Transversalen  berührt,  ist  ein  für  das  Dreieck  aus- 
gezeichneter Punkt  (X),  nämlich  der  Schwerpunkt  seiner  Seiten,  da 

OS  :  SL  -  2  :  1 

sein  muss  (s.  Laisant  Theorie  des  equipollences  p.  123). 
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Lässt  man  den  Nagel'schen  Punkt  eine  beliebige  Gerade  g 
durchlaufen,  so  ist  der  Ort  für  P  ein  durch  AXA2AS  gehender  Kegel- 
schnitt fc,  nämlich  die  Seitcngegencurve  von  <?,  und  der  Ort  für  die 
Mittelpunkte  Pm  der  zugehörigen  Kegelschnitte  ist  der  zu  *  ähnlich  lie- 
gende Kegelschnitt  durch  A027)3.  Pm  durchläuft  den  Kreis  DtD2DA, 
wenn  g  die  Ssg  des  Kreises  AlA2A.<l  ist. 

In  der  Schaar,  deren  Kegelschnitte  den  Punkten  einer  Geraden 
entsprechen,  müssen  wir  noch  die  zerfallenden  C*  ins  Auge  fassen. 
Wenn  der  Punkt  P  die  Gerade  »*  durchläuft,  so  berührt  der 
zugehörige  Kegelschnitt  n  stets  die  Ssg  »jj  von  m.  n  wird  zer- 
fallen, wenn  P  auf  eine  Seite  des  Dreiecks  zu  liegen  kommt.  Denn 

schneiden  m  und  mx  A%A:i  in  C  und  C\  und  fällt  P  auf  C,  so  ent- 
sprechen ihm  die  Strahlenbüschel  C\  und  Av  Als  Mittelpunkt 
der  zerfallenden  Curvo  muss  also  der  Mittelpunkt  von  -4,(7,  be- 
trachtet werden,  und  da  AXC\  Diagonale  ist  im  vollständigen  Vier- 
seit,  gebildet  aus  den  Seiten  des  Dreiecks  AtA2A&  uud  m,,  so  ergiebt 
sich,  dass  m'  auch  die  Mittelpunkte  dieses  Vierseits  enthält,  wie 
bekannt.  Wenn  mau  erwägt,  dass  m'  und  m  parallel  uud  durch  S 
im  Verhältniss  1  :2  getrennt  sind,  so  erhält  man:  Die  beliebigen 
Geraden  axa2a^ai  bilden  eiu  vollständiges  Vierseit,  dessen  Diagonal- 
mittelpunkte auf  am  liegen  mögen.  «/  sei  die  Ssg  von  «4  für  das 
Dreieck  axa^as,  analog  a2',  as\  a4'  und  6\,  Ss  £3,  S4  seien  die 
Schwerpunkte  der  von  den  4  Geraden  bestimmten  Dreiecke,  so  dass 
Si  Schwerpunkt  des  Dreiecks  «ja^og  ist.   Dann  ist 


(Richtung  der  Axe  der  zur  Schaar  gehörenden  Parabel)  und  #4  liegt 
zwischen  a4'  und  am  so,  dass  jede  durch  SA  gehende  Gerade  im  Ver- 
hältniss 2  : 1  geteilt  wird,  analoges  gilt  für  <*,',  a2\  as'. 

Fasst  man  5  Taugenten  eines  Kegelschnitts  in's  Auge,  so  ergiebt 
sich:  Die  Geraden  axa2a3aAa5,  von  denen  keine  3  durch  eineu  Punkt 
gehen,  bestimmen  10  Dreiecke,  deren  Schwerpunkte  wir  mit  SUy 
SX3  u.  8.  w.  bezeichnen ;  wobei  Sl2  der  Schwerpunkt  des  Dreiecks 
«3«4«5  sein  soll.  Die  Seitensymmetriegeraden  von  a,  und  a%  für  das 
Dreieck  a3a4a4  sollen  sich  in  AX2  schneiden,  wodurch  man  10  Punkte 
A  erhält.  Dann  sind  die  Zehnecke,  gebildet  aus  den  Punkten  8 
und  A,  ähnlich  und  ähnlich  liegend;  das  Gentrum  (äusseres)  ist  der 
Mittelpunkt  des  die  5  Geraden  berührenden  Kegelschnitts  und  das 
Verhältniss  1 :  3,  so  dass 


am  II  <  II     II  «a'  II  «4 


MSlt  :  MAts 
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5.    Die  dem  Dreieck  eingeschriebenen  gleichsoitigen 

Hyperbeln. 

Nur  dem  stumpfwinkligen  Dreieck  können  gleichs.  Hyperbeln 
eingeschrieben  werden;  wir  wollen  deshalb  für  das  Folgende  vor 
aussetzen  A%  >  90c. 

Die  dem  Dreieck  eingeschriebene  Hyperbel  n  habe  die  Asymp- 
toten u  und  v  und  den  Mittelpunkt  P'.  Dann  sind  die  Ssg  (»<|  und 
v,)  von  u  und  v  diejenigen  Geraden  des  zu  n  gehörenden  Strahlen- 
büschels P,  welche  dio  durch  P  gehenden,  eingeschriebenen  Parabeln 
berühren.  Wir  wollen  deshalb  zuerst  die  Gleichungen  von  ?t,  nod 
vt  aufsuchen.  P  habe  die  Coordinaten  pu  p&  p3,  also  die  Hyperbel 
die  Gleichung 

1)  *+*+%-0 

?1  *S 

Eine  durch  P  gehende,  eingeschriebene  Parabel  habe  die 
Gleichung 

wobei 

/«!  -j-  m2  +  wjj  =  0 
sein  muss.   Also  muss  sein 

3)  ^ Cä "ü !  G;~ ü 5 

Die  Gleichung  2)  kann  auch  geschrieben  werden 

oder 

4)  »»1**l24-»»g8ar2J!  +  m8*a'a*—  2m2m8<r2x!,  — 2w8m1£r:Jar1 

—  2w1/»2x1xä  =  0 

Wir  setzen  für  x,  =  />f,  da  4)  durch  P  geht,  und  aus  3)  die 
Werte  für  m, 

-  2™  £  -  ü  (k  ~  ö  ~  Ws  G  ~  ö  G,  -  ü 

oder 
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Für  die  beiden  durch  P  oder 

6)  Pii'i  -fPs£2  —  P^'s  —  0 

gehenden  in  5  enthaltenen  Geraden  wird  die  rechte  Seite  0,  nnd 
mau  erhält 

7x  &+P3  i  n+Pi  ,  Pi~f P> 

d.  h.  6ie  sind  die  Tangenten  von  P  an  diesen  eingeschriebenen  Kegel- 
schnitt. Die  Gleichungen  für  «,  und  u,  ergebeu  sich,  wenn  mau  aus 
6)  und  7)  die  Wurzeln  berechnet  Ihre  Ssg  w  und  v  müssen  daun 
die  Wurzeln  sein  von 

(s.  Gl.  1))  uud 

9)  (pi+Pz)h  +  (ps-t-Vi)'?*  +  (Pi+Pt)t*  —  0 

Setzt  man  die  zweifachen  Wurzelwerte  —  $,  und  g,\  so  erhält 
man  leicht 

10)  UOd  ^--'vp'_r 

worin 

w  —  Vp2ap32--p»P3(pi+P2)(ps-f 

ist.  Da  nun  die  Hyperbel  n  eine  gleichseitige  sein  soll,  so  muss 
u  norm.  z.  v  sein,  oder  ihre  Coordinaten  die  Gleichung  erfUlleu 

11)  [cot^j^jr/a'  +  WS^H- «01^(23  2,'  + 4,  ga') 
-J-  cot  i<3  (2i        <is  fli'J  ]  sin  A1  .  sin  j42  •  sin  v4g 
=  5j  .  qx'  sinM,  +^22'  sinli42  +53  .  q%'  sin*^ 

Aus  10)  folgt  nun 

9*  9i'  _  Pt(Pi+Pt) 
9»  '  9s'  Ps^s+Pi) 

ähnlich 

19* 
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'  Vx  ^  Pi(Pi  +  Pt) 

also 

Wir  setzen 

12)  9,  ■».'-«  pT^T3 
Ferner  folgt  aus  (10) 

2s      9s'  9s  •  <h  Pt  +  7»3 

also  nach  12) 

__.      —  2c  P*_Ps  

(Pi+pJiPi+Pt) 

Nach  Multiplication  mit  1  (pt+pj(ps+pt)  •  (Pi  +P*)  wird  dann 
aus  11) 

2[cotA1(pi+pi)2hP»  +  ™tAi(P3+Pi)PsPi+cotA3 
'  ipt-\-Pt)piPi]  •  sini*j  •  sin;42  .  sin  ^g-j-sinM, ViiPt+Pi) 

•  ( Pi  +Pi + sin^p*  (  (A + pt)  +  sinMs  ( ft + ps) 

•  (Ps+Pi)  —  0 
welche  zerfallt  in 

(Pt  -  0 

und 

13)  j>,* sin%  +j>,* sinM, -f j>3*  sinM3  4"  2(«ot ^i  Pt Ps 

+  coti4,p8p1-i~cot^3|?1/>8)co8i41  .  8inv42  .  sin43  —  0 

Die  erste  Gleichung  stellt  die  «  ferne  Gerade  dar,  und  liefert 
die  dem  Dreieck  eingeschriebenen  Parabeln,  welche  hier  nicht  mit- 
gezählt werden  können,  also  bleibt  nur  13)  als  Gleichung  für  die 
Punkte  P.  Sie  ist  die  Gleichung  eines  Kreises.  Denn  die  allg. 
Gleichung  eines  Kreises,  nämlich 

14)  (t ,« *s-f    *t  *i  +  *s'*i  «■)  +  («i *i  +  öt  *3  +  «3  *•> 
geht  in  (13)  über,  wenn  man  1 1) 
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ax  _  *f 

setzt  and  darauf  durch  (— 4r8)  dividirt   Man  erhält: 

15)  -  £h****%  +  s'i*  (*i  +*t  +  *a)  =  0 

Die  Radicalaxe  mit  dem  umgeschriebenen  Kreise  ist  dio  Gerade 

oder  in  trimetrischon  Coordinaten 

«i8*i4V**-f  *ss*s  -  0 
Gleichung  IS)  kauu  auch  geschrieben  werden: 

«1**1* +  *»*«•»*+  2«,*8.'8r3cos     4-2.<f3«1a-8j;1cos  A2 

-f-  2«,  *2rj  ar3cos  ^3  —  0 

Hieraus  folgt  nun  leicht  die  Gleichung  für  den  Mittelpunkt  P'  der 
gleichseitigen  Hyperbel  n.  Denu  Gleichuug  (9)  zeigt,  dass  seiue 
Coordinaten  sind 

a-,  :  ar8  :  *8  -  (pt-f-p„)  :  (psH-p,)  :  (p,  +p,) 

Also  ist 

Pi  :Ps  :  Ps  —  (—  «i+'j  +  's)  :  (*i  ~*a+*3)  :  (*i  +*2  —  *3) 

Mau  setze  diese  Werte  iu  15)  ein  uud  erhält  nach  einigen  Aende- 
rungen,  wenn  r  den  Radius  des  Kreises  AtA2A%  bedeutet, 

a  s  & 

16)  *, 2  a-8  *3  -h  *,*  x3 a-,  +  »a*ar,  a-2  -        -  (xl  -f  a",  -f-  ar3) 

(cot  At  .  a*,  -f-  cot  J2  .  ar3  +  cot  As  •  *a)  ~  0 
oder  in  gewöhnlichen  Coordinaten 

16  a)    («j ar3  ar3 -f- xtxz ar, )  —  (*,  x,  -f  «,  x, 

4"  «s 's)  (*i  C08     ~T"  **  008  ^2  "f"  *8  cos  ^s)  =™  0 

Dieser  Kreis  gehört  zu  dem  Büschel,  welches  der  umgeschriebene 
und  der  Feuerbach'sche  Kreis  des  Dreiecks  AJAiAs  bestimmen,  denn 
die  Gl.  des  letzteren,  nämlich 

2(4(*j  xtxs  -f-  «jtfjx,  +  —  («ixi  +  *2*s  +  «s*s) 

(COSi4i  .  ac,  -|-  C0S^2  .  ar2  -|-  COSj43  .  *3)  =  0 

zeigt,  dass  die  gemeiusame  Radicalaxe  der  3  genannten  Kreise  die 
Gerade 
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COS  Ax  .  ar,  -|-  COS  Ag  .  X2  -{-  COS  As  .  a*3  =  0 

ist  zugleich  die  Axe  der  Homologie,  voi  ^lo^  und  dem  Dreieck 
der  Höhcnfusspunkte. 

Die  Gleichung  16)  unseres  Kreises  (iu  baryceutri scheu  Coordi- 
naten)  kann  in  die  Form  gebracht  werden 

18)      ir,*cot<4,  -fjy*cot  A2  +  x3*coM3  =  0 

sie  z§igt,  dass  er  nur  reell  ist,  wenn  eine  der  Coeftieienten  negativ 
ist,  also  nur  für  stumpfwinklige  Dreiecke.  In  eiuem  solchen  schneidet 
bekanntlich  der  Feuerb.  Kreis  den  umgeschriebenen,  und  es  folgt, 
dass  auch  der  neue  Kreis  durch  diese  beideu  Schnittpunkte  gehen 
muss. 

Sein  Mittelpunkt  ist  ein  Puukt  der  Eulcr'schcu  Geradeu  und  zwar 
der  Höhenschuittpunkt.  Demi  setzt  mau  für  deu  Puukt  As  seine 
Coordinaten  iu  Gl.  16)  und  bezeichnet  die  Potenz  des  Kreises  16)  im 
Punkte  A2  mit  />82,  so  ist 

m  .  pt*  =  —  a3A2*  .  cosJ2 

anderseits  ist  ;>24  gleich  dem  Product  der  Abschnitte  auf  ge- 
messen von  A2  und  dies  ergiebt  sich  aus  Gl.  ltf) 

2  _  «&tcotAs_ 
Vi   ~~  cot  J,  -f-  cot -1^ 

Beides  liefert 

m      -  2rsiu^lt  .  sin  Js  .  sin  As 
Setzt  man  nun  die  Coordinaten  von 

M  (Xi  =  rcos.4i ) 

ein,  so  ist  die  Potenz 

«»  r*(l  —  4cos-rl,  .  cos-l2  .  cos,l3) 

uud  die  vou  II 

=  4r^  cos  /!j  .  eosJ*  .  C0Sa4., 

Da  uuu 

MH*  =  r*(i  —  8cosJj  .  coSi42  .  cos.43) 
ist,  so  ist  klar,  dass  //  der  Mittelpunkt  des  untersuchten  Kreises  uod 

2r  Y-  ■  cosAj  .  cos^3  .  cosjf, 

sein  Radius  ist.    Wir  haben  also  den  Satz: 

„Die  Mittelpunkte  der  einem  bei  Ax  stumpfwinkligen  Dreieck 
nAtA9At  eingeschriebenen  gleichseitigen  Hyperbeln  liegen  auf  einem 
„um  seinen  Höhenschnittpunkt  beschriebeueu  Kreise,  der  durch  die 
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„reellen  Schnittpunkte  des  umgeschriebenen  und  des  Fcuerbach'schen 
„Kreises  des  Dreiecks  geht  und  dessen  Radius  gleich 

2r  V—  cos;*,  .  cos  ,4*  .  cos^g  ist." 

Die  Asymptoten  dieser  Hyperbeln  bilden  einen  Strablenbüschel 
6ter  Classe,  das  die  x  fernen  Geraden  zur  Doppeltangente  hat. 
Denn  ihre  Coordinaten  sind  Wurzeln  der  Gl.  8)  und  9),  woraus  folgt 

Da  für  die  p,  die  Glcicbuug  besteht  18) 

(PiH-ps)2cot-4,4-(ps+j»,)*cot  As-jr(pl+pi)*cotAi  —  0 

so  folgt  für  die  Asymptoten 

(Ii    i8)2(  -  5*5»+S5?i-f  i*i?*)*cot^  +         -  0 

Aehulich  liegen  die  Breunpunkto  auf  einer  Curre  6ter  Ordnung. 
Denn  ist  Gl.  8)  die  Gleichuug  einer  solchen  Hyperbel  und  ^iXjXg 
die  Coordinaten  eines  ihrer  Brennpunkte,  so  ist  px  proportional 

2 ,  -f  +  2  cos. 1» 

(s.  Bücking  a.  a.  0.  S.  5).   Setzt  man 

^(jr/sin2  Aa-\- r^sitfAz  -f  ^2r3sin  A^siu  A.Aco^At)  =*  »7, 
so  ist  der  Ort  der  Brennpunkte 

2  sin2    +     siu2  A»  -f-  »/32siu*  Aa  -f-  3(*?2  '/3  cot  ^1 
+  %t/1cot/l2  +  v1i;scot^8)  «=  0 

Der  umgeschriebene  Kreis  und  der  Kreis  um  H  schneiden  sich 
unter  eiuem  Wkl.  <jp,  so  dass 

COS2?  =  —  COS  J,C0S.d,C0S<4a 

ist;  setzt  man  an  die  Stelle  des  umgeschriebenen  Kreises,  den  von 
Feuerbach,  so  erhält  man 

cos2qp  —  —  jg  cos  At  cos  A}  cos  A3 

Die  Potenz  unseres  Kreises  im  Schwerpunkt  ist 

2*4  cot  cot  co 
=  9 

wenn 
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d  =  A  A\  As  A$ 

ond  ©  den  Brocard'schen  Winkel*)  bedeutet. 

Der  Kreis  um  5,  welcher  mit  den  Kreisen  um  M  und  H  zu 
einem  Büschel  gehört,  schneidet  den  Kreis  um  H  in  U  und  F  recht- 
winklig, denn  US  und  67/  halbircn  den  Winkel  MUf  uud  dessen 
Nebenwinkel.   Also  ist  auch 

2  z/cot  w 

.st;*  -  —  --   -  sv* 

Endlich  ist  die  Entfernung 


1  /—  »r(  1  — f-  w ) 


weuu 

w  —  cos /l,  .  cos  A$  .  cos^lg  ist. 

Die  Punkte  II  uud  V  sind  zugleich  Mittelpunkte  von  2  dem 
Dreiecke  umgeschriebenen  und  von  2  ihm  eingeschriebenen  gleich- 
seitigen Hyperbeln.  Zu  ihrer  Coustructiou  dieuen  die  erwähnten 
iuvolutorischeu  Büschel;  man  ziehe  US  bis  zum  2tcu  Schnitt- 
puukt  b\  auf  dem  Kreise  AiAiAs,  und  bestimme  die  Ordnungs- 
strafen von  U  uud  L'j.  Die  ersteren  sind  die  Asymptoten  der  um- 
geschriebenen, die  Seitensymmetriegeraden,  die  letzteren  die  Asymp- 
toten der  eingeschriebenen  Hyperbeln. 

Unter  den  dem  stumpfwinkligen  Dreieck  A^A2A6  eingeschriebe- 
nen gleichseitigen  Hyperbeln  giebt  es  solche  mit  paarweise  parallelen 
Asymptoten.  Sind  X  und  Y  die  oo  fernen  Punkte  einer  solchen 
eingeschriebenen  Curve,  so  gehören  zu  ihnen  eingeschriebene  Para- 
beln .*  uud  y,  welche  von  deu  Seitensymmetriegeradeu  der  durch 
X  und  Y  gehenden  Geraden  umhüllt  werden,  und  deren  Axen  durch 
U  und  V  gehen,  also  senkrecht  zu  einander  sind.  Wenn  U  und  V 
in  dem  Wiukelraum  des  stumpfen  Winkels  des  Dreiecks  liegeu,  so 
schuciden  sich  x  und  y  in  4  Puukteu.  Zu  jedem  von  diesen  Punkten 
gehört  eine  eingeschriebene  durch  II  und  V  gehende  Hyperbel,  also 
giebt  es  in  diesem  Falle  4  gleichseitige  Hyperbeln  mit  parallelen 
Asymptoten. 

Jcue  Schnittpunkte  siud  Punkte  des  Kreises,  desseu  Gleichung 
45)  ist,  und  die  ihnen  entsprechenden  Puuktc  auf  dem  Kreise  16J 
sind  die  Mittelpunkte  der  Hyperbeln.    Liegen  aber  die  Parabeln 


•)  s.  die  Brocurd'sehcn  Gebilde  von  Emmerich. 


Digitized  by  Google 


Bärkinif:  Die  Sriten.oymme.trieijeraden  dts  Drciicks.  297 


in  verschiedeneu  Winkelräumen  der  Winkel  Au  Ax,  A3y  so  schneiden 
sie  sich  überhaupt  nicht.   Also  haben  wir  den  Satz: 

„Die  in  2  einem  stumpfwinkligen  Dreieck  eingeschriebenen  Para- 
beln, deren  Axen  auf  einander  senkrecht  stehen,  schneiden  sich  ent- 
weder nicht,  oder  in  4  Punkten  eines  Kreises,  und  dieser  Kreis 
„ist  für  alle  ein  und  derselbe". 

Man  kann  beliebig  viele  Paare  solcher  Parabeln  tinden,  indem 
man  von  ihren  Brennpunkten  ausgeht,  die  auf  dem  Kreise  AtA9Aa  dia- 
metral gegenüber  liegen.  Sind  A9A9  und  A3Aa'  Durchmesser  dieses 
Kreises,  so  können  die  Brennpunkte  nur  auf  den  Bogen  A9A9  ge- 
legen sein.  Ist  G  ein  solcher  Brennpunkt,  so  geht  die  Axe  «  der 
zu  ihm  gehörenden  Parabel  durch  G  und  den  x  fern  liegeuden 
Winkelgegenpunkte  von  G,  die  Fusspunktlinie  von  G  für  das  Dreieck 
AJA2AS  liefert  nun  die  Scheiteltangente  und  die  Parallele  dazu  durch 
H  die  Leitlinie  /  der  Parabel.  Diejenige  eingeschriebene  Parabel, 
deren  Axe  zu  der  Axe  der  vorhergehenden  senkrecht  steht,  habe 
den  Brcunpuukt  G\  die  Axe  </,  die  Leitlinie  V  ;  dann  ist  G'G 
Kreisdurchmesser,  a  l_  /  |_  wodurch  diese  Linieu  sogleich 
bestimmt  sind. 

Die  Nagel'sehcn  Punkte  der  einem  (stumfwinkligen)  Dreieck 
eingeschriebenen  gleichseitigen  Hyperbeln  sind  die  Seitengegeupuukte 
der  Punkte  /'  (s.  oben);  man   vertausche  in  ül.  15)  die  x,  mit 

und  erhält  als  Ort  für  jene  die  Curve 

2 

I 

oder  in  gewöhnlichen  Coordinaten 

^a'^a2  ~f*  ^8*  ri2  H~  ^i2*2S  ~h  2xi2x2a"3  cos  At  -{- .  .  .  =  0 

Diese  Gleichung  tiudet  mau  bei  Dcpeuo  (1893  Progr.  177,  Breslau, 
über  die  einem  Dreieck*  ein-  und  umgeschriebenen  Kegelschnitte). 
Synthetisch  ist  sie  als  Curve  4  ten  Grades  und  6.  Classe  bereits  von 
Montag  bestimmt  worden.  (1870,  Disscrt.  von  C.  Montag,  Breslau, 
Seite  27). 


6.   Gege  nschaaren. 

Unter  einer  Gogenschaar  wollen  wir  eine  Schaar  von  Geraden 
verstehen  der  Art,  dass  die  Seitensymmetriegerado  einer  jeden  wieder 
eine  Gerade  der  Schaar  ist. 
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Man  erhält  eine  solche,  wenn  man  den  Punkt  /'  eine  beliebige 
Curvo  beschreiben  lässt,  und  für  jede  Lage  die  2  durch  P  gehende 
Ssg  bestimmt.  Die  von  P  durchlaufene  Curvc  wollen  wir  die  Leit- 
curve  der  Schaar  nennen. 

1)   Die  Leitcurve  sei  die  Gerade  m  mit  den  Coordinaten 

h  =~  m  , 

Die  Coordinaten  der  durch  P  gehenden  Ssg  seien  i,'  und  !,■*,  ihr 
Schnittpunkt  also 

■    ;  *.   h   h  ; 
v  v        -  o 

i 

■-    II         V   II  ■-  II 

-I         *2  -3 

Mau  setzt  hierin 

und  für  die  der  ersten  Zeile  i«/,  da  ihr  Schnittpuukt  sich  auf  m 
bewegt.    Mau  erhält  dann  die  Gleichung  Htea  Grailes 

Die  Gegenschaar  also,  deren  Leitcurve  eine  Gerade  ist,  ist  ein 
Strahleubüschel  3ter  Classe,  d.  h.  eiu  solches,  vou  welchem  durch 
einen  Punkt  der  Ebene  höchstens  3,  immer  aber  eiu  Strahl  geht. 
Sie  enthält,  da 

r|      —  ~:\ 

der  Gleichung  1)  genügt,  alle  sich  selbst  entsprechenden  Geraden, 
darunter  die  x  ferne  Gerade,  ferner  die  Seiten  des  Dreiecks  AlAiA^ 
die  Gerade  m  und  deren  Ssg,  uud  die  Berührungspunkte  auf  m  siud 
die  Punkte,  in  denen  m  vou  den  sich  selbst  entsprechenden  Geraden 
geschnitten  wird.  Sie  enthält  endlich  die  Geraden  A^M^  AtM*  A3MS, 
wenn  die  M  die  Schnittpunkte  von  m  mit  den  Seiten  des  Dreiecks 
AlAiA.i  bedeuten. 

Die  Gegenschaar  zerfällt,  wenn 

«ij    —  Wtj, 

allgemeiner,  wenn 

;/tj2  =  m2*   oder   m22  =        oder   t»3*  ist, 

d.  h.  wenn  m  zu  einer  Dreieckseite  parallel  oder  durch  DJJSD3 
geht  (Schnittpunkte  von  je  2  sich  selbst  entsprechenden  Seiten).  Für 

»J|    =  Mo 

z.  B.  erhält  man 
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zerfallend  iu 

c'j  =  i"s  und 

Diese  r2  enthält  auch  ^2-43,  ^Si4„  und  Oa  Dlt 

2)  Dio,  Leitcurvc  sei  eine  Curye  «ter  Ordnung,  deren  Glei- 
chung ist 

/»Or,a»rj,)  =  0 

Wenn  dio  durch  /'gehenden  Ssg  die  Coordinaten  t« '  und!,  haben, 
so  ergeben  sich  die  Punktcoordinateu  ihres  Schnittpunkts  aus 

h'xi +        +         -  0 
*4  +  .V  +  >Y 

also 

Durch  Einsetzen  dieser  Werte  wird 

fnin)  -  0 
eiue  Gleichung  3«  ten  Grades  in  |i  . 

Durchläuft  z.  B.  der  Puukt  die  Ellipse  von  Artzt 

1  1,1 

so  ist  die  entsprechende  V6  von  der  Form 

*2        -3  m  M  r-ä 

Also  hat  sich  ergeben: 

„Duchläuft  ein  Puukt  eine  Curve  «ter  Ordnung,  so  bilden  die 
„durch  ihn  gehenden  Seitensymmetriegeradcn  im  allgemeinen  ein 
..Strahlcubüschel  der  Classe  3«u. 

Eine  andere  Methode  Gegenschaaren  zu  erhalten,  soll  für  die- 
jenigen 3 ter  Classe  gezeigt  werden.   Dio  Gleichung 

l 

geht  durch  Vertauschuug  der  i\-  mit  ihren  reeiproken  Wcrteu  .. 

s  * 

und  Multipüeation  der  Gleichung  mit  ^  .  £,  .  53  über  in 
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P  —  Pi  £2  £.1  4-  />*  ?a  ^"1  +  Pä  U  h 

Bedeuten  R  und  R'y  Q  und  Q'  a.  s.  w.  ebenfalls  solche  Ausdrücke 
und  c  eine  constante  Grösse,  so  ist 

1)  Cj  .  /' .  /»'  -f  t-s  .  Q  .  Q!  +  rH  .  A' .  Ii'  -\-  .  .  .  —  0 

diu  Gleichung  einer  Gegeoschaar  der  3teu  Classc.  Deun  jeder  Sum- 
mand ist  vom  3ten  Grade  und  beim  Einsetzen  der  J  für  die  I,  und 

?♦ 

folgender  Multiplication  mit  i",  |8i"3  geht  />  iu  /"  u.  s.  w.,  die  Glei- 
chung also  in  sich  selbst  über,  d.  h.  die  Geraden  sind  paarweise 
Symmetriegeradcn.  Da  PQ'  für  die  i,  eiu  homogener  Ausdruck 
3tcu  Grades  ist  und  durch  Einsetzen  der  reeiproken  Werte  der  f, 
für  dio  £i  selbst  übergeht  in  .  so  erhält  mau  auch  Gegen- 
schaaren  iu  der  Form 

PQ'  ±         ~  0 

oder  allgemeiner 

2)  et(P  .  Q'  ±  V  .  Q)  +  et{R  .  8'  +  R'S)  +  .  .  .  -  0  und 

3)  «.•,(/'  •  «'  —  P'  .     -f  t-s(Ä  .  S'  -  Är  .  5)  +  .  .  .      0  und 

4)  cl(i>Q'  +  r'Q)  +  ci(itsl  +  R'S)  +  .  .  .  4y1/,./J'4y*QG 

+  — .  .  .-0 

4)  ergiebt  sich  durch  Combination  von  1)  uud  2),  eine  solche  von  1) 
uud  3)  giebt  keine  Gegenschaar,  denu  für  3)  ist  nach  EinsetKung 

der  ^  au  Stelle  der      und  einer  nachfolgenden  Multiplication  mit 

£,*  .  £22 .  £3*  aucli  eine  solche  mit  —1  erforderlich,  um  die  alte 
Gleichuugsform  wieder  herzustellen.   Also  würde  die  Gleichung 

(PQ'  —  Pr  Q)+  PP'  =  0 

übergehen  in 

(PQ4  -  P'  Q)~  P.  P'  —  0 

also  nicht  in  sich  selbst. 

Dio  Gleichuugen  1),  2)  und  4)  erscheinen  bei  unserer  Unter- 
suchung in  der  gemeinsamen  Form 

I.  — -      +     -----  +  — -      4- « •  $t$.$s  -  0 

die  Gleichung  3)  in  der  Form 

II.  «.  <i(S*'  -  S32)  +  m»  $8l?3*  -  5, «)  4-  «9  fcßi 1  -  ltf)  =  0 
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Die  letztere  ist  uns  bereits  bekannt;  ihre  Lcitcnrve  ist  eine 
Gerade  (S.  298).  Ehe  wir  I.  untersuchen,  wollen  wir  die  anderen 
Gegenschaaren  3ter  Glasse  bestimmen.  I.  und  II.  stimmen  darin 
überein,  dass  die  Seiten  des  Dreiecks  AXA%A%  zur  Gegenschaar  ge- 
hören. Diese  Bedingung  lassen  wir  fallen,  Angenommen,  die  durch 
Ax  gehenden  Strahlen  der  Schaar  wären  verschieden  von  AtA2  und 
AtA3,  dann  mussten  auf  ASA3  3  Berührungspunkte  liegen,  oder  A^A3 
wäre  ein  3  facher  Strahl  der  Fs,  was  unmöglich  ist.  Also  bleibt  uns 
noch  der  Fall,  dass  A2AS  eine  Doppeltangente  und  eine  der  anderen 
Seiten,  etwa  A^AZ  einfacher  Strahl  der  T3  ist.  Dann  ist  die  Glei- 
chung der  Schaar 

t*  .  i>+  |2  .  R  -  0,   da  für  £3  «  0 

dio  übrigen  Glieder  c3*  als  Factor  haben  müssen.  Infolge  der  Be- 
dingung, dass  die  Schaar  sich  selbst  entspricht,  findet  man  leicht 
R  =  P'  \  also 

III.  itP±h  .P'  =  0 

wenn  i  und  *     1,  2,  3  sind. 

Diese  Gleichungen  bieten  kein  besonderes  Interesse,  wol  aber 
die  Gegenschaaren  von  der  Form  I.,  zu  deren  näheren  Untersuchung 
wir  jetzt  gehen  wollen. 

Zur  Gegenschaar 

~V    +  +        ns     -  +  «5i*t&  -  0 

gehören  zuerst  die  Seiten  des  Dreiecks  AiA2ASi  dann  die  Verbin- 
dungslinien des  Punktes  A'(*,  =  n,)  mit  Au  A2  und  A3y  denn  für 
5,  «=  0  ist 


»2 


+  ^  =  0     oder     «.(J  +  JJ-O 
d.  h.  durch  AL  geht  ausser  AtA2  und  AtA3  der  Strahl 

Die  für  die  3  Ecken  so  erhaltenen  Strahlen  gehen  durch  den  Punkt 
oder 

ar,  :  xs  :  as3  =•  n,  :  n2  :  n3 
Der  Sgp  von  AT  liefert  die  Berührungspunkte  auf  den  Seiten  des 
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Dreiecks.  Da  die  I'3  die  Seiten  des  vollständigen  Vierecks,  gebildet 
aus  Av  i43  und  AT  enthält,  so  muss  sie  geschrieben  werden 
können 

-A  .  w      ^|  .      •  *j  •  v  =a  0 

worin 

N  —  ;,i  i'i  +       +  "a'-'5  ist. 

Man  findet 

*1* +  "!*  +  »**  o 

also  ist  n  =  0  der  zum  Punkte  AT  gehörende  Kegelschnitt.  Die  Glei- 
chung I  lautet  dann 

Für 

ni  nt  n3 

zerfällt  also  die  F*  in  das  Strahlenbüschel  JV  und  dessen  Ssg,  oder 
die  Tangenten  des  zugehörigen  Kegelschnitts: 

?l  -2 

Wir  betrachton  die  Leitcurve  der  Gegenschaar  I.,  d.  h.  den  Ort 
der  Schnittpunkte  der  in  der  Schaar  enthaltenen  Ssg.  Schreibt  man 
I.  nach  Division  f,c2^ 

>»2  _j_  fa        ^s     |    -i         El    j  Es 

h..  .  i«  4. .    f3  4.  &        4-  £  =  0 

und  benutzt 

so  erhält  man  sofort 

n,  ns 
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Die  Loitcarre  ton  I.  ist  also  eine  Curve  3ter  Ordnung;  sie 
geht  durch  die  Mittelpunkte  Dx  Dt  DA  der  Dreiecksseiten,  durch  die 
oo  feruen  Punkte  der  Seiten,  durch  die  Schnittpunkte  der  Geraden 
Ax  AT,  Ai  N  und  A3  N  mit  den  Gegenseiten  des  Dreiecks. 

Zerfällt  die  r1  (s.  oben),  so  wird  aus  «) 
ß)      *'  (-*,•+«,•  +  *■»•>  +  l\  («,•--,'  +  *»*) 

oder  nach  einigen  Veränderungen 


•  a-i  *s  «"3 


Die  Leitcurve  schneidet  also  die  Reiten  des  Dreiecks  ausser  in 
den  <x>  fernen  Punkten  in  6  Punkten  eines  dem  Dreieck  DxJhDz 
umgeschriebenen  Kegelschnitts,  die  Gleichung  ist 

<*)      *  (~  *i  +       ra)+  '*  (*i  -  '2  +  *s)  +  *3      +     "       =  0 

"l  "*  w3 

Die  Umformung  von  ß)  kann  auch  so  geschehen,  dass  *i-|-r2— a\„ 
allgemein  ±*2±sr3)  als  Factor  des  ersten  Producfs  erscheint, 
z.  B. 

«)      (*i  +    —  *s)  [*j  (—  *i  4-  *i  —  *s)  +     (*i  —  ^2  ~  ^a) 

I    3*3/       |         I       \  1        (r1+X2~  ^ 

Die  Betrachtung  von  y)  lehrt  uns,  dass  hier  die  Leitcurve  zer- 
fällt, wenn 

«1  +  »2  +  »3  -  0 

ist,  in  die  00  ferne  Gerade  und  den  Kegelschnitt  <$;  e  aber  und  die 
analogen  Gleichungen  zeigen,  dass  dies  auch  stattfindet  für 

ö  «1  ±  «2  ±  »3  =  0 

Es  ist 

"1  +  '»2  +  »3^0 
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die  Bedingung  dafür,  dass  der  Punkt  AT  auf  der  x  fernen  Geraden 

liegt,  wie  schon  gesagt  wurde;  der  zugehörige  Kegelschnitt  f  ist 
eine  Parabel,  denn  bringt  man  ihn  zum  Schnitt  mit 

ar,  -f-  ar2  -f-  xz  =  ü 

und  setzt 

"i  +  «2  +  «3  =  0 

so  wird 

(xj  -  rA*  =  o 

was  zeigt,  dass  die  qo  ferne  Gerade  Tangente  und  AT  ihr  ao  ferner 
Punkt  ist. 

Da  ß  der  Ort  der  Schnittpunkte  der  Strahlen  des  Büschels  N 
mit  dem  Ssg  ist,  so  hat  sich  also  ergeben: 

„Die  Strahlen  eines  Büschels  A  werden  von  ihren  Seitensym- 
„metriegeraden  in  den  Punkten  einer  Curve  6  ter  Ordnung  geschnit- 
ten, welche  zerfällt,  wenn  AT  auf  einer  der  sich  selbst  entsprechen- 
den Geraden  liegt,  in  diese  Gerade  und  eiuen  sie  berührenden 
„Kegelschnitt,  welcheri  dem  von  den  3  anderen  sich  selbst  entspre- 
chenden Geraden  gebildeten  Dreieck  umgeschrieben  ist.  Im  be- 
sonderen werden  parallele  Geraden  von  ihren  Ssg  in  einer  durch 
,,/>jD3D8  gehenden  Parabel  geschnitten,  deren  Axe  den  Geraden 
„parallel  ist,  und  welche  die  von  den  Ssg  umhüllten  Parabel  be- 
„rührt." 

Ist  P  ein  beliebiger  Punkt,  v  eine  durch  ihn  gehende  Gerade, 
»,  deren  Ssg,  und  schneidet  die  zum  Punkte  P  gehörende  C*  ox 
ausser  im  Punkte  w„  noch  in  den  Punkten  .V  und  T,  so  sind  die 
£  und  T  die  Ordnungspunkte  der  involulorischen  Punktreiheu, 
in  welchen  v,  von  den  Strahlen  des  Büschels  P  und  deren  Ssg  ge- 
schnitten werden. 


Wir  kehren  zu  der  nicht  zerfallenden  Gegenschaar  zurück,  deren 
Gleichung  war 

deren  Leitcurve  ist 
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*)       ?  (  -  *,*  +      +  »•")+  ?  ('i'-'f'  +  'i*) 


n8 


+  ?  -  V)-  «*i*«*8  =  0 

"3 

Diese  C'8  kann  zerfallen,  ohne  dass  die  T  "(17)  zerfällt,  io  einen 
Kegelschnitt  und  eine  Oerade.  Setzt  man  nämlich  die  linke  Seite 
von 

(*i  *i*  +  *****  +  W  +  dl  «1*8  +  «1*8*1  +    x,  *,) 
so  erhält  man 

M,---,   «8*1---,  «A--- 

Berechnet  man  ferner  die  Coefficienten  von  r^a-j  und  V***  8<>  muss 
sein 

a8Ä^l  •  nt  •  "3  ~  °8n8  4"  ^»S 
«j  =  Oj ns  -J-  Oj «3 

woraus  folgt 

Die  Bedingung  für  das  Zerfallen  der  C*(k)  ist  also 
Wir  nehmen  zuerst 

=  <h  —  «s 

dann  wird 

- ,  „  »,  a, + <,,  8,  +  a,  3,  =  2      + +  "» 

a,nsn8  '  111**133  «,«»«3 

Die  Gleichung  k  lautet  dann 


*l  (-«1»+*8,+  *8»)+  ~  (*1,-*82  +  V)+  ^(x1«-f-*tS-«*.,> 
»1  "2  »3 

sie  zerfällt  in 

*!  +  *t  +  *a  —  0 

und 

A)         ^(-*.  +  *8+V+^(*l-  *8  +  *8)  +  ^(*l+*8-*8)  =  0 
Arth,  d.  M»th.  n.  Phys.   2.  B«iUo,  T.  XVI.  20 
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Die  letzte  Gleichung  stellt  einen  dem  Dreieck  DiDtDs  umge- 
schriebenen Kegelschnitt  dar.  Die  Gleichung  der  zugehörigen  Gegen- 
schaar ist 

W+*»')  ,  WH- Ei')  , 

n,  nj  "s 

oder 

jf-  «.  -  U»+  ^  (E.  ~  3.)*  +  !s  «i  -?.)*  =  0 
ni  »4  "s 

Sie  enthält  ausser  den  genannten  Strahlen  stets  die  od  ferne  Gerade 
als  Doppeltangente. 

„Es  wird  später  bewiesen  werden,  dass  die  Aymptoten  der  Hy- 
perbeln eines  Kegelschnittbüsehels  eine  solche  T*  bilden.*4 

Die  Leitcurve  der  Gegeuschaar  n  zerfallt,  wenn 

«i  —  ±  «2  —  ±  «3 

ist;  berücksichtigen  wir  jetzt  auch  noch  die  negativen  Zeichen.  Mit 
den  a,  wechseln  die  />,  ihr  Vorzeichen,  während  die  d,-  ihre  Zeichen 
behalten.  Die  Folge  davon  ist,  dass  der  Kegelschnitt  A  einem  andern 
der  4  von  den  sich  selbst  entsprechenden  Geraden  gebildeten  Drei- 
ecken umschrieben  sein  muss.  Im  Falle,  dass  er  auch  noch  die 
4te  sich  selbst  entsprechende  Gerade  berührt,  zerfällt  die  Gegen- 
schaar, was  oben  bereits  besprochen  wurde.  A  kann  ferner  zerfallen 
in  2  Geraden,  so  werden  wir  wieder  auf  Gegenschaaren  geführt, 
deren  Leitcurve  Geraden  sind  und  zwar  auf  einen  besonderen  Fall 
des  allgemeinen. 

Fassen  wir  unsere  Resultate  zusammen: 

Es  giebt  2  Arten  der  Gegenschaaren  3ter  Classe  mit  5,  sym- 
metrischen Gleichungen.  Diejenigen  der  ersten  Art  sind  die  Paare 
von  Ssg,  deren  Schnittpunkte  auf  einer  Geraden  liegen;  zu  der  Ge- 
raden £«  —  »»/  gehört  die  Gegenschaar 

Die  Gegenschaaren  der  2ten  Art  haben  die  Gleichung 

Es  sind  bei  constanten  »4,  n2,  «,  die  variabelen  s  die  Strahlen- 
büschel 3ter  Ciasse,  welche  in  den  6  Seiten  eines  vollständigen 
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Vierseits  und  in  den  Berührungspunkten  anf  dreien  von  ihnen  über- 
einstimmen. Die  Leitcurve  eiuer  solchen  T*  ist  eine  C'3  mit  der 
Gleichung 

2     (—  ar,s-f  a-^-fx8)—  txx  jr2ar3  —  0 

Für  constante  n,  und  variabeles  €  sind  es  die  G*  eines  e3  Büschels. 
Die  Gegenschaar  zerfallt  in  ein  gewöhnliches  Strahlenbüschel  2V  und 
deren  Ssg,  also  T*  für 

Die  Leitcurve  zerfällt,  wenn 

t„_2(L±i  ±V) 

{st,  in  eine  sich  entsprechende  und  einem  Kegelschnitt,  welcher  dem 
von  den  anderen  sich  selbst  entsprechenden  Geraden  gebildeten  • 
Dreieck  umgeschrieben  ist.    Die  dazu  gehörige  Gegenschaar  ist 

j^to-  k>»±?*         ±  j^-V  -o 

Gegenschaar  und  Leitcurve  zu  gleicher  Zeit,  wenn  N  auf  eine  der 
sich  selbst  entsprechenden  Geraden,  also  auf  der  x  fernen  Geraden 
oder  auf  eine  Seite  des  Dreiecks  DxDtD$  liegt.  Die  Gleichungeu 
sind  dann 

*?(—  *i+*s  +  *8)±**(*i  -**-r-*3)±*s(*i  +    — *a)  -  0 

»I  n2  n8 

Besonders  bemerkenswert  von  den  dem  Dreieck  DiDiDA  umge- 
schriebenen Kegelschnitten  (Gl.  k  S.  31)  ist  der  Fenerbach'scbe 
Kreis,  für  welchen  N  auf  den  Höhenschuitt 

=  cot  i,) 
fallt.   Seine  Gleichung  lautet  also 

x,  C0ti4,(—  r,     <r8-f  <r3)  +  *t  cot  ^Ä<ar,  —  ar2-f  a?3) 

-fx3cot^3(x,-f  ara  -  sr3)  —  0 

und  die  dazu  gehörige  Gegenschaar  ist 

20* 
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Diese  wichtige  Gegenschaar  werden  wir  im  Abschnitt  3  beson- 
ders behandeln. 

7.   Die  Seitensymraetriegeraden  als  Asymptoten  der 
dem  Dreieck  AlAiA3  umgeschriebenen  Hyperbeln. 

Die  Geraden  p  und  q  mit  ihrem  Ssg  p'  und  q'  mögen  darge- 
stellt sein  durch 

Zpati  —  Q-    2qixi  =  0\    2:-— 0   und  £-=0 

Pi  q% 

Dann  ist 

X%  X{ 

a)       2pt  <r,  2  £  qt  x, £  —  =  0 

ein  Kegelschnitt,  welcher  durch  die  Ecken  des  Vierecks  pqp'q4  geht 
Die  Quadrate  der  Coordinaten  fallen  wog,  und  seine  Gleichung  ist 

»  ^fc+£-(:+Ö]+^fe+£-(S+Ö] 

und  ist  also  auch  dem  Dreieck  AxAtA$  umgeschrieben. 
Ist  nun  q  eine  sich  selbst  entsprechende  Ssg.  also 

qt  =  q*       q*  =  1 

so  wird  aus  Gl.  «) 

(Pi  *i  +  *>*  *2  +  J>3*3)       +     +       -  (ar,  ±  *,  ± 

d.  h.  die  Geraden  p  und  Y  sind  Tangenten  des  Kegelschnitts  und 
ihre  BerUhruigssehne  die  Gerade 

X\  ~f~  «Tg  ~h  »3  ^  0 

Also  haben  wir  den  Satz: 

„Wenn  2  beliebige  Seitensymmetriegeraden  eine  sich  selbst  ent- 
sprechende Gerade  in  den  Punkten  U  und  V  schneiden,  so  berührt 
„der  Kegelschnitt  A^A^  U  V  jene  Geraden." 

Da  es  4  sich  selbst  entsprechende  Ssg  giebt,  so  folgt  durch 
Parallelprojection  allgemein: 
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Durch  die  3  Punkte  AlA9As  können  4  die  festen  Geraden  p 
und  p  berührende  Kegelschnitte  gelegt  werden;  die  Verbindungs- 
linien zusammengehöriger  Berührungspunkte  schneiden  sich  paar- 
weise auf  den  Seiten  des  Dreiecks  A^A^;  es  sind  die  sich  selbst 
entsprechenden  Geraden  in  dem  involutorischen  Liniensystem,  das 
durch  dag  Grunddreieck  Ax  A2A3  und  p  und  p'  als  entsprechende  Ge- 
raden gegeben  ist.  Jene  Kegelschnitte  sind  reell,  wenn  das  Linien- 
system reelle  sich  selbst  entsprechende  Geraden  besitzt. 

Für  die  <x>  ferne,  als  Ssg  sich  selbst  zugeordnete  Gerade  folgt 
nun  : 

,  Je  zwei  Seitonsyitfmetriegeraden  sind  die  Asymptoten  einer  dem 
„Dreieck  AtAtAz  umgeschriebenen  Hyperbel." 

Die  Gleichung  einer  solchon  folgt  aus  ß)  für 

3i  —  Qt  —  tf*  =  1 

Umgekehrt  sind  also  die  Asymptoten  einer  dem  Dreieck  AiAiAz 
umgeschriebenen  Hyperbel  Ssg  für  das  Dreieck  AXA^A&  wie  bekannt. 
Angenommen,  die  Hyperbel  y  ginge  durch  den  Punkt 

N(xi  c=  „,) 

wenn  man  dann  y  durch  nt  .  na  .  w3  dividirt,  so  wird 

t)    *  pt-  p»)8 + £  (*»  -  pi  )'  +  *  (p,  -  »)*  -  o 

Vergleicht  man  dies  mit  der  S.  30G  gegebenen  Gleichung  einer  Gegea- 
schaar,  deren  Leitcurve  ein  dem  Dreieck  Z),D8D3  umgeschriebener 
Kegelschnitt  war,  so  findet  man  vollständige  Uebereinstimmung. 

Die  Grössen  pi  sind  nämlich  die  Liniencoordinaten  der  Geraden 
p  und  p'  \  also  gilt  der  Satz  : 

„Die  Asymptoten  der  durch  die  festen  Punkte  AxAtA%  N  gehen- 
„den  Hyperbeln  bilden  ein  Strahlenbüschel  3ter  Gasse  6.  Die 
„Mittelpunktscurve  des  Kegelschnittbüschels  ist" 

^(-•i+^+«s)+^(«i-«t+*8)+^C«i+*i-«i)  -  0 

Wir  wollen  jetzt  die  dem  Dreieck  umgeschriebenen  Hyperbeln 
mit  gleichen  Asymptotenwinkeln  untersuchen.  Wird  der  eine  Winkel, 
den  die  Geraden 
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Pl*l+P***+P3*3  -  0 

und 

bilden,  mit  B  bezeichnet,  so  ist  bekanntlich 

8in0_+  .  £(PJ     —  PiPJ')  

*m    *  ~  2  (  .  T'  .8^:  V)  -  2(PiP<*+PW)«>Ut 

positiv  oder  negativ  zu  wählen,  je  nachdem  6  spitz  oder  stumpf  ist. 


Da  hier 


Pi  —  „:> 


ist,  so  erhalt  man,  wenn  man 

«uM,  +•  8inM,  +  sin2^, 

—  — :  — 5  :  — "  —  U  Setzt, 

sin     .  sin  A9  .  sin  Az 

Es  ist  nun 

£/  —  2(cot^,  -f  cot  ,4,  +  cotyi3) 
lerner  die  rechte  Seite  von  d 

_  fP*  —  PzXPa—  PJ 

Pi  P%Ps 

Ersetzt  man  die  p$  als  Linieucoordinaten  der  Geraden,  von  denen 
wir  ausgingen,  durch  5«  und  multiplicirt  mit  5,  .  f,  .  so  er- 
hält man  aus  ö  die  Gleichung 

«)   A  -  W  (5* -  U  (e8 +  tan  6  .  [cotiJ,  .  5,(5,  -  ?3)2 

+  cot^8?2(53  -  U4+  cotJ,?,«,  -  2,)*]  -  ü 

Der  Winkel  0  muss  hierbei,  ebenso  wie  die  Wkl.  Ai  in  einer 
bestimmten  Drehungsrichtung  gemessen  werden,  etwa  im  Sinne  des 
sich  drehenden  Uhrzeigers.  Danu,  enthält  £  erstens  nach  Voraus- 
setzung alle  Geraden  der  Ebene ,  welche  von  ihren  Ssg  unter  dem 
Wkl.  ft  geschnitten  werden.  £  enthält  aber  zweitens  auch  diese 
schneidenden  Geraden.  Ft}r  sie  hat  man  nur  das  entgegengesetzte 
Vorzeichen  zu  wählen ;  denn  wenn  m  eine  Gerade  von  e,  m4  ihre  Ssg, 
nnd 
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mm!  _  ß  ist,    so  ist    mm  —  180°  —  Ö 

Setzt  man 

180°  _  0  =  0' 

so  muss  die  Gleichung  aller  Geraden  m'  die  Form  haben  (trenn  man 
für  den  ersten  Fall  das  obere  Zeichen  wählt) 

Ci,  -  Ss)  (5,  -     <*s  ~  5i)  -  tan  0'  .  /*(!;.  5*  E8)  =  0. 

oder 

(5,-5,).  .(^-g  +  tanÖ./^SjW  -  0 

was  sich  bewahrheitet,  wenn  man  in  e  die  5i  durch  *  ersetzt.  Beide 

Gleichungen  zusammen  repräsentiren  die  gesuchten  Asymptoten. 
Man  hat  also  den  Satz: 

„Die  Asymptoten  der  dem  Dreieck  AtAtAs  umgeschriebenen 
„Hyperbeln  mit  gleicheu  Asymptotenwiukeln  bilden  im  allgemeinen 
„zwei  StrahleubQschel  3ter  Classe,  der  Art,  dass  die  beiden  Asymp- 
„toteu  jeder  Hyperbel  entsprechende  Seitensyrametriegeraden  in  den 
„Büscheln  sind." 

Für  6  —  90*  muss  der  Factor  von  tan  6  in  e  verschwinden,  also 
ist  die  Bedingung  für  die  sich  rechtwinklig  schneidenden  Asymp- 
toten 

cotAJ  .  5t (S8  —  £8)*-f  coU2 .  £8(53  —  ij)2 -\- coi  A:K  .  |3(|,  —  £,)2  =  0 

es  sind  die  Asymptoten  der  gleichseitigen,  dem  Dreieck  AxAtAz  um- 
geschriebenen Hyperbeln.    Die  Werte 

?1  =         ~  *3 

erfüllen  die  Gleichung  und  geben  die  x,  ferne  Gerade ,  welche,  wie 
bekannt,  als  auf  sich  selbst  senkrecht  betrachtet  werden  kann. 

Die  Mittelpunkte  der  betrachteten  Hyperbeln,  deren  Asymptoten 
gleiche  Winkel  bilden,  liegen  bekanntlich  auf  einer  Curve  4ter  Ord- 
nung (s.  u.  A.  Bücking,  a.  a.  0.  8.  13).  Wir  wollen  mit  Hilfe  des 
Vorhergehenden  die  Gleichung  dieser  C4  ableiten.  Die  Asymptoten 
einer  Hyperbel  seien 

Pi     Pt  Ps 
Daraus  folgen  die  Coordinaten  des  Mittelpunkts 
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Man  setze' 

*i  -  Pi(P**  ~  p»*) 

and  hat  dann 


ferner  ist 
also 


Pj  ,  Pa  _  yi*  -  *2'  ~  g's8) 


p«  _  p»  —  <p 

wenn 

qp*  +    +      (~ «i+'t  +  ^s)  (*!  4*»  "  za) 


ist,  also 


Ps  _  Pi  —  J*L 

Fl  " "  PS      "  'S«! 


Fi  __Pi  <L 

P«        Fl  *1*2 

Demnach  aus  17 

«1   ^  •  *3  —  Fi  •  Pt  •  Ps  •  9 

oder 

3*1  *t  * 
Fi  Pi  Ps  m  ^ 

Wir  haben  jetzt  die  Mittel  1  umzuformen.  Wenn 

eine  Gerade  ist,  deren  Liniencoordiuateu  t  genügen,  so  hat  man, 
indem  man  auf  ö  zurückgreift, 

Fi  (Pt2  -  Ps* )  +P*(P3*  ~  Fi*)  +Pa(Pi  *  —Pt*) 

q:tanö  [cot^,  .  Pl)pt  -/>2)2  -f  .  .  .  ]  -  0 

Es  ist  aber 

Pi'P«  -  Pa)*  —  Fi  Pt  Pt  (jj*  +  f2  —2) 

m  xi  xt  *t     (*i  +^H-y3)  (—  yi  4-  *«4*3) 
<P  xtxs 


demnach 
*i +*»  +  «*  ±  tan*. 


ri  +  3t  +  g3 

,  [C0t  Äx     (—     4     +  xi)  4*  •  •  •  ]  -  u 
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Diese  Gleichung  zerfällt  in 
und 

[cot  Ai  ^i—  xt  -f-  xt  -j-  *»)  H~  •  •  •  ]  i  9>cotö  —  0 
setzt  man  den  Wert  von  q>  ein  und  hebt  aufs  Quadrat,  so  ist 

[2:C0t^,  .  Xi  +  Tj  +  Zk)]* 

+  COt*0(z1-f rs-fx3)(—  ^-frj-f-a-sMaj—  **  +  *3)  •  ^i+srt—xs)^0 

„Diese  Curve*4ter  Ordnung  enthält  also  die  Mittelpunkte  der  dem 
„Dreieck  AxAtA^  umgeschriebenen  Hyperbeln  mit  gleichen  Asymp- 
„totenwinkeln  0.u 

Die  Curve  hat  Dl ,  Ds ,  D3  zu  Doppelpunkten  und  geht  durch 
die  2  ac  fernen  imaginären  Kreispuokte. 

Hier  fällt  der  Unterschied  zwischen  0  und  (180°—  0),  welchen 
wir  in  f  und  #  wahrnahmen,  weg,  wie  zu  erwarten  war. 

Sie  zerfällt  für  0  —  90°  und  wir  kommen  mit 

-£cot^4,  .  n  .  (—  *i +xj  -\-xk)  =  0 

auf  den  Feuerbach'scheu  Kreis  zurück ;  ferner  treten  für  0  —  U° 
statt  der  Curve  die  4  als  Ssg  sich  selbst  entsprechenden  Geraden 
<f*  —  ü  auf. 


8.   Normale  Seiteusymmetriegeraden  oder  die 
Fusspuuktliuien  dos  Dreiecks;  die  Curve  von  Steiner. 

Die  Gesamtheit  der  zu  einander  normalen  Ssg  bildet ,  wie  wir 
abgeleitet  haben,  ein  StraLleubüschel  3ter  Classe,  dessen  Glei- 
chung ist 

cot^,  |,  (U  -  58)*  +  cot  A2  ^3  -6,)«  +  coM3tft  -       =  0 

Durch  jeden  Punkt  der  Ebene  gehen  also  höchstens  3,  wenig- 
stens aber  eine  dieser  Geraden.  Sie  sind  die  Strahlen  einer  Gegen- 
schaar, deren  Leitcurve  der  Feuerbach'sche  Kreis  des  Dreiecks  iit 
mit  der  Gleichung: 

COt  At  XX  (  —  ^  +  3*8  +  Xz)  -f"  COt  At  Xi(Xl  "~  ^2  +  ^3) 

COt  Ai  x^Xj^  -f-  x9  —  x3)  —  0 
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d.  h.  der  Schnittpuukt  von  je  2  aufeinander  senkrecht  stehenden 
Ssg  liegt  auf  dem  Feucrbach'schen  Kreise. 

Diese  Geraden  sind  auch  die  Asymptoten  der  d?m  Dreieck 
AxAtAs  umgeschriebenen  gleichseitigen  Hyperbeln,  ferner  die 
Scheiteltangenten  der  dem  Dreieck  A^A^  und  endlich  die  Axen 
der  dem  Dreieck  DxDtDz  eingeschriebenen  Parabeln.  Auch  sieht 
man  leicht,  dass  sie  die  Fusspuuktlinien  oder  Simsongeraden 
des  Dreiecks  AtA2A3  sind;  denn  man  erhält  eine  solche,  wenn 
man  von  einem  beliebigen  Punkt  /'  des  Kreises  auf  die 

Dreieckssoiten  die  Lote  fällt  und  deren  Fusspuukte,  die  auf  einer 
Goraden  p  liegen,  verbindet.  Denn  ;>  ist  nichts  anders  als  die 
Scheiteltangente  der  dem  Dreieck  eingeschriebenen  Parabel  n  mit 
dem  Brennpunkte  P, 

So  sehen  wir,  dass  die  zu  einander  normaleu  Ssg  eine  vielseitige 
und  deshalb  wichtige  Rolle  in  der  Geometrie  des  Dreiecks  spielen. 
Viele  Mathematiker  haben  sich  mit  ihnen  beschäftigt,  seitdem  Steiner 
nachgewiesen  hatte,  dass  sie  eine  Curve  der  3.  Classe  und  4  ter  Ord- 
nung mit  3  Spitzen  (die  sog.  Steiner'sche  Curve)  umhüllen.  Steiner 
gab  eine  Reihe  von  Sätzen  ohne  Bewois  im  53.  Band  von  Crelle's 
Journal.  Schröter  behandelte  im  54.  Band  die  Sache  synthetisch. 
Er  betrachtet  die  Fpl.  als  Verbiudungsliuien  der  Punkte  des  F. 
Kreises  und  deren  oo  fern  liegenden  Winkelgegenpunkte  für  das 
Dreieck  ^^D^D^.  „Durch  einen  Punkt  a  des  Kreises  geht  ein  fester 
Strahl  aa1  und  ein  beweglicher  Strahl  welcher  in  den  x  den 
Kreis  zum  andern  Male  trifft.  Trägt  man  den  Winkel  xaat  au  den 
Schenkel  aa1  entgegengesetzt  an,  so  dass  der  andere  Schenkel  ax, 
dieselbe  Neigung  zu  aat  hat,  wie  ax  zu  aa,  und  zieht  dann  durch 
den  Punkt  x  eine  Parallele  zu  <w„  so  wird  dieselbe  eine  Curve  3  ter 
Classe  umhüllen,  während  der  Punkt  x  den  Kreis  durchläuft".  Von 

dieser  Definition ,  welche  das  Dreieck  /J,/J2#3  Dei  Seite  ,asst>  aus" 
gehend,  entwickelt  er  iu  überaus  klarer  Weise  die  Hauptfragen; 
doch  verallgemeinert  er  das  Problem,  indem  er  an  die  Stelle  des 
Kreises  und  der  x  fernen  Geraden  eine  beliebige  Punktreihe  2 ter 
und  1  ter  Ordnung  setzt. 

8  Jahre  später  (1865)  erhob  sich  uuter  englischen  Mathemati- 
kern ein  Wettstreit,  die  Fusspunktlinien  aualytisch  zu  untersuchen. 
Im  7.,  8.  und  9.  Bande  des  Quarterly  Journal  of  pure  and  applied 
Mathematics  findet  man  eine  Reihe  von  Aufsätzen  von  Green,  Fer- 
rers, Cayley,  Walton  über  unsere  Geraden.  Green  gab  die  Glei- 
chung der  Fusspunktlinie  des  Punktes  (aßy)  für  das  Dreieck  ABC 
in  trimetrischen  Coordinaten  («,  y.  «)  in  der  Form 
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Xk(k-ti)a-v)+  Wfi-vHp-i)  +  Z*(v--A)(v--W  -0 

( worin  X  «  *  .  sin  A  .  tan  i4,  A  =  0nd  die  Gleichung  der 

Enveloppe;  doch  fügt  er  hinzu:  I  am  forced  to  conclude  for  my  part 
that  the  casicst  method  of  obtaining  the  desired  eliminant  is  the 
straight-formed  but  unsymmetiical  coarse.  Ferrers  untersuchte  mit 
Hilfe  von  cartcsischon  Coordinaten  und  erhält  für  die  Enveloppe 

p  z=  \a  sin  3y 

worin  p  das  Lot  vom  Mittelpuukt  des  F.  Kreises  (Radius  |a) 
auf  eine  Fpl,  und  dereu  Neiguugswinkel  zu  einer  festen  Axe  be- 
deuten, Im  8  Band  füllte  Cayley  die  von  Green  gelassene  Lücke 
und  gicbt  mit  Hülfe  Hessc'scher  Formeln  a  symmetrical  metbod  zur 
Ableitung  der  Tangentialgleichuug  und  der  eingehüllten  Curve  in 
der  Form 

1  ... 

(z-f-H^T*  reciP  M*  -  Ö*  +  •  •  ■  I  «=o 

Dann  bestimmte  er  durch  mühsame  Rechnungen  die  Coefficienten, 
um  bei  einer  sehr  complicirten  Gleichung  zu  endigen;  s.  auch  den 
Nachtrag  dazu  in  demselben  Bande  S.  75. 

Im  9teu  Bande  gab  auch  Walton  die  Gleichung  der  eingehüllten 
Curve 

L  ^  M  ^  N 

worin  a  —  tan  yl;  L,  M  und  N  homogene  Functionen  2ten  Grades 
in  deu  laufenden  Coordinaten  der  Curve  bedeuten. 

Ferrers  (Band  IX,  S.  153 )  berechnete  sie  für  das  Dreieck 
Wi  W2  Wz  (s.  F.  3.)  und  erhielt 

+  *s*i -Kl**)9  -  4xlxtr3(xx+ri-\-xa)=0 

was  einfacher  geschrieben  werden  kanu  als 

1,1  1 

xx3      xs*  a-s» 

Bezogen  auf  das  Dreieck  v,tyA,  (s.  F.  3.)  als  Grunddreieck  giebt 
ienc  Gleichung  vermittelst  der  Substitutionen 


x±  =  7xt'  +  aV  -f-  zs' 
**  -  *i  +  7a-,'  -f-  *3' 
xs  ~   xi  +   *%  +  7ars' 
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•  (*ia?a+jr2aesH-«,s»,i>+192(a?1+Xg4-xs)ar1flvr5  =*  0 

Noch  eino  Gleichung  der  St.  Curve  haben  wir  anzugeben;  man 
hat  gefunden,  dass  die  St.  Curve  eine  nicht  transcendente  Hyper- 
cykloide  ist,  und  als  solche  ist  sie  von  Painjoin,  Serret,  Salmon, 
Eckhardt  und  Kieper  behandelt  worden.  Ihre  Gleichung  ist  nach 
Salmon,  wenn  man  (s.  F.  3)  OuL  «=  r  setzt  und  Ovx  als  y  Axe  an- 
nimmt, in  rechtw.  Coordinaten 

(*a-fV)2  —  8ry3+24rr*y  +  18rV4-y9i  -  27 r* 

So  sehen  wir,  dass  die  Fpl.  und  die  von  ihnen  umhüllte  Stei- 
ner'sche  Curve  vielfach  untersucht  worden  sind;  auch  eine  elemen- 
tare Behandlung  li«gt  vor  von  Perlewitz  (Progr.  1890,  Nr.,  99, 
Sophiengymnasium  zu  Berlin)  und  hier  findet  man  auch  auf  der  2. 
Seite  einen  guten  Literaturnachweis. 

Wir  betrachten  es  noch  als  unsere  Aufgabe  dem  Leser  die  Fuss- 
punktlinieu  in  ihrer  Gesamtheit  zur  Anschauung  zu  bringen. 

In  sehr  einfacher  Weise  geschieht  dies,  wenn  man  sie,  an  die 
Schröter'sche  Betrachtung  anknüpfend,  als  Verbindungslinien  der 
Punkte  des  Feuerbach'schen  Kreises  mit  deren  oo  fern  liegenden 
Winkelgegenpuukten  (f.  d.  Dreieck  DXD%D^  ansieht.  Nur  werden 
wir  anstatt  der  ao  fernen  Punkte  ihre  2ten  Schnittpunkte  mit  dem 
Kreise  benutzen  und  hierdurch  eine  Vereinfachung  erzielen.  Ange- 
nommen F  uud  /<',  seien  2  Punkte  des  Kreises ,  und  f  und  /,  die 
durch  sie  gehenden  Fusspunktlinieu ,  welche  F  und  Fx  mit  deren 
Winkelgegenpunkten  verbinden;  dann  ist  der  spitze  Winkel  ffx  « 
dem  spitzen  Peripheriewinkel  über  /'*/',.  Denn  zieht  man  etwa  DXFX 
uud  DtF  und  durch  l)t  zu  /  und  fx  die  Parallelen,  so  erhält  mau 
2  Paare  Winkelgegcngeraden ,  deren  Winkel  entgegengesetzt  gleich 
sind.  Angenommen  nun  f  und  /,  schnitten  den  Kreis  zum  2teu 
Male  in  G  und  Cr,,  so  verbinde  mau  F  mit  Gx .  Da  Wkl.  Gx 
Wkl.  /"/",,  so  ist  Wkl.  GFGt  (oder  sein  Supplement)  doppelt  so  gross, 
als  jener,  uud  Bogen  GGX  =  2  Bogen  FFX  aber  mit  entgegengesetzten 
Drehungssinn.  Denkt  man  sich  F  und  G  den  Bogen  FG  durch- 
laufend, so  werden  sie  in  einem  Punkt  Ut  zusammenfallen,  so  dass 

U^G  =  2U^F  ist. 

Also  können  wir  uns  die  Fusspunktlinien  vorstellen  als  die  Ver- 
bindungslinien zweier  Punkte  des  F.  Kreises,  welche  von  LT,  aus- 
gehend den  Kreis  in  entgegengesetzten  Richtungen  so  durchlaufen, 
dass  die  Geschwindigkeit  des  einen  (G)  doppelt  so  gross  ist,  als  die 
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des  anderen  (F).  Hieraus  lassen  sich  die  meisten  Sätze  über  unsere 
Geraden  mit  Leichtigkeit  ableiten ;  z.  B.  gehen  durch  F  noch  2  andere 
Fpl.  FFX  und  FF2,  denn  da  G  den  Kreis  2  mal  zu  durchlaufen  hat, 
nm  alle  Fpl.  zu  liefern,  so  geht  er  2  mal  über  F  und  liefert  2  neue 
Fusspunktlinien,  für  welche  F  jetzt  ein  G  Punkt  ist.  Jene  stehen 
senkrecht  auf  einander,  da  dem  Kreise,  welchen  G  von  einem  Durch- 
gang durch  F  zum  anderen  zu  durchlaufen  hat,  ein  Halbkreis  Fx  F2 
entspricht.  Auch  steht  FG  senkr.  auf  FXF%>  denn  wenn  G  nach 
dem  F  wandert,  so  geht  F  bis  zum  Halbirungspunkt 1  Fx  von  GFt, 
ebenso  muss  F9  den  anderen  Segmentbogeu  FG  halbieren.  Wenn 
F  einmal  den  Kreis  durchläuft,  muss  es  mit  G  ausser  in  Ux  offen- 
bar noch  2  mal  zusammenfallen  (IK  und  f/3),  so  dass 

//,  Ut  «=  L\  U%  =  h\  Ux  =  120° 

ist.  Es  sind  dies  die  Berührungspunkte  der  Steinei'scbeu  Gurve  mit 
dem  Kreise.  Jedes  Segment  FG  wird  durch  einen  der  Punkte  V  ge- 
drittelt, z.  B.  auch  die  Bögen  DXHX ,  D2H2  und  D^H^  wenn  die  //Punkte 
die  Fusspunkte  der  Höhen  im  Dreieck  AXA2A&  bedeuten,  da  die  Höhen 
und  die  Seiten  des  Dreiecks  AxAiAi  zu  den  Fpl.  gehören.  Lässt 
man  zwei  benachbarte  Fpl.  FG  und  FXGX  zusammenfallen,  so  muss, 
da  Wkl.  ffx  =  Wkl.  Gx  ist,  der  Schnittpunkt  T  jener  auch  in  der 
Grenzlage  so  falleu,  dass  er  von  F  ebenso  weit  entfernt  ist  als  G 
von  F.  T  ist  dann  der  Berührungspunkt  der  Fusspunktlinie  FG 
mit  der  St.  Curve.  So  könnte  man  in  der  Ableitung  vou  bekannten 
Sätzen  fortfahren ;  es  sei  nur  darauf  hingewiesen ,  dass  die  Aufgabe 
bei  gegebenem  F  Kreise  und  einer  Fpl.  die  übrigen  zu  zeichnen 
und  die  Berührungspunkte  der  umhüllten  Curve  zu  bestimmen,  im 
Gesagten  eine  sehr  einfache  Lösung  findet;  mau  vergleiche  damit 
die  von  Cremona  gegebeue  (s.  Perlewitz  S.  9). 

Auch  die  Gleichung  von  Ferrers  ergiebt  sich  hier  leicht.  Denn 
nennt  man  L  das  Lot  von  O  auf  FG  und 

Wkl.  FXU  —  2^' 

so  ist 

Wkl.  UOS  «  4^*   und  Wkl.  FOL  -  3^' 

also 

OL  —  OF.  cos  3y' 

Man  nehme  also  OA  senkr.  auf  OF  als  feste  Axe,  setze  OL  =  p 
und  OF=\a  und  nenne  Wkl.  LOA  —  t^;  dann  ist 

_|_  y,  =»  40°   und  p  ~  \a  sin  3</> 

Wir  wollen  zum  Schluss  die  Lage  der  3  oben  definirten  Punkte 
U  zu  den  Punkten  D\  />2/>3  feststellen.    Wir  denken  uns  auf  dem 
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Bogen  D,D,  den  Punkt  F  (s.  Fig.  4)  und  die  durch  ihn  gehende 
Fpl.  FG}  so  dass 

GL  -  2üi* 

ist.  Wir  ziehen  zu  D8D,  die  parallele  -Sehne  FN  und  D,2V.  Dann 
liegt  der  Wgp.  von  U  qo  weit  auf  DXN,  also  ist 

FG\NDi 

Man  setze 

NDS  —  6  =  FD& 
und  die  Wkl.  des  Dreiecks  gleich  a„  «,  und  «,(«,  >  a,).  Dann  ist 

FN  -  2a,  -  2<J  =  D,G;  =  2«,  -  2«, +  2* 

Ftf  -  2«2  -  2«,  +  3<5 ;    FU^i-2  -t-TJ!» 
Wir  berechnen  t/D„  LTD2  und  t'D3  (J„  <J2,  ds: 

2«,  —  2cr, 

<J8  =  — 3 

20,4-4^ 

«,  3  - 

2o1-|-4or2-j-Gaa 
«5,  =  3  

also  ist  deren  Summe 

«  2(o,  +«, -f  «,)  =  2n 

Denken  wir  uns  nun  im  Kreise  D,D,D,  einen  beliebigen  Radius 
OR  (==  1)  als  Axe  von  Aequipolleuzen  und  Bogen  RU,  in  der 
Richtung  der  früheren  gemessen,  —  u  gesetzt,  so  ist 

0U=  €«      OD,  =  €('i+«),     OD,  =  f(^+«),     OD,  - 
also 

OD,  .  OD,  .  OD,  =  «(*i+*a+'i+»«> 

und  da 

*i  +    -Hs  =  2«   und   «2*  -  1 

so  ist 

OD,  .  OD,  .  OD,  -  t*»  =  0£/3 

also 


ot;  -  Vod,  .  OD,  .  OD, 

Diese  Wurzel  hat  3  Werte,  welche  bekanntlich  um  120°  von  ein- 
ander getrennt  sind,  und  liefert  uns  die  Strecken  0Ult  0U%  und 
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Ol/3.  Wir  haben  also  den  Satz:  „Für  jeden  Radios  des  Feuerb. 
„Kreises  al9  Axo   von  Aequipollenzen  ergeben   sich   die  Radien 

„nach  dem  Berührungspunkte  der  Steiner'scheu  Curve  als  Wurzel- 

s  

„werte  von  Y  OD\  .  OD^  .  0/>3"- 

Dieser  Satz  gilt  nicht  allein  für  die  Punkte  /J,  sondern  auch 
für  beliebig  viele  andere  Tripel  von  Punkten  des  F.  Kreises,  näm- 
lich den  Seitenmittelpunkten  aller  Dreiecke,  deren  Seiten  und  Höhen 
Fusspunktlinien  sind. 

Da  UG  —  2  UF  ist  (s.  d.  Fig.) ;  so  ist ,  wenn  man  die  Axe  der 
Aequipollenzen  nach  OF  legt 

3 

Oü  —  Yog 

Auch  diese  Gleichung  liefert  uns  3  Punkte,  welche  Teilpunkte  der 
in  derselben  Richtung  gemessenen  Bögen  FG ,  FG-\-2n,  FG+An 
sind  (s.  diese  Teilung,  schon  angewandt  bei  van  Schooten  in  seinen 
coment.  zur  geometria  des  Descartes,  Ausgabe  1683,  p.  345  ff.,  de 
cubicarum  aequitionum  resolutione) 

Endlich  folgt  aus 

3   

OU  =  V  ODt  .  OD%  .  ÖD3 

und 

3 

OU  =  Yog 

OG  =  OD1  .  ODg  .  ODs 

gültig  für  die  Axe  OF.  Sie  bestimmt  zum  Punkt  F  den  zugehörigen 
Punkt  G  und  kann  als  Definitionsgleichung  der  Fusspunktliuien 
(FG)  für  die  Rechnung  in  Aequipollenzen  angesehen  werden. 
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XIII. 

lieber  eine 
Erweiterung  des  Gauss'schen  Pentagramuia 
mirificum  auf  ein  beliebiges  sphärisches  Dreieck. 

Von 

Dr.  Dziobek, 

Professor  in  Charlottenburjj. 


In  einer  Abhandlung  (gesammelte  Werke,  Bd.  III,  Nachlass 
pag.  481  —490)  hat  Gauss  für  ein  gegebenes  rechtwinklig  sphärisches 
Dreieck  ein  Fünfeck  besonderer  Art,  nämlich  ein  solches,  dessen 
fünf  Diagonalen  sämtlich  Quadranten  sind  —  von  ihm  Pentagramma 
mirificum  genannt  —  angegeben,  aus  dessen  Betrachtung  unter  An- 
deren sich  auf  der  Stelle  die  merkwürdigen  Neper'schen  Analogien 
ergeben.  Der  Versuch,  diese  Figur  so  zu  erweitern,  dass  sie  auf 
irgend  ein  gegebenes  schiefwinkliges  sphärisches  Dreieck  angewendet 
werden  kann,  führt  zwar  zu  einer  grösseren  Zahl  von  Punkten  und 
Linien,  aber  doch  zu  einem  Netz  von  sehr  übersichtlichem  geome- 
trischen Gepräge,  aus  dessen  analytischer  Untersuchung  sich  recht 
eigentümliche  Formeln  für  die  Seiten  und  Winkel  eines  sphärischen 
Dreiecks  ergeben. 

Man  gelangt  hierzu  wie  folgt.  Gegeben  sei  das  sphärische  Drei- 
eck ABC.  Man  construire  das  Polardreieck  A'B'C so  dass  A'  Pol 
von  BC,  B'  von  CA,  C'  von  AB  ist  (Pol  eines  Kreisbogens  oder 
eines  Kreises  soll  hier  ein  Punkt  heissen,  der  zu  jenem  die  Lage 
von  Pol  zu  Aequator  hat.  Im  übrigen  mag  es  gleichgültig  sein, 
welchen  von  beiden  Polen  man  nimmt,  da  hier  zwei  gegenüberlie- 
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gende  Punkte  im  wesentlichen  einander  ersetzen  nnd  daher  als  ein 
Punkt  angesehen  werden  können).  Die  drei  grössten  Kreise  durch 
AA\  BB\  CC'  sind  dann  die  Höhen  sowol  des  Dreiecks  ABC  als 
auch  des  Dreiecks  A'B'C4  und  schneiden  sich  in  einem  Punkte  D. 
Das  gegebene  Dreieck  und  sein  Poldreieck  liegen  daher  perspecti- 
visch  und  befinden  sich  die  drei  Schnittpunkte  EFG  der  Seiten  BC 
und  B'C'y  CA  und  C'A\  AB  und  A'B'  in  einem  grössten  Kreise. 

Bisher  sind  10  Punkte  ABC,  A'B'C' D,  E,  FG  und  10  Kreise 
genannt  worden.  Sie  bilden  eine  in  sich  geschlossene  Figur,  derart, 
dass  durch  jeden  Punkt  drei  Kreise  gehen,  und  auf  jedem  Kreise  drei 
Punkte  liegen.  Ausserdem  ist  diese  Figur  sich  selbst  polar,  da  jedem 
der  zehn  Punkte  einer  der  zehn  Kreise  als  Aequator  entspricht. 
Doch  tritt  ihr  Charakter  fester  hervor  bei  einer  zweckmässigen  Be- 
zeichnung ihrer  Punkte  (und  Kreise).  Hierzu  wählt  man  am  ein- 
fachsten 5  Indices  1,  2,  3,  4,  5  und  giebt  jedem  Punkte  zwei  In- 
dices,  so  dass  z.  B.  der  Punkt  A  die  Indices  1  und  4  erhalten  und 
von  nun  an  Pu  oder  P4,  heissen  möge.  Dann  sollen  dio  neuen  Be- 
zeichnungen folgende  werden: 

A      B       C,       A'       Bf       C       D      E      E  G 
Pi,i    Pa,2    P<,3    P*,\    A,2    Pbß    P4.5    Pa,s   Pa,i  Pi,2 

Die  Indices  sind  so  verteilt,  dass  je  zwei  Punkte  mit  einem  gleichen 
Index,  wie  z.  B.  Pu  und  P,3  auf  einem  der  zehn  Kreise  liegen.  Auf 
demselben  Kreise  liegt  auch  der  Punkt  Pi#.  Er  möge  k.s  oder  h,4 
genannt  werden  u.  s.  w.,  so  dass  jeder  Kreis  durch  die  drei  Punkte 
geht,  welche  mit  ihm  keinen  Index  gemein  haben. 

Sämtliche  „Diagonalen"  dieser  Figur,  z.  B.  P^—Pu  siQd  Qua- 
dranten, und  desgleichen  schneiden  sich  in  jedem  „Diagonalpunkte", 
wie  l)t1  '34  die  beiden  Kreise  senkrecht.  Zählt  man  diese  15  Kreise 
und  15  Punkte  noch  hinzu,  so  lassen  sich  in  der  Figur  jetzt  15  sich 
selbst  polare  Dreiecke  namhaft  machen. 

Unter  den  vielen  merkwürdigen  in  dem  Netz  enthaltenen  Figuren 
möge  hier  nur  noch  eine  besondere  Art  hervorgehoben  werden. 
Stellt  man  5  der  zehn  Punkte  P  zu  einem  Cyklus  zusammen,  z.  B. 

A»»  A4  ^46»  Ai 

so  erhält  man  nichts  anderes  als  ein  Gauss'sches  Pentagramma  mi- 
rificum,  da  die  fünf  Diagonalen,  wie  P|2-P34  sämtlich  Quadranten 
sind.  Solche  Fünfecke,  die  der  Einfachheit  wegen  mit  [1,  2,  3,  4,  5] 
etc.  bezeichnet  werden  mögen,  giebt  es  12,  und  sie  gruppiren  sich 
zu  zwei  und  zwei,  wie  z.  B.  [l,  2,  3,  4,  5]  und  [1.  3,  5,  2,  4]  der- 
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art,  dass  die  zehn  Punkte  P  und  die  10  Linien  /  sich  in  nur  je 
einem  ah  Ecken  oder  Seiten  finden ,  wobei  überdies  noch  zu  be- 
merken ist,  dass  jedes  der  beiden  Peutagramme  dem  andern  zugleich 
ein-  und  umschrieben  ist. 

In  Folge  der  Symmetrie  leuchtet  anch  ohne  Weiteres  ein,  dass 
dieselbe  Constructiou,  welche  von  dem  sphärischen  Dreieck  Piv 
Pt2y  P48  ausgegangen,  zu  demselben  Satze  fuhren  muss ,  wenn  mau 
von  irgend  einem  der  20  sphärischen  Dreiecke  ausgeht,  die  aus  diesem 
durch  Vertauschung  der  Indices  hervorgehen.  Und  es  muss  auch 
möglich  sein,  ihre  Seiten  und  Winkel,  (oder  auch  nur  ihre  Seiten, 
da  zu  jedem  Dreieck  das  Polardreieck  in  der  Figur  vorhanden  ist) 
durch  symmetrische  Formeln  auszudrücken.  Es  erhebt  sich  aber  die 
Frage,  in  welcher  Weise  dies  geschehen  soll? 

Zu  ihrer  Beantwortung  ist  es  sehr  zweckmässig,  das  Netz  auf 
folgende  Weise  auf  den  Raum  hinein  zu  projiciren.  Man  suche  im 
Räume  fünf  Punkte  Qt  Q2  Q3  Q4  Qb  auf ,  derart,  dass  die  10  Ver- 
bindungslinien dieser  fünf  Punkte  parallel  sind  zu  den  JO  durch  die 
Punkte  P  gehenden  Durchmessern  der  Kugel,  also  z.  B.  Q4Q5 
parallel  zum  Durchmesser  nach  y'4,5.  Dass  dies  möglich  ist,  ergiebt 
sich  ohne  Weiteres  aus  der  Tatsache,  dass  je  drei  der  Durchmesser 
immer  in  einer  Ebene,  nämlich  der  Ebene  eines  Kreises  l  liegen. 
Auf  die  fünf  Punkte  Q  überträgt  sich  dann  die  Polarität  in  der 
Weise,  dass  die  Verbindungslinie  irgend  zweier,  z.B.  Q4Qb  senkrecht 
steht  auf  der  Verbindungslinie  zweier  anderer,  z.  B.  Q,  Q2,  also  auch 
senkrecht  steht  auf  der  Ebene  Qt  Qa  Q3.  Je  vier  der  fünf  Punkte 
bilden  daher  ein  Tetraeder,  in  dem  die  gegenüber  liegenden  Kanten 
auf  einander  senkrecht  stehen. 

In  einem  solchen  Tetraeder  schneiden  sich  aber  die  vier  Höhen 
in  einem  Punkte,  und  dieser  Punkt  ist  kein  anderer,  als  der  füofte, 
übrig  bleibende  Punkt. 

So  hat  sich  also  die  Aufgabe  in  eine  andere  verwandelt,  näm- 
lich die  Winkel  der  10  ebenen  Dreiecke  durch  symmetrische  For- 
meln auszudrücken,  und  hierzu  ist  es  wieder  am  besten,  sich  an  die 
Längen  der  10  Verbindungslinien  Q,  Q2  zu  halten.  Nach  einem  be- 
kannten Satze  sind  in  einem  Tetraeder,  dessen  vier  Höhen  sich  in 
einem  Punkte  schneiden,  die  drei  Summen  der  Quadrate  gegenüber 
liegender  Seiten  einander  gleich,  also  z.  B. : 

Qi  Qs2  +  Qs  QS  -  V  +     G*2  =  Qu2  +  Qn*  etc. 
Diesen  Gleichungen  wird  genügt,  wenn  man  setzt: 
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Qi  Q**  =  «,  +  «* 

«4*  =  "l  +  «4 

<2iV-  + 

etc.,  wo  die  fünf  Grössen  u  noch  näher  zu  untersuchen  sind.  Hierzu 
bemerke  mau,  dass  Q4  Qö  senkrecht  auf  der  Ebene  Q,  Q3  steht. 
Der  Durchschnitt  beider  sei  S  und  es  sei 

Q4S  -  x 

Q^  -  v 

also  zunächst 

±  (*  ±  y)  -  q4Qö  -  v«;t^ 

Andererseits  folgt  sofort  durch  Betrachtung  des  Dreiecks  Q4  Q6  Qx , 
indem  S  der  Fusspunkt  einer  Höhe  ist: 

**-y*  -  Q4  Qi2  ~  Q,  Qi*  = 
daher  in  der  Verbindung  mit  der  vorigen  Gleichung 

±  (*  +  *)-  -7^^ 

daher 


±  2/ 


«5 


V"4+  M6 


a:  und  y  sind  die  Höhen  von  (24  und  Q5  der  beiden  Tetraeder 
Qi  Q2  %  Q4  und  Qj  Q2  (4  Q5.   Die  Inhalte  derselben  verhalten  sich 

daher  wie  «4 :  ub  oder  wie  j-  :  ^ .   Da  nun  die  algebraische  Summe 

der  Inhalte  der  fünf  Tetraeder  =  0  ist,  so  folgt  hieraus  die  wich- 
tige Gleichung: 

I)  -  -4  l_  -  _| —  0 

Eine  audere  Gleichung  zwischen  den  u  findet  nicht  statt.  Zu 
bemerken  ist  aber ,  dass  für  reelle  Punkte  nur  eines  der  u  negativ 
sein  kann. 

Aus  dem  Dreieck  QiQaQs  folgt  sofort: 

21* 


Digitized  by  Google 


324     Dziobtlc:  Erweiterung  des  Gauss' sehen  Pentagramma  mirißcum. 


COSQ8  C^Qj,  -  C09(P18P13) 


und  ähnlich  für  alle  zwanzig  Winkel.   Hieraus  findet  man 

Vuju, -j-«««»  -t-^t 


8inQ,Q,  Q8  -  sin  PxtPn  - 


Kehrt  man  endlich  wieder  zu  dem  ursprünglichen  Dreieck  ABC 
und  seinem  Polardreieck  A'B'C  zurück,  so  ergeben  sich  schliess- 
lich folgende  eigentümliche  Formeln  für  die  Seite  abv  uud  Winkel 
aßy  eines  sphärischen  Dreiecks. 


II) 


cosa  «=» 


cosb  = 


cose  — 


Sina 


sin* 


vVHv  vV-fV 


COS« 


-«6 


;     C08j3  = 


;  cosy 


«5 

V«i+«5  •  V«t-f-«i 


sina  = 


•  VW-K 
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sine  —         »  s   _ 

81  n  y  —  34  .  , 

wo  zwischen  den  u  die  Gleichung  I)  stattfindet.  Zu  bemerken  ist 
noch,  dass  mau  die  Vorzeichen  der  Wurzeln  im  allgemeinen  beliebig 
annehmen  kann. 

Vertauscht  man  in  den  Formeln  II)  die  Indices  1,  2,  3,  so  bleibt 
man  in  demselben  Dreieck  und  wechselt  die  Reihenfolge  der  Ecken. 
Vertauscht  man  die  Indices  4  und  5,  so  geht  man  von  dem  Dreieck 
zu  seiuem  Polardreieck  über.  Vertauscht  man  aber  die  Indices  1, 
2,  3,  4,  5  unter  einander  in  irgend  einer  anderen  Weise,  so  ergeben 
sich  die  Seiten  und  Winkel  eines  anderen  Dreiecks  aus  den  vorhin 
namhaft  geraachten  Gruppen  von  20  Dreiecken. 

Aus  den  Gleichungen  II)  folgen  noch  einige  kleine  Reductionen 

Uj.ttjiug:«^  —  —  cosacos£cosc-|-COS*a:  —  cos  a  cos  4  cos  c  + COS2* 

:  —  cos  a  cos  b  cos  c  -f  -  cos  c* :  cos  a  cos  b  cos  c 

uud  man  kaun  also,  da  eine  der  Grössen  u  beliebig  bleibt,  setzen: 

Mj  —  B\üb  .  sine  .  COSa  .  COSa 
«j  —  sin*  .  sina  .  cosb  .  cos/5 
ttg  —  sina  .  sin 6  .  cosc  .  cosy 
u4  =  C08a  .  COS*  .  COSö 

Andererseits  ergiebt  sich  entsprechend 

w, :  wj :  m8  •  «*4 :  «6  =  cos*a -f- cos  a  cos  ß  cos  y :  cos*ß  -f-  cos  a  cos  ß  cos  y 

:  cos2y  -j-  cos  a  cos  0  cos y :  —  cos  a cos ß cos  y 
=  sin  ß  sin  y  cosa  cos  a:  sin  y  .  sin  a  cos  ftcos  ß:  sina:  sin  ß  cosc  cosy: 

—  cosa  cos  ß  cosy 

Setzt  man  daher  durch  Abkürzung 


Digitized  by  Google 


326     Dziabtk;  Erwiterung  dt»  Gau*sf sehen  Peniagramma  mirißcum. 

sina     sin 6   sine  ^ 

'  sina     sin0  ~" "  siny 

so  folgt: 

«5  —  —  fc*cosaco8  0cosy 

und  daher  zum  Schluss  noch  die  ausserordentlich  merkwürdige 
Gleichung: 

 1   ,   1__          .   L_  

*         cos  a  cos*  cos  c'  sin  b  sine  cos  acos«  '  sine  sin  acosi  cos  ß 

1  1  0 

sin  a  sin  b  cos  c  cos  y      fr*  cos  a  cos  £  cos  y 
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XIV. 

Zur  Theorie  der  Lemniskate. 

Von 

Dr.  K.  Zahradnik. 


Die  Lemniskate,  deren  Gleichung 

(x*-f-y^-2«^-^)  =  0  1) 

ist  bekanntlich  eine  rationale  Curve.  Jeder  Kreis,  der  die  Lemnis- 
kate in  realem  Doppclpuukt  berührt,  schneidet  dieselbe  in  7  festen 
Punkten;  der  achte  Schnittpunkt  ist  eindeutig  vom  Halbmesser  m 
des  Kreises  abhängig,  d.  h.  wir  könneu  den  Halbmesser  als  seinen 
rationalen  Parameter  betrachten  und  erhalten  so 

a*  4-  u* 

2) 

als  Gleichungen  der  Lemniskate  in  parametrischer  Darstellung. 
Durch  die  Sobstitution 

u  =  of,    aV'i      c  3) 
gehen  diese  Gleichungen  über  in  ') 


1)  Den  Parameter  u  benutzt  Dr.  Em.  Weyr  in  seiner  Abhandlung:  Die 
Lemniskate  in  rationaler  Behandlung,  Prag  1875.  Auf  anderem  Wege  kommt 
Hermite  zur  Parameterdarstellung  (4)  der  Lemniskate  in  seinem  Coura  d' Ana- 
lyse.   Paris  1873,  pg.  242. 
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4) 

*u  —  <*) 

Setzen  wir  nun  die  Werte  (4)  in  die  Gleichung  eines  Kreises 
ein,  so  erhalten  wir  sofort 

khhU  -  1  5) 
als  die  Bedingungsgleichung  für  die  Lage  von  vier  Punkten  <„  «2, 
*s,  U  der  Lemniskate  auf  einem  Kreise. 

Setzen  wir 
so  erhalten  wir 

^  =  1  6) 

eine  Relation  zwischen  dem  Osculationspunkte  /  des  Krümmungs- 
kreises  und  dessen  Durchschnitt  tt  mit  der  Lemniskate. 

Aus  der  Gleichung  (6)  erhellt,  dass  durch  jeden  Punkt  tt  der 
Lemniskate  drei  Krümmungskreise  hindurch  gehen  und  zwar  ein 
realer  und  zwei  imaginäre.  Die  Parameter  ihrer  Osculationspunkte 
erhalten  wir  als  Wurzeln  der  kubischen  Gleichung 

,3  «  1  7) 

h 

Aus  dieser  Gleichung  folgt  sogleich,  wenn  wir  ihre  Wurzeln  mit 
t",  tm  bezeichnen,  dass  die  drei  Osculationspunkte  t\  f  der 
drei  Krümmungskreise,  welche  durch  den  Punkt  <,  der  Lemniskate 
hindurchgehen,  auf  einem  Kreise  liegen,  was  natürlich  ist,  da  ja 
dieser  Satz  für  den  Kegelschnitt  gilt,  und  somit  auch  für  jede  Curve, 
welche  aus  ihm  durch  Inversion  hervorgeht,  z.  B.  Cardioide,  Lemnis- 
kate, Cissoide. 

Setzen  wir  der  Kürze  wegen 

J?#-(Oi,  -Z«=(Os, 
so  folgt  aus  (7) 

<*)i  —  0,  «),~0,        =  £  (8) 

somit 


für  (t  =  3*,  wo  l  und  i*  ganze  positive  Zahlen  sind. 


(8') 
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Die  drei  Osculationspunkte  t',  (",  tmi  welche  dem  Punkte  tk  zu- 
geordnet sind,  nennen  wir  ein  Osculationstripel  oder  Osculations- 
dreieck. 


Schwerpunkt  des  Osculationstripels. 

2.  Es  sei  tj)  der  Schwerpunkt  des  Osculationstripels !) 
<i»  *n  '31  welches  dem  Punkte  /  zugeordnet  ist,  somit  gilt  mit  Rück- 
sicht auf  die  Gleichungen  (8)  und  (8'): 

c    *vti(l-tp)  t(l±J*) 

9) 

''"ä      i+o.4 "  =  0  i+«* 

„Der  einem  Osculationstripel  zugeordnete  Punkt  der  Lemniskate 
„ist  der  Schwerpunkt  dieses  Osculationstripels." 


Umkreis  des  Osculationstripels. 
3.   Die  Gleichung  des  Kreises  durch  drei  Punkte  ist 

(«"+*")  I  *;  *  1 1      I  **+ir",  *  1  I  +*  I  *Ä+y2,  *,  1  I 

-|z»  +  j,8,  6  10) 

Nun  ist  für  ein  Osculationstripel 

I  *,  y,  1  I  ä  

JI  (l+fo4) 

*s=l 

wegen  der  Gl.  (8)  und  (8');  ferner  ist 

,  s  .   »     ,  .  -2eM.[l+(iy] 

I  **+r,  y  1 1  j—  

n(i+'»4) 


/i(i+<Ä4) 


1)  Statt  l',  f*'  schreiben  wir  im  folgenden  r,,  ft,  f,  und  den  inge- 
gcordneten  Punkt  /,  bezeichnen  wir  einfach  t. 
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I         *»  y  I  -  t— — 

WO 

J  =  1 1,  m«  | 

ist,  somit  geht  die  Gleichung  des  Kreises  (10),  wenn  es  ein  Umkreis 
eines  Osculationstripels  ist,  Uber  in 

(t+W)*  -<1- (<>,«)*-- &(!),  -  0 

oder  mit  Rücksicht  auf  die  Gl.  (8) 

T==  (l+/*)a;-f-(l-/*)y-2rf  -  0  11) 

Der  Umkreis  eines  Osculationstripels  zerfällt  somit  in  zwei  Ge- 
rade, in  die  Gerade  T  und  in  die  unendlich  ferne  Gerade,  da  wegen 

I  *,  y,  1  I  =  0 

das  dem  Punkte  t  beigeordnete  Osculationstripel  auf  einer  Geraden 
T  liegt,  welche  den  Punkt  t  selbst  enthält. 

Die  Gerade  T  ist  somit  die  gemeinschaftliche  Sehne  des  realen 
Krümmungskreises  und  der  Lemniskate.  Beschreibt  der  Punkt  t  die 
Lemniskate,  so  hüllt  die  Gerade  T  die  gleichseitige  Hyperbel 

//  =  x'—y*  -  c*  =  0  12) 
ein,  mit  c  —  ÖÄ  als  realer  Halbachse. 


Construction  des  Krümmungsmittelpunktes. 

4.  Bekanntlich  ist  die  Lemuiskate  eine  Fusspunktscurve  dieser 
Hyperbel  für  den  Mittelpunkt  der  Hyperbel  als  Pol.  Daraus  folgt 
eine  Construction  des  Osculationspunktes  des  realen  Krümmungs- 
kreises, welcher  durch  den  Punkt  /  hindurchgeht,  auf  welchen  Dr. 

Em.  Weyr ')  auf  ganz  anderem  Wege  gekommen  ist.  Auf  Ot  er- 
richten wir  im  Punkte  t  eine  Senkrechte.  Ihr  Durchschnitt  mit  der 
Lemniskate  ist  der  verlangte  Punkt  t*. 

Umgekehrt  können  wir  zu  einem  Punkte  /*  der  Lemniskate,  als 
Oseulationspunkt  genommen,  den  beigeordneten  Punkt  t  finden  als 
Durchschnitt  des  Kreises,  dossen  Durchmesser  (>/*,  mit  der  Lem- 
niskate. 


I)  Dr.  Em   Weyr  1.  c.  pg.  21. 
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Da  nnn  die  Construction  der  Normale  im  Punkte  t  keine  Schwie- 
rigkeiten bereitet,  so  ist  auch  eine  einfache  Construction  des  Krüm- 
mungshalbmessers und  des  Krümmungsmittelpunktes  in  einem  Punkte 
der  Leraniskate  gegeben. 

Die  Gerade  T  ist  somit  eine  Tangente  der  Hyperbel  H\  ihr  Be- 
rührungspunkt sei  My  und  t  der  Fusspunkt  in  Bezug  auf  O  als  Pol. 
Bekanntlich  können  wir  aber  die  Lemniskatc  als  eine  Inverse  der 
gleichseitigen  Hyperbel  H  auffassen  mit  O  als  Iuversionscentrum  und 
OA  =  c  als  Halbmesser  des  Inversiouskreises. 

Somit  gilt 

OA' .  GM  =  c2 

Betrachten  wir  die  Lemniskate  als  eine  Fusspunktcurve  der  Hyperbel 
H  mit  O  als  Pol,  so  entspricht  dem  Punkte  M(x,  y)  der  Hyperbel 
der  Punkt  f(§,  17)  der  Lemniskate;  betrachten  wir  aber  die  Lemnis- 
kate als  Inverse  der  Hyperbel  H  in  Bezug  auf  t  als  Inrersions- 
kreis,  so  entspricht  dem  Punkte  M(x,  y)  der  Punkt  rf) 
der  Lemniskate.  Die  Punkte  t,  A  liegen  symmetrisch  gegen  die 
Jf-Achse.   Es  ist  nämlich 

s'+y*  \  *   ~  x*+y* 

A'  - 


c*y 


)  <*y 

.  '  ""  +  !  *  ~  «S  +  y* 

Ersichtlich  ist  die  Polare  /»«»  des  Punktes  Jl/  in  Bezug  auf 
den  Iuversiouskreis  r  eine  Taugeute  der  Hyperbel  //;  dereu  Be- 
rührungspunkt M'  mit  M  zur  Achse  A'  symmetrisch  liegt. 

Diese  Eigenschaft  können  wir  auch  anders  ausdrücken.  Die 
Hyperbel  H  ist  sich  selbst  pularreeiprok  in  Bezug  auf  den  Kreis  f. 


Weitere  Eigenschaft  der  Osculationstripel. 

5.  Wir  wollen  nun  die  nachstehende  Eigenschaft  der  Oscula- 
tionstripel beweisen,  nämlich:  „Die  Tangenten  der  Lemniskate  in 
„den  Puukten  des  Osculationstripels  schneiden  sich  in  einem  Punkte." 

Die  Gleichung  der  Tangente  der  Lemniakate  im  Punkte  t  lautet 
(!-<*)  (l-M*»+f*)y  -  (l  +  P)  (1  -4t*+t*)»  =  4ct* 
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Die  Tangenten  dreier  Punkte  tu  <„  f3  der  Lemniskatc  schneiden 
sich  in  einem  Punkte,  wenn 

Nun  ist  diese  Determinante  gleich 

|  1,  —  3/*-<*-f  /6,  <»  |  ~  0 
oder  in  Summanden  zerlegt: 

3  j  1,  t\  t*\  1,  t\  <<  |  -h|  J,  i\  t«\  =  0  12) 

Ist  nun  i| ,  /j,  <s  ein  Oscnlationstripel,  so  gelten  die  Gleichungen  (8)f 
und  in  Folge  dessen  ist  jeder  einzelne  Summand  von  (12)  gleich 
null,  womit  die  Eigenschaft  der  Oscnlationstripel  der  Lemniskate 
bewiesen  erscheint. 

Durch  Inversion  gelangen  wir  zum  nachstehenden  Satze:  „Die 
„drei  Kreise,  welche  e;ne  gleichseitige  Hyperbel  in  den  Punkten 
„eines  Osculationstripels  berühren,  und  durch  den  Mittelpunkt  der 
„Hyperbel  hindurchgehen,  schneiden  sich  in  einem  Punkte". 
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XV. 

Miscellen. 


i. 

Nachtrug-  zu  Nr.  XI.   Ueber  das  gleichseitige  Tetraeder. 

§  13.  Eigenschaft  des  eingeschriebenen  Tetraeders  bezüglich 
auf  das  einhüllende  Parallelepipedon. 

Lehrsatz  13.  Schreibt  man  ein  gleichseitiges  Tetraeder  in 
ein  Parallelepipedon  ein,  so  ist  stets  letzteres  rechtwinklig,  und  um- 
gekehrt 

» 

Beweis.  Nach  Lehrsatz  10.  sind  die  Gegenkanten  des  Tetra- 
eders einander  gleich,  das  sind  die  Diagonalen  der  Gegenseiten  des 
umhüllenden  Parallelepipedons  (s.  §.  12.)  Projicirt  man  diese  Pa- 
rallelogramme in  paralleler  Bewegung  auf  einander,  so  können  die 
genannten  Diagonalen  nicht  auf  einander  fallen ;  denn>ären  sie  vor- 
her parallel  gewesen,  so  hätte  das  Tetraeder  in  einer  Ebene  ge- 
legen. Folglich  werden  sie  die  2  sich  schneidenden  Diagonalen  je 
eines  Parallelogramms,  und  dieses  ist,  weil  sie  einander  gleich  sind, 
ein  Rechteck.  Das  Parallelepipedon  ist  demnach  von  lauter  Recht- 
ecken begrenzt,  also  rechtwinklig,  w.  z.  b.  w. 

Das  Umgekehrte  ergibt  sich  noch  einfacher.  Die  Gegenkanten 
des  Tetraeders  sind  als  Diagonalen  eines  Rechtecks  einander  gleich, 
folglich  die  Seiten  des  Tetraders  alle  einander  congruent,  also  gleich. 

Vermöge  dieses  Satzes  erscheinen  Eigenschaften  des  rechtwinkligen 
Parallelepipedons  als  Eigenschaften  des  eingeschriebenen  gleichseitigen 
Tetraeders.   So  sind  namentlich  die  gemeinsamen  Normalen  der  Ge 


Digitized  by  Google 


334  Miscellen. 

genkanten  des  Tetraeders,  welche  sich  nach  leichter  Betrachtung  als 
Parallelen  mit  den  Kanten  des  einhüllenden  Parallelepipedons ,  von 
dessen  Mittelpunkt  aus  gezogen,  darstellen,  ein  System  dreier,  sich 
im  Mittelpunkte  schneidenden  orthogonalen  Geraden.  Der  Mittelpunkt 
des  Parallelepipedons  ist  offenbar  auch  Mittelpunkt  der  ihm  um- 
schriebenen Kugel,  welche,  weil  unter  deren  8  Ecken  4  zur  Be- 
stimmung hinreichen,  auch  dem  Tetraeder  umschrieben  ist.  Aus 
allem  geht  hervor: 

Lehrsatz  14.  Die  gemeinsamen  Normalen  der  Gegenkanten 
eines  gleichseitigen  Tetraeders  schneiden  sich  im  Mittelpunkt  der 
ihm  umschriebenen  Kugel. 

Seien,  wie  in  §  12,  die  an  P,  anstossenden  Kanten  des  Parallel- 
epipedons Axen  der  Xy  F,  Z,  auf  ihnen 

X=  a,    F-0,  Z=y 
die  Kantenlängen.    Dann  sind  die  Ecken  des  Tetraeders: 

i\  =  (0,0,0);    i^—  (0,0,0);        =  («,  0,  y) ;    A  =  (<\  Tf) 
die  Kantenpare: 


9i 

9t 

9s 

letztere,  als  Hypotenusen  durch  die  Katheten  a,  ,/S,  y  ausgedrückt: 

gt  -  |J«  +  yt;      Ä«  -  y*+  «»;      ft«  -  «*  +  j5* 


woraus: 


Die  Grössen  «,  (3,  y  drücken  die  normalen  Abstände  der  Gegen- 
kanten des  Tetraeders  aus. 

Der  Schnittpunkt  der  gemeinsamen  Normalen  hat  als  Mittel- 
punkt des  Parallelepipedons  die  Coordiuaten: 

Y-\ß\  z-h 

Ihre  3  orthogonalen  Richtungen  bestimmen  sich  durch  die 
Mittelpunkte  der  Seiten  des  Parallelepipedons,  durch  welche  sie  vom 
Schnitt  aus  gehen,  nämlich  (in  Coordinaten  ausgedrückt) 

(0,  |0,  iy),     (*«,  0,  j|yj,     (Ja,  JA  0) 
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Ihre  Gleichungen  lauten  also: 

II.    Z—  \y\       Ä'=  \  <t 
III.    X=\ct;        Y  ~  \  ß 

R.  Hoppe. 


2. 

Tebt-r  Primzahlen. 
L 

Es  lassen  sich  arithraetischo  Reihen  zweiter  Ordnung  bilden,  in 
denen  sehr  viele  Zahlen  Primzahlen  sind.  Die  allgemeine  Formel 
zu  solchen  Reihen  ist 

±  ar2-f-''ar+/>   (p  —  Primzahl) 

Solche  Reihen  sind  z.  B.  die  folgenden: 

5,  11,  19,  29,  41,  55,  71,  .  .  .  (Formel:  ««  +  5*  + 5) 
11.  23,  27,  53,  71,  91,  113,  .  .  .  (Formel:  **-f  11« -f  11) 
23.  47,  73,  101,  131,  163,  197,  .  .  .  (Formel:     +  23*  +  23) 
7,  13.  17,  19,.  .  .  (Formel:  —  ac2+7irH-7) 
13,  37,  59,  79,  97,  113,  127,  .  .  .  (Formel:  —  a:*  +  25:r +13) 

u.   s.  w 


IT. 

Für  die  Anzahl  der  Primzahlen  innerhalb  einer  Grenze  x2  lassen 
sich  zu  bestimmten  Classen  vou  Quadratzablen  arithmetische  Reihen 
bilden.   Es  ist  z.  B.  : 

Quadratzahlgrenze:  Anzahl  der  Primzahlen: 

(l  .  22)*  a 
(2  .  2*)*  18 
(3  .  2*)2  34 

u.    s.    w.  u.    s.  w. 
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Formel  für  die  Anzahl  der  Primzahlen: 

2*»  -f-  10*  +  6 
(«  -  0,  1,  2, .  .  .  ) 

Man  kann  diese  Verhältnisse  auch  so  ausdrücken: 

Quadratzablgrenze :  (n28)*.  Anzahl  der  Primzahlen:  n(n-f-3)— 1)2 
Bis  zu  der  Quadratzahl  (8  .  22)*  —  10,  24  und  der  Anzahl  der  Prim- 
zahlen (8  .11  —  2)  =»  174  stimmen  diese  Verhältnisse  genau.  Vod 
hier  ab  treten  Abweichungen  ein,  die  aber  auch  von  regelmässiger 
Form  sind  und  die  Bildung  der  weiteren  arithmetischen  Reihen  für 
die  Anzahl  der  Primzahlen  ermöglichen. 

G.  Speckmann. 

Oldenburg  i.  Gr. 
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XVI. 

Schleiermacher  als  Mathematiker. 

Ein  Brief  von  ihm  an  den  Ecicbsburggrafen  und  Grafen 
Friedrich  Ferdinand  Alexander  zu  Dohna-Schlobitten,  1791. 

Aus  dem  reichsburggräfl.  Dohnaschen  Archive  zu  Schlobitten 

mitgeteilt 

von 

H.  Borkowski-Schlobitten  (Ostpr.) 


Als  Schleiermacher  am  22.  Oktober  1790  als  Erzieher  in  das 
burggräfl.  Dohnasche  Haus  zn  Schlobitten  eintrat  gieng  ihm  der  Ruf 
nicht  nur  eines  philosophisch  ausserordentlich  beanlagten  Geistes, 
sondern  der  eines  vortrefflichen  Mathematikers  voraus.  So  fügt  der 
Herr  des  Hauses,  Burggraf  Friedrich  Alexander,  der  spätere  Ober- 
marschall des  Königreichs  Preussen  in  einem  Briefe  *)  (5.  Nov.  1790) 
an  seinen  Zweitältesten  Sohn  Wilhelm,  den  späteren  Landhofmeister 
des  Königreichs  Preussen,  (f  1845)  welcher  in  Königsberg  i.  Pr.  stu- 
dierte, d6r  kurzen  Charakteristik  Schleiermachers:  „Ein  Classischer 
Gesellschafter !  bereidwilliger  Mann,  und  Starker  Lecteur  .  .  .  wozu 
sein  Anstand  kombt",  hinzu:  „Er  ist  stark  in  der  Mathematique". 
Schleiermacher  zeigte  dieses  sowohl  in  dem  Unterrichte  der  Söhne 
des  Hauses,  als  auch  in  dem  Briefwechsel,  den  er  im  folgenden  Jahre 
mit  dem  ältesten  Sohne,  Burggrafen  Friedrich  Ferdinand  Alezander 
zu  Dohna,  dem  spätem  preussischen  Staatsminister,  damals  Referen- 
darius  in  Berlin,  eröffnete. 


I)  Orig.  Arch.  Schlobitten. 
Arch.  d.  Math.  n.  Pbjs.   2.  Reibe,  T.  XVI. 
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Leider  ist  von  den  Briefen,  welche  mathematische  Fragen  be- 
handeln, bisher  nur  der  folgende  gefunden  worden.  Aus  dem  Schlüsse 
desselben  geht  hervor,  dass  andere  dieser  Art  vorangegangen  und 
wahrscheinlich  auch  gefolgt  sind.  Der  vorliegende  Brief,  welcher 
in  dem  von  J.  L.  Jacobi  herausgegebenen  Briefwechsel:  „Schleier- 
machers Briefe  an  die  Grafen  zu  Dohna"  (Halle  1837)  nicht  ent- 
halten ist,  lautet  folgender  massen1): 


Arithmetik. 

1.   Wesen  der  Arithmetik. 

Arithmetik  und  Geometrie  siud  beides  Wissenschaften,  die  Ods 
Lehrsäze  über  die  Verhältnisse  der  Grössen  in  einem  gewissen  Sy- 
stem geben.  Sie  unterscheiden  sich  aber  dadurch,  dass  sich  die 
Geometrie  blos  auf  die  stetigen  Grössen  im  Raum  bezieht. 

Anm.  Stetig  nennt  man  eine  Grösse,  die  unserer  sinnlichen 
Anschauung  ein  Ganzes  darbietet,  wie  z.  E.  jede  geometrische  Linie, 
Fläche  und  Körper.  Wir  denken  uns  auch  die  stetige  Grösse,  wenu 
wir  nemlich  keine  Rüksicht  auf  ihre  Materie  nehmen  gar  nicht  als 
aus  Theilen  zusammengesezt,  sondern  als  aus  dem  ganzen  vorhandenen 
Raum  heraus  genommen  und  begranzt:  erst  wenn  wir  sie  haben  denken 
wir  uns  Theile  willkührlich  hinein,  wir  denken  also  hier  die  Theile  nur 
durch  das  Ganze.  Ich  glaube,  dass  ich  Ihnen  das  schon  lezthin  münd- 
lich deutlich  genug  gemacht  habe.  Erlauben  Sie  mir  aber  es  durch  ein 
paar  Beispiele  zu  erläutern.  Indem  ich  einen  Triangel  zeichne,  so  stell 
ich  mir  gar  nicht  die  drei  Linien  als  die  Theile  vor,  aus  denen  er 
zusammengesezt  wäre,  wie  denn  auch  diese  gar  nicht  Theile  der 
Fläche  seyn  können,  sondern  nur  Gränzen-,  dennoch  entsteht  der 
Triangel,  indem  ich  diese  Linien  ziehe,  also  nicht  dadurch,  dass  ich 
eine  kleine  Fläche  als  Theil  hervorbringe  und  dann  immer  mehr 
hinzuseze,  bis  der  Triangel  fertig  ist  (das  hicsse  ihn  aus  Theilen 
zusammensezen)  sondern  die  ganze  Fläche,  die  er  einschliesst  ist 
sehon  lange  vorhanden  und  ich  thue  nichts  als  sie  abzusondern.  — 
Wenn  ich  zum  Behuf  irgend  eines  geometrischen  Lehrsazes  in 
einem  Triangel  eine  parallele  mit  seiner  Basis  ziehe ,  so  denke  ich 
mir  die  beiden  Theile  nicht  so,  als  ob  der  Triangel  daraus  ent- 
standen und  zusammengesezt  worden ,  sondern  diese  sind  wiederum 


1)  Orig.  Arch.  Schlobitten. 
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willkührlicb  aus  dem  Triangel  abgesondert  worden,  eben  so  wie 
vorher  der  Triangel  selbst  ans  dem  ganzen  Raum.  Wenn  man  sagt 
ein  Zirkel  entsteht  weup  eine  gerade  Linie  sieb  um  einen  festen 
Endpunkt  bewegt,  so  denkt  man  sich  dio  kleinen  Flächenräume, 
welche  entstehn,  wenn  man  die  Bewegung  der  Linie  irgend  wo  an- 
hält gar  nicht  als  die  Theile  woraus  der  Zirkel  erst  zusamraengesezt 
würde,  sondern  der  Bewegung  ist  nur  die  Regel ,  nach  welcher  die 
Gränze  hervorgebracht  und  also  die  Zirkelfläche  abgesondert  werden 
soll. 

Den  Eigenschaften  der  stetigon  Grösse  im  Raum,  welche  man 
die  ausgedehnte  Grösse  nennt  sind  grade  entgegengesezt  die  Eigen- 
schaften der  Zahl,  Grösse  womit  sich  die  Arithmetik  beschäftigt. 

Anm.   Zahl  ist  Vielheit  der  Einheiten,  und  kann  nicht  anders 
erzengt  werden,  als  indem  wir  uns  in  Gedanken  dio  Einheit  so  oft 
wiederholen  als  die  Aufgabe  fodert.   Hier  ist  die  Einheit  ein  wahrer 
Theil,  eine  jede  neue  Wiederholung  derselben  gibt  uns  einen  Ab- 
schnitt; hier  denken  wir  das  Ganze  nur  durch  die  Theile.  Wenn 
wir  z.  B.  8  denken,  so  können  wir  nicht  umhin,  uns  eine  gewisse  Menge 
Einheiten  vorzustellen,  welche  die  natürlichen  Theile  der  Zahl  sind, 
und  wir  können  uns  den  Begriff  von  der  ganzen  8  nicht  anders 
machen,  als  indem  wir  von  der  eins  aofangen  und  nach  und  nach  durch 
alle  folgenden  Zahlen  heraufsteigen.  —  Sie  könnten  mir  hier  den  Ein- 
wurf machen,  dass  das  auch  bei  den  stetigen  Grösseu  im  Raum  der  Fall 
sei,  die  wir  auch  nicht  anders  übersehn  können,  als  indem  wir  mit  dem 
Auge  nach  und  nach  von  einem  Theil  zum  andern  fortgeh n.  Das  ist  auch 
genau  genommen  richtig,  allein  es  gibt  doch  noch  zwei  Verschieden- 
heiten und  die  sind  es  eben,  worauf  alles  ankommt.    1.,  sagen  wir 
dennoch  nicht,  dass  die  Grösse  so  entstanden  ist,  sondern  nur 
unsere  Anschauung  derselben,  welches  wol  unterschieden  werden  muss. 
Bei  der  Zahl  hingegen  kann  unser  Anschauen  dieses  Fortschreitens 
von  einer  Einheit  zur  andern  wol  am  Ende  entbehren,  aber  wir 
denken  uns  die  Grösse  selbst  als  so  aus  der  Einheit  entstanden, 
denn  das  ist  ja  der  Begriff  auf  den  wir  alle  Operationen  des  Verstandes 
mit  Zahlen  (d.  h.  alles  Rechnen)  reduciren.     2.,  gehen  wir  bei  der 
geometrischen  Anschauung  durch  jede  unendlich  kleine  Grösse ,  die 
in  der  gegebenen  enthalten  ist,  und  können  eben  deswegen  diese 
nicht  als  Theile  ansehn  durch  deren  Zusammensezung  das  Ganze 
entstanden  wäre;  bei  der  Zusammensezung  der  Zahl  hingegen  gehen 
wir  nicht  durch  alle  unendlich  kleine  Theile  woraus  jede  Einheit 
besteht,  sonst  würden  wir  uns  die  Zahl  als  Linie,  als  stetige  Grösse 
denken,  sondern  wir  nehmen  die  Einheit  selbst,  und  durch  diese  be- 
kommen wir  natürliche  Abschnitte,  d.  h.  Theile. 
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Ich  glaube  dass  dies  den  wesentlichen  Unterschied  der  Arith- 
metik von  der  Geometrie  ausmacht  und  um  ihn  in  der  Erklärung  der 
Arithmetik  mit  auszudrücken,  müssen  wir  sie  so  abfassen: 

„Die  Arithmetik  ist  die  Wissenschaft  von  den  Verhältnissen  der 
Zahlen". 

Anm.  1.  Sie  sehn  dass  man  eine  jede  Grösse  in  eine  Zahl 
verwandeln  kann  wenn  man  eine  Einheit  zu  ihrer  Beurtheilung  an- 
nimmt, d.  b.  wenn  man  sie  misst  (denn  eine  angenommene  Einheit 
zpr  Beurtheilung  einer  Grösse  die  an  sich  nicht  als  Zahl  erscheint, 
heisst  ein  Maass).  Also  können  auch  die  geometrischen  Grössen  als 
Zahlen  angesehen  werden ;  das  geschieht  aber  nicht  in  der  reinen 
Geometrie  (da  wird  nicht  gemessen ,  und  alle  Zahlen  sind  nur  zu- 
fällig) sondern  nur  in  der  sogenannten  angewandten  Geometrie  und 
in  der  Trigonometrie. 

Anm.  2.  Man  theilt  aber  die  ganze  Wissenschaft  von  den  Ver- 
hältnissen der  Zahlen  noch  ab  in  eigentliche  Arithmetik  und 
in  Analysis,  die  Sie  unter  dem  Namen  Algebra  kennen.  Da  wir 
es  (vor  der  Hand)  nur  mit  der  ersten  zu  thun  haben,  so  wäre  es 
gut  auch  den  Unterschied  zwischen  diesen  beiden  zu  kennen.  Den 
besinn  ich  mich  aber  nicht  befriedigend  gefunden  zu  haben-  Doch  bringt 
mich  der  Umstand,  dass  die  Analysis  überall  in  Gleichungen  arbeitet  auf 
folgende  Angabe:  Die  eigentliche  Arithmetik  gibt  uns  überall  Data 
um  daraus  Resultate  zu  finden;  die  Analysis  gibt  uns  Resultate,  nm 
daraus  gewisse  Data  die  als  unbestimt  in  ihnen  enthalten  waren  zu 
finden. 


2.  Noch  eine  Vergleichung  der  Arithm.  und  Geometrie. 

In  der  Geometrie  giebt  es  noch  Grössen  von  verschiedener  Art 
und  verschiedener  Würde,  deren  eine  nicht  mit  der  andern  ver- 
wechselt werden,  eine  nicht  in  die  andere  Übergehn  kann,  nämlich 
Linien,  Flächen  und  Körper.  Das  kommt  von  der  Eigenschaft  des 
Raumes  her,  welche  man  seine  dreifache  Ausmessung  nennt.  In  der 
Arithmetik  wo  wir  es  mit  dem  Raum  nicht  zu  thun  haben  ist  auch 
nichts  dergleichen  zu  bemerken;  alle  Zahlen  sind  von  einerlei  Art, 
da  sie  alle  aus  Wiederholungen  der  Einheit  entstanden  sind ,  und 
liegen  alle  in  einer  unendlichen  Reihe,  denn  da  es  immer  noch  mög- 
lich ist  zu  einer  Zahl  eine  andere  hinzuzusezen ,  so  ist  keine  Zahl 
an  sich  die  lezte,  und  die  Reihe  derselben  ist  ins  unendliche  un- 
vollendet.  In  dieser  Reihe  hat  eine  jede  Zahl  ihren  festen  Plaz 
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nach  der  Menge  der  Einheiten  die  in  ihr  enthalten  sind,  nnd  alles 
was  wir  mit  den  Zahlen  vornehmen,  geht  innerhalb  dieser  Reihe  vor. 


3.   Von  den  allgemeinen  Verhältnissen  der  Zahlen. 

Dieses  aber  was  wir  mit  den  Zahlen  vornehmen  können,  scheint 
anf  den  ersten  Anblik  nicht  so  recht  viel  zu  seyn;  denn  wenn  wir 
von  dem  Begriff  der  Zahl  als  Menge  der  Einheiten  und  des  Zählens 
als  Hervorbringen  der  Zahl  durch  Wiederholung  der  Einheiten  au8- 
gehn,  so  erscheint  uds  kein  anderes  Vorhältniss  der  Zahlen,  als  dass  • 
eine  grösser  eino  kleiner  ist  als  die  andre,  eine  aus  mehrern  andere 
aus  wenigem  Wiederholungen  der  Einheit  besteht,  und  wir  finden 
keinen  andern  Punkt  aus  dem  wir  sie  vergleichen  könnten,  als  zu 
sehn  wie  viel  Einheiten  ich  zu  einer  kleineren  hinzusezen;  wie  weit 
ich  in  der  naturlichen  Zahlenreihe  vorwärts  gehn  muss,  um  eine 
grössere  zu  erlangen,  und  wie  viel  Einheiten  ich  von  der  grössern 
wegnehmen,  wie  weit  ich  in  der  natürlichen  Zahlenreihe  rückwärts 
gehn  muss  um  zu  der  kleinen  zu  gelangen.  Und  so  gäbe  es  keine 
andere  Operation  des  Rechnens  als  1.  zu  einer  Zahl  gewisse  Wieder- 
holungen der  Einheit,  das  heisst  eine  gewisse  andere  Zahl  hinzu- 
sezen und  daraus  eine  dritte  machen:  Zahlen  zusammenfügen,  ad- 
diren  2.  von  einer  Zahl  gewisse  Wiederholungen  der  Einheit,  d.  h. 
eine  gewisse  andere  Zahl  hinwegnehmen,  und  daraus  eine  dritte 
machen:  Zahlen  trennen  subtrahiren. 


4.  Erweiterung. 

Allein  wenn  dieses  auch  alles  ist,  so  werden  wir  doch  bald  sehn, 
dass  es  wenigstens  mehrere  Arten  giebt  zu  addiren  und  zu  subtra- 
hiren. Wenn  man  nemlich  eine  jede  Grösse  als  Einheit  betrachten 
kann,  so  kann  man  auch  eine  jede  schon  zusammengesezte  Zahl  als  Ein- 
heit für  andere  ansehn.  Das  gibt  nun  einen  neuen  Gesichtspunkt 
indem  ich  also  eine  jede  Zahl  nicht  als  nur  aus  der  natürlichen,  son- 
dem  auch  aus  irgend  einer  angenommenen  Einheit  entsprungen  an- 
sehn kann.  Diese  Befugniss  und  die  Reduktion  ihrer  Anwendung 
auf  die  natürliche  Zahlenreihe  ist  der  Grand  aller  übrigen  Opera- 
tionen des  Rechnens;  die  einfachsten  derselben  sind  multipliciren 
und  dividiren.  Ich  kann  nemlich  fragen:  Die  wievielste  Wieder- 
holung der  Einheit,  d.  h.  welche  Zahl  bekomme  ich  wenn  ich  die  12 
als  Einheit  ansehe  und  diese  Einheit  viermal  seze:  Das  ist  multi- 
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pliciren.  Ich  kann  ferner  fragen:  Wie  oft  hatte  ich  die  12  wieder- 
holen müssen  indem  ich  die  Eius  48  mal  wiederholte?  Das  ist 
dividiren. 


5.  Yon  der  mechanischen  Einrichtung  unseres 

Rechen-Systems. 

Nachdem  wir  so  die  Begriffe  der  vier  einfachsten  Rechnungsarten 
erfunden  haben  aus  denen  alle  Übrige  nur  Zusaram  ensezungen  sind, 
so  bitte  ich  Sie  nun  sich  an  das  zu  erinnern,  was  wir  damals  vom 
dekadischen  System  sagten;  von  der  grossen  Erfindung  für  die 
ganze  unendliche  Zahlenreihe  sich  mit  10  Zeichen  zu  beguügen  und 
dafür  die  Zahlen  nach  ihren  Fortschreitungen  in  gewisse  Ordnungen 
zu  theilen,  welche  bei  den  Ziffern  durch  die  Stelle  bezeichnet  werden 
wo  sie  Stenn.  Daraus  lässt  sich  sehr  leicht  unser  Verfahren  bei  den 
arithmetischen  Aufgaben  deduciren;  warum  wir  beim  addiren  und 
sub.  die  gegebenen  Zahlen  gleichsam  trennen,  und  successiv  nur  die 
zusammengehörigen  Ordnungen  mit  einander  verbinden  um  zu  rechter 
Zeit  die  kleinern  in  die  grössern  verwandeln  zu  können,  warum  wir 
beim  multipliciren  jede  Ordnung  des  einen  Faktors  einzeln  mit  dein 
andern  verbinden,  aber  beim  dividiren  umgekehrt  die  hohem  Ord- 
nungen zuerst  eintheilen ,  weil  wir  sie  oft  wenn  die  Einheiten  einer 
Ordnung  nicht  hinreichen  einen  Quotienten  derselben  Ordnung  her- 
vorzubringen in  die  niedrigere  Orduung  verwandein  müssen.  Dieses 
ganze  dekadische  System  ist  aber  nicht  notwendig  sondern  bloss 
willkührlich ;  die  Alten  rechneten  nicht  so  und  noch  jetzt  rechnen  viele 
Völker  anders.  Leibniz  erfand  eine  Diadik  wo  er  nur  immer  bis 
2  zählte  und  nur  diese  beiden  Ziffern  hatte:  0,  1. 


6.  Von  den  Reihen. 

Wenn  wir  wieder  von  der  Idee  ausgehu,  dass  man  nun  eine 
jede  Zahl  als  Einheit  behandeln  kann,  die  beim  Zählen  wiederholt,  so 
entstehn  aus  einem  solchen  Zählen  mit  einer  angenommenen  Einheit 
andere  Zahlenreihen  als  die  natürliche  (jedoch  müssen  sie  immer  in 
der  natürlichen  enthalten  seyn)  z.  E.  man  fängt  von  der  Eins  an, 
nimmt  aber  die  3  zu  der  Einheit,  welche  immer  wiederholt  wird,  so 
bekommt  man  folgende  Reihe: 

■ 

l3).  4.  7.  10.  13.  16.  19.  22.  25.  28.  31.  34 
und  so  fort  bis  ins  unendliche. 
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Man  kann  aber  auch  bei  jeder  andern  Zahl  anfangen  and  es 
eben  so  machen: 

2.  5.  8.  11.  14.  17.  20.  23.  26.  29.  32.  35  etc. 

Unter  einer  Zahlen  Reihe  (Progression,  wenn  Sie  sich  vor  dem 
fürchterlichen  Wort  nicht  erschrecken)  versteht  man  eine  Menge  von 
Zahlen  (einerlei  wo  sie  anfangen  und  aufhören)  von  denen  immer 
die  folgende  aus  der  vorigen  nach  einerlei  Gesez  entstanden  ist,  wie 
z.  E.  in  den  obigen  Reihen  dadurch  dass  immer  zu  der  vorigen 
Zahl,  die  3,  die  als  Einheit  galt,  hinzugesezt  ward.  Allein  es  kön- 
nen auch  noch  Reihen  aus  ganz  andern  Gesezen  entstehn.  Z.  E. 
man  kann  bei  einer  Zahl  anfangen  diese  selbst  als  Einheit  ansehn 
und  wiederholen ;  dann  aber  wieder  die  Zahl,  welche  daraus  entstand 
als  Einheit  betrachten  und  eben  so  wiederholen.  Ich  meine  auf 
diese  Art: 

2.  4.  8.  16.  32.  64.  128.  256  etc. 

Die  2  ist  hier  als  Einheit  angesehn  und  wiederholt,  daraus  ent- 
stand die  4,  nun  wurde  diese  als  Einheit  angesehn  und  fortgezählt, 
daraus  entstand  die  8;  nun  wurde  diese  die  Eiuheit,  und  so  immer 
fort  nach  dem  nemlichen  Gesez.  Es  ist  auch  nicht  nötbig,  dass 
man  die  angenommene  Einheit  nur  einmal  wiederholt  um  die  nächste 
Zahl  der  Reihe  zu  bekommen,  man  kann  gleich  ein  vielfaches  der- 
selben nehmen,  welches  schon  mehrere  Wiederholungen  derselben  in 
sich  fasst.  Z.  E.  ich  fange  bei  der  2  an,  will  aber  nicht  die  2  nur 
einmal  wiederholen,  sondern  gleich  dreimal:  Daraus  entsteht  nun 
eine  Zahl  diese  wird  als  Einheit  angesehn  und  ebenfalls  nicht  ein- 
mal wiederholt,  sondern  dreimal. 

2.  6.  18.  54.  162.  394.  1092.  3274. 

Sie  sehen  ich  behandle  überall  die  Reihen  als  Arten  zu  zählen 
und  suche  die  Einheiten  auf  nach  deuen  man  zählt. 

Die  obigen  Beispiele  geben,  aber  2  gauz  verschiedene  Arten  von 
Reihen  an  die  Hand) 

Bei  der  einen  wird  eine  Einheit  gewählt  und  mit  dieser  so  ge- 
zählt wie  mit  der  wahren  Einheit  in  der  natürlichen  Zahlenreihe; 
diese  nennt  man  zählende  Reihen  (arithmetische  Progressionen). 
Bei  der  andern  wurde  zwar  auch  die  erste  Zahl  bei  der  man  anfing 


1)  Muss  heisecn:  486.  1458.  4374. 
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zur  Einheit  gewählt  und  ein  bestirntes  vielfaches  derselben  genom- 
men, aber  dann  eben  diese  nnn  erhaltene  Zahl  zur  Einheit  genommen 
und  eben  so  behandelt;  diese  nennt  man  steigende  Reihen  (geome- 
trische Progressionen). 

Sie  sehn  dass  ich  jene  erhalte  wenn  ich  zu  der  lezten  vorhan- 
denen Zahl  die  angenommene  Einheit  ad  dir  e,  diese  hingegen  wenn 
ich  die  lezte  Zahl  die  nun  Einheit  wird  so  oft  nehme,  als  es  das 
angefangene  Gesez  erfodert.  Dieses  so  oft  nehmen  ist  aber  nach 
unserm  oben  gegebenen  Begriff  ein  multi pliciren.  Auch  bei  den 
arithmetischen  Reihen  ist  zwar  ein  roultipliciren ,  aber  nicht  jedes 
Gliedes  aus  dem  nächsten,  sondern  aller  aus  dem  ersten.  Ich  frage 
nemlich:  was  entsteht  für  eine  Zahl  der  natürlichen  Zahlenreihe 
wenn  ich  die  angenommene  Einheit  so  oft  wiederhole,  wenn  ich  sie 
einmal  mehr  wiederhole  u.  s  w.  so  ist  jedes  Glied  des  einmal  eins 
nur  eine  arithmetische  Progression,  worin  die  Zahl  womit  das  Glied 
anfängt  die  Einheit  ist  z.  E. 

3.  6.  9.  12.  15.  18.  21.  24.  27.  30. 

aber  es  ist  nicht  das  nächste  Glied  aus  der  Multiplikation  mit  dem 
vorigen  entstanden,  sondern  alle  aus  einer  sucecssiven  Multiplikation  des 
ersten.  Ich  hoffe  ich  habe  nuu  den  Unterschied  dieser  beideu  Arten 
von  Reihen  hinlänglich  angegeben.  Es  gibt  noch  mehrere  Arten  der- 
selben, die  aber  nicht  von  der  Wichtigkeit  als  diese  beiden  und  be- 
sonders die  geometrische. 


7.  Einige  Beobachtungen  über  diese  Arten  von 

Reihen? 

Man  kann  leicht  bemerken,  dass,  man  mag  eino  arithmetische 
Reihe  anfangen  wo  man  will  und  abbrechen  wo  man  will,  sich  den- 
noch immer  folgeudes  dabei  ereignet:  wenn  man  die  zwei  äussersten 
Glieder  zusammen  addirt  und  so  von  .beiden  Seiten  nach  der  Mitte  zu 
fortfährt,  so  geben  alle  diese  Paare  die  nemliche  Summe.  Z.  E. 
in  der  Reihe 

I.  3.  5.  7.  9.  11.  13.  15.  17.  19.  21.  23. 
1  +  23  -  24.   3  -f-  21  -  24.   5  +  19  -  24. 
7  +  17  =  24.    9  +  15  -  24  etc. 
Ferner  boi  der  geometrischen  Reihe  wenn  man  die  äussersten 
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Glieder  mit  einander  raultiplicirt  und  eben  so  fortfahrt,  so  geben 
alle  diese  Paare  einerlei  Produkte.  Z.  E. 

3.  6.  12.  24.  4a  96. 

3  .  96  «  288  .  6  .  48  -  288  .  12  .  24  -  288 

Wenn  diese  beiden  Säze  von  allen  arithmetischen  und  geome- 
trischen Reihen  gälten,  so  könnte  man  daraus  verschiedene  Folge- 
rungen ziehen,  und  da  die  Eigenschaften  der  Reihen  der  Grund  alles 
übrigen  Rechuens  sind,  so  würden  wir  auf  diese  Weise  sehr  weit 
kommen.  Allein  wie  kommen  wir  zu  der  Ueberzeugung  dass  diese  Re- 
sultate eine  solche  nothwendige  Allgemeinheit  haben,  als  sie  als  Lehr- 
säze  haben  müssen?  Denn  wenn  wir  das  auch  an  hundert  und  tausend 
Reihen  wiederholen ,  so  kann  uns  immer  der  Zweifel  kommen  dass 
die  individuellen  Eigenschaften  der  Zahlen  die  wir  gewählt  haben 
uns  täuschen,  und  dass  es  doch  welche  geben  könne,  wo  es  nicht 
eintreffen  würde.  Aus  den  Begriffen  der  Zahlen  und  der  Reihen  wir 
mögen  sie  drehn  wie  wir  wollen  können  wir  es  auch  nicht  folgern. 
Wir  müssen  also  ehe  wir  weiter  gehn  uns  erst  ein  Mittel  verschaffen 
zu  beweisen  und  unsern  Beispielen  eben  'ie  Allgemeinheit  geben, 
welche  die  Beweise  aus  der  Construktion  der  Figuren  uns  in  der 
Geometrie  verschaffen,  und  uazu  werden  Sie  mir  erlauben  Ihnen 
nächstens  den  Schlüssel  zu  geben. 


Sehen  Sie  mein  lieber  Graf,  da  ist  doch  wieder  ein  kleines  Frag- 
ment zur  Fortsczung,  aber  es  ist  grösser  als  Sie  denken,  denn  Sie 
werden  nun  leicht  rathen  können,  woraus  alles  heraus  will. 

Inzwischen  will  ich  Ihnen  nicht  bergen  dass  ich  einen  Streich 
gemacht  habe  den  mir  die  Arithmetiker  vielleicht  nicht  vergeben ; 
ich  habe  von  Progressionen  gesprochen  und  bin  noch  nicht  bei 
den  Proportionen  eingeKehrt;  aber  mein  Ideongang  der  vom  Zählen 
ausging  liess  es  nicht  anders  zu  und  die  Proportionen  sollen  auch 
nicht  leer  ausgehen. 

Wir  haben  gestern  einen  Königsbergischen  Besuch  gehabt,  aber 
ich  muss  Ihnen  gestehen,  ich  bin  seitdem  ich  ihn  gesehn  nicht  mehr 
ganz  so  empfindlich  gegen  das  was  dieser  Besuch  in  Holland  von 
Ihnen  gesagt  hat,  ich  bin  ein  närrischer  Mensch  aber  ich  stellte  mir 
vor  die  Leute  die  Sie  lobten  müssten  anders  aussehn.   Wie  das 
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zugeht  mögen  Sio  sich  selbst  cntrathseln.  Inzwischen  wenn  Sie 
nur  a  laudatis  viris  (die  Damen  nicht  ausgeschlossen)  gelobt  wer- 
den —  lassen  Sie  sich  das  lateinische  Sprüchelchen  von  Graf  Wil- 
helm erklären  —  was  können  Sie  denn  dafür,  wenn  es  auch  andere 
thun.  Sie  sehn  mein  Papier  ist  aus  und  meine  Zeit  leider  eben- 
falls also  entschuldigen  Sie 


Ihren 


Schleiermacher. 


Schlobitten  d.  16  Dec.  1791. 


Salfner:  Drei  Gerade  nach  einem  Dreieck  zu  achneiden. 


347 


XVII. 

Drei  gegebene  Gerade  im  Räume  nach  einem 
Dreieck  mit  vorgeschriebenen  Winkeln  zu 

schneiden. 

Von 

Eduard  Salfner. 

Kgl.  Rea Mehrerin  Nürnberg. 


Drei  Gerade  können  im  Räume  drei  Hauptlagen  haben.  Bei  pa- 
ralleler Lago  derselben  geschah  bisher  der  Schnitt  mit  vorgeschriebenen 
Winkeln  nach  einer  von  Gugler  in  seiner  „darstellenden  Geometrie" 
angegebenen  Weise  oder  aber  nach  der  von  Marx  in  seiner  Iuaugural- 
Dissertation  ')  mitgeteilten  Construction.  Während  ersterer  den  rein 
geometrischen  Weg  wählt,  erreicht  letzterer  vorerst  das  Ziel  auf 
dem  der  Rechnung,  löst  aber  nachgehends  auch  die  Aufgabe  allge- 
mein construetiv  für  alle  Lagen  der  Geraden  mit  Ililfe  einer  Fläche 
4.  Ordnung.  Eine  streng  geometrische  Lösung  hält  er  für  den  Fall, 
dass  die  Geraden  nicht  parallel  siud,  „für  nicht  mehr  durchführ- 
bar". Gleichwol  beschäftigte  er  sich  auch  in  dieser  Richtung  mit 
der  vorliegenden  Aufgabe,  ohne  indes  das  Ziel  zu  erreichen;  er 
schliesst  seine  Retrachtungen  mit  den  Worten :  „Praktisch  ausführbar 
dürfte  keine  dieser  Constructionen  sein,  doch  wäre  eine  construetive 
Lösuug  auf  diese  Weise  wenigstens  denkbar". 


1)  Marx,  über  eine  Fl&che  4.  Ordnung  etc.  München,  Kgl.  Hof»  u. 
Univertitata-Bachdruckerei  ron  Dr.  C.  Wolf  u.  Sohn,  1880. 
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Der  Verfasser  glaubt  nun  gleichwol  im  Folgenden  durch  Con- 
structiou  und  anschliessende  Rechnung  anf  einem  von  Marx  nicht 
angedeuteten,  dazu  für  weitere  Kreise  gangbaren  Wege  für  alle  Fälle 
die  Lösung  der  Aufgabe  zu  erreichen.  Dieselben  sollen  in  der  näm- 
lichen Reihenfolge  wie  sie  gefunden  wurden,  Torgeführt  werden. 


I. 

Die  drei  Geraden  schneiden  sich  in  einem  Punkte,  eine 
von  ihnen  (A)  steht  senkrecht  auf  den  beiden  andern 

(B  und  Cj.  (Dreikant.) 

Die  Geraden  B  und  C  sind  in  die  Tafel  Fig.  1.  eins  gelegt1)  und 
bilden  den  beliebigen  Winkel  o.  Die  auf  ihnen  senkrechte  A  gehört  der 
Tafel  zwei  an.  Ist  nun  bc  eine  Seite  des  gesuchten  Schnittes  bcd, 
der  die  Winkel  ß,  y  und  d  haben  soll,  so  ist  Dreieck  bcd  bestimmt. 
Dasselbe  wurde  nun  nm  die  Tafel  eins  gedreht,  wodurch  die  zu  bc 
gehörigen  Höhen  dieses  und  des  Dreiecks  abc,  der  Projection  des 
ersteren,  aufeinander  fielen.  Sobald  eines  dieser  Dreiecke  gegeben 
ist,  kann  das  andere  unter  Benutzung  des  geometrischen  Ortes  der 
Scheitel  gleicher  Winkel  über  gegebener  Seite  bc  gefunden  werden. 
Sein  Schnitt  mit  der  gemeinschaftlichen  Höhcnrichtnng  ist  der  fehlende 
dritte  Eckpunkt. 

Nun  ist  de  die  Hypotenuse  und  ae  die  Höhe  eines  rechtwink- 
ligen Dreiecks,  dessen  zweite  Kathete  angibt,  in  welchem  Abstand 
von  a  auf  A  der  Punkt  d  genommen  werden  muss. 

Construction.  Man  wird  Strecke  bc  beliebig  nehmen,  darüber 
Dreieck  abds  mit  den  vorgeschriebenen  Winkeln  ßy  y,  d  construiren, 
hierauf  den  Kreis,  den  geometrischen  Ort  für  alle  Scheitel  mit  dem 
Winkel  a  über  bc,  schlagen,  wodurch  der  Schnittpunkt  a  desselben 
mit  der  Höhe  über  bc  erhalten  wird.  (Der  zweite  Schnittpunkt  beider 
bezieht  sich  auf  den  Winkel  180°  o).  Ein  zweiter  Kreis  um  e  mit 
dem  Radius  eds  gibt  mit  der  senkrechten  A  den  Schnittpunkt  d  über 
und  unter  der  Ebene  BC.  (Spiegelbilder). 

Der  Punkt  d  auf  der  dritten  Kante  (A)  entspricht  der  beliebig 
angenommenen  Seitenlange  bc.   Soll  aber  der  Schnitt  durch  einen 


1)  Nach  der  DArstellungsmethode  Klingenfeld«,  dessen  Schüler  und  spa- 
terer Assistent  am  Kgl.  Polytechnikum  München  ich  w»r. 
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andern  Punkt  auf  A  gehen,  so  bat  man  lediglich  durch  ihn  zwei 
Parallele  zu  den  Seiten  des  Dreiecks  bcd  zu  ziehen. 

Für  die  Berechnung. 

Im  Anschluss  an  die  Gonstruction  bezeichne  ich  bc  mit  a, ,  die 
Strecke  von  e  bis  zur  Sehnenmitte  mit  6,,  dann  sind  die  Coordi- 

naten  des  Kreismittelpuoktes  bt  und  — daher  die  Kreisglei- 
chung, weil  der  Radius  gleich  ^  ilxTa ' 

und  die  Gleichung  der  durch  e  gehenden  Senkrechten 

H  -  0 

also  ist  für  den  Schnitt 

r-o 

Das  untere  Zeichen  im  Ausdruck  für  as  gibt  den  2.  Schnittpunkt 
an,  der  jedoch  nicht  gelten  kann  als  Scheitel  eines  Winkels  (180°-«)°. 

Die  Strecke  ad  —  z  ergibt  sich  aus  dem  bei  tc  rechtwinkligen 
Dreieck  ead: 

*  -  V5p— ^*  oder 

. = ±  ^*  -  (j/^y~v + •  -  co.g .) 

Das  doppelte  Vorzeichen  entspricht  den  Spiegelbildern  in  Bezug 
auf  Ebene  BC. 

II. 

Die  drei  Geraden  bilden  ein  Dreikant,  in  welchem  keine 
Kante  senkrecht  auf  der  gegenüber  liegenden  Seite  steht. 

Fig.  2. 

Bezeichnen  wir  wieder  mit  A,  B,  und  C  die  Kanten  der  körper- 
lichen Ecke,  mit  At  die  Projection  von  A  auf  die  Ebene  fiC,  die 
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wir  als  Tafel  eins  nehmen!  bc  sei  abermals  die  beliebig  angenommene 
Seite  des  durch  seine  Winkel  bestimmten  Schnitts  ebd.  Das  dnreh 
-B,  C  und  bc  bestimmte  vorderhand  noch  unbekannte  Dreieck  a,Vi 
liege  wieder  in  Tafel  eins. 

Nehmen  wir  nun  au,  dass  beim  Umklappen  des  Dreiecks  bed 
um  die  gemeinsame  bc  in  die  gemeinschaftliche  Tafelebene  die  beiden 
zu  bc  gehörigen  Dreieckshöhen  nicht  aufeinander  fallen,  dann  ist 
durch  Seite  bc  und  den  gegenüber  liegenden  Winkel  o  ein  Kreis  (in 
die  Tafel  eins  gelegt)  bestimmt,  auf  dessen  Umfang  der  Scheitel  des 
gesuchten  Dreikants  liegen  muss.  Sowol  der  der  Seite  bc  gegenüber 
liegende  Wiukel  «,  als  auch  der  Winkel  (c)  der  Projection  At  mit 
Ä,  sind  constante  Winkel,  darum  ist  auch  der  Punkt  /„  in  welchem 
der  Kreis  um  Sehne  bc  von  der  Projection  At  der  dritten  Kante 
geschnitten  wird,  ein  fester  Punkt  ;  wandert  auch  a  auf  dem  ganzen 
Bogen  über  bc  dahin,  so  ist,  wie  b  und  <r,  /",  bleibend.  —  Ebenso  ist  e, 
ein  Höhenfusspunkt  des  Dreiecks  bed,  auf  bc  ein  fester  Punkt,  da 
entsprechende  Höhen  ähnlicher  Dreiecke  die  zugehörigen  Seiten  in 
gleichem  Verhältnisse  teilen ;  gleichzeitig  sind  gx  und  hl ,  die  Schnitt- 
punkte der  Höhe  mit  dem  vorhin  genannten  Kreise,  feste  Punkte. 

Auf  der  um  /,  beweglichen  Sehne  des  Kreises,  der  Projection 
der  dritten  Kante ,  muss  natürlich  stets  auch  der  Fusspunkt  dt  des 
gesuchten  dritten  Punktes  des  Schnittes  liegen.  Ausserdem  ist  noch 
die  Bedingung  zu  erfüllen,  dass  die  Kante  ad(A)  den  vorgegebenen 
Winkel  dadt  mit  der  Ebene  abc  bilde,  oder,  dass 

drfj  :  adx       m  :  n 

(ein  gegebenes  Vcrbältniss)  sei.  Der  Fusspunkt  <£,  muss  aber  auch 
auf  der  Projection  edl  der  Höhe  des  Dreiecks  bed  liegen.  Dreht 
sich  also  Sehne  aft  um  /i,  so  ist  ihr  Schnitt  mit  erf3  stets  der  Fuss- 
punkt     einer  Senkrechten,  auf  der 

U,  -  ^! 
1  n 

abzutragen  ist. 

Die  Pnnktreihe  der  d  ist  in  der  Tafel  zwei  Fig.  3.  gezeichnet  Deren 
Schnittpunkt  mit  dem  Kreise  um  e  und  dem  Halbmesser  ed  liefert 
den  gesuchten  Punkt  d,  da  d  zugleich  auf  diesem  Kreise  liegen  muss, 
damit  der  Schnittpunkt  bed  die  Höhe  de  habe. 

Punkt  fx  kann  im  allgemeinen  jeder  Punkt  der  Kreislinie  wer- 
den, a,  wird  aber  stets  auf  der  andern  Seite  von  ed  liegen  müssen, 
da  af  die  ed  schneiden  muss. 
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Fällt  jedocb  Punkt  /j  auf  gx  —  was  geschieht ,  wenn  der  zum 
Bogen  btgt  gehörige  Peripheriewinkel  =«=  §  wird  —  so  ist  0,A,  die 
einzige  in  Betracht  kommende  Sehne  des  Kreises,  und  Punkt  ht  ist 
der  gesuchte  Punkt  o,  wie  im  Fall  I.  Während  aber  dort  die  Ge- 
rade A  mit  ed  einen  rechten  Winkel  einschloss,  bildet  sie  jetzt  mit 
ihr  einen  vorgeschriebenen  Winkel  rfad,. 

Wir  construiren  demnach  unter  beliebiger  Annahme  der  Strecke 
bc  eine  Pyramide,  welche  den  gestellten  Bedingungen  genügt,  in  fol- 
gender Weise: 

Eine  Strecke  bc  wird  heliebig  lang  in  der  Tafel  eins  angenom- 
men, doch  soll  sie  wieder  senkrecht  zur  Tafelkante  sein.  Hierauf 
construirt  man  den  der  Sehne  bc  und  dem  ihr  gegenüber  liegenden 
Winkel  a  zukommenden  Kreis  und  legt  bei  einem  beliebigen  Punkte 
a  der  Peripherie  den  Winkel 

bafv  —  e 

an,  den  die  Projection  der  dritten  Kante  A  auf  die  gegenüber  lie- 
gende Seitenfläche  mit  Kante  Ii  macht,  wodurch  man  auf  dem 
Kreisumfang  deu  Punkt  f\  erhält,  durch  den  alle  Sehnen  af  gehen 
müssen.  Nachdem  man  noch  durch  e,  den  Höhenfusspunkt  des 
Dreiecks  bcd,  die  Senkrechte  zu  bc  gezogen ,  wodurch  Sehne 
A)<?i  erhalten  wird,  kann  man  der  Reihe  nach  die  Puukte  a  des 
Bogens,  der  auf  der  andern  Seite  von  f  mit  Bezug  auf  higl  liegt,  mit 
f  verbinden  und  zur  erhaltenen  Schnittpunktreihe  dx  die  zugehörige 
Punktreihe  d  mit  Hilfe  der  gegebenen  Projection 

ddx  :  adt  =>  m  :  n 

bestimmen.  Die  Höhe  e,  ds  des  mit  bc  und  den  vorgeschriebenen 
Winkeln  gezeichneten  Schnittdreiecks  bed  nimmt  man  als  Radius 
und  zeichnet  in  Tafel  zwei  um  c  den  Kreis.  Der  Schnitt  desselben 
mit  der  Curve  der  d  löst  die  Aufgabe. 

Nicht  alle  Punkte  des  Kreises  oder  der  Curve  kommen  in  Betracht. 
Verbindet  man  fx  mit  c, ,  so  ist  Schnittpunkt  d"  Grenzpunkt,  da  die 
Punkte  a  auf  Bogen  genommen  Winkel  gleich  180°— «  geben. 
Fällt  ds  zwischen  A,  und  «,  so  ist  d9  Grenzpunkt;  fällt  es  auf  hl9 
oder  darüber  hinaus,  so  ist  Ax  Grenze,  weil  sich  darüber  hinaus  die 
beiden  Secanteu  ^A,  und  «,/,  schneiden. 

Die  Projection  Ax  fällt  zwischen  Bx  und  C„  auf  Bt  (oder  Cx)  oder 
über  beide  hinaus,  je  nachdem  der  Flächenwinkel  bei  Bx  (und  C\) 
spitz,  recht  oder  stumpf  ist-,  dem  entsprechend  fällt  ft  auf  den  Bogen 
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Der  durch  einen  andern  auf  A  angegebenen  Punkt  d  gehende 
Schnitt  ergibt  sich  nunmehr  durch  Ziehen  von  Parallelen. 


Zur  Berechnung. 

Wir  fällen  vom  Punkt  /,  auf  die  Projection  der  Höhe  des  Drei- 
ecks bcd  die  Senkrechto  fxO,  nehmen  O  als  Mittelpunkt  des  Coordi- 
natensystems  in  der  Ebene  \gxd  und  setzen 

Ody  =  x,  dtf,  =  y,  Oft  «=»  c,  Og  —  p,  hg  —      fdx  «=  v  und  od,  —  tc 

Die  Gleichungen 

(/>-f-<r)(<Z — p —  x)  «=  vre  .   .   .  ]., 
„2  =     +     .   .  .2., 
y  :  w  =  m  :  n  .  .  .3., 

verhelfen  auf  die  Gleichung  der  Curve: 

<P+       — f»  — »)«  -  («,  +  ^,~« 

Diese  Curve  ist  also  von  der  4  Ordnung 

Nimmt  man  dazu  die  Gleichung  des  Kreises  mit  dem  Mittel- 
punkt e: 

f.-  tf)S-|_yi-.rl 

WO 

a      Oe   und  r  «=»  dg«, 
go  entsteht  zur  Berechnung  der  Scbnittpunkts-Abscisse 

[afo-*)+a£a]  . 

+  «»  [(3  -  2p)»  -  2p(fl  -p)  -  ~  (r«  -  e»  -  o«)] 
+*  [2p(3  -p)(s-2p)-  2  ^s  tf] 


7?j2  -f-n2 

«   k  x 


))  Sie  weist  ein  mar  auf,  welches  durch  die  Gleichung 
x3+  [2c8 -f  (q  - p)]  X- c*(q  —  2p)  —  0 
bestimmt  ist.    Diese  Gleichung  zeigt  nur  einen  reellen  Wert  für  x. 
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Tritt  der  schon  erwähnte  Fall  ein,  dass  fx  und  damit  O  auf  gx 
fällt,  so  wird 

c«p  =  0 

nnd  die  Gleichung  der  Curve  4.  Ordnung 

n 

q—x  =y 

m 

also  zur  Geraden  durch  h1  (wo  wir  die  Gerade  im  neg.  Tafelraum 
vernachlässigen).  Aus  der  Gleichung  4.  Grades  zur  Berechnung 
von  x  wird 

"  "[«■+«•£]         ->-«]  =  ° 

Für  or8  —  0  erhält  man  den  Punkt  der  mit  6,  und  cx  ver- 
bunden den  Winkel  180°  —  o  gibt,  und  für  unseren  Fall  unbrauchbar 
ist.   Die  beiden  übrigen  Werte  sind 

-  -  -ni+^r  ±  K  ijq-i  [«V- *')  -  -Y]  +  {-i+nT ) 

Wird  auch  noch  n  =  Ot  d.  h.  steht  4  auf  der  Ebene  BC  senk- 
recht, so  wird  die  Hauptgleichuüg 

ac*  —  2</x3  -f    38  =  0  und 
x,  =  0,    *,  =  0.    x*  -  ±  q 

wovon  die  beiden  ersten  Werte  für  den  spitzen  Winkel  o  nicht  ge- 
nommen werden  können,  die  beiden  letzten  den  Punkt  Aj  bezeichnen, 
wodurch  sich  I.  als  besonderer  Fall  von  II.  erweist. 


III. 

Die  drei  Geraden  sind  parallel  und  bestimmen  ein 

Prisma. 

Die  drei  parallelen  Geraden  sollen  A,  B  und  C  heissen.  Drei- 
eck ahg  ist  ein  senkrechter,  Dreieck  abe  ein  schiefer  Schnitt  der- 
selben. B  und  C  liegen  in  Tafel  eins  und  sind  zugleich  parallel  zur 
Tafelkante.  Die  Spur  der  durch  A  gelegten  Lotebene  eins  schneidet 
die  Dreiecksseite  bc  in  gleichem  Verhältniss  wie  gh,  so  dass  also 
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Ist  somit  das  Verhältnis9  :«,//,  constant,  so  ist  dies  auch  von 
f\  e\  '•  f\  K  zu  sagen. 

Zieht  man  durch  den  dem  schiefen  Schnitte  augehörigen  Punkt 
a  zu  bc  die  Höhe  aet  und  dreht  das  Dreieck  um  jenes  in  die  Ebene 
BC,  so  ist  rt3ej  die  Projection  von  der  Geraden  aev 

Nehmen  wir  wieder  eine  Strecke  bc  beliebig  als  Seite  eines 
schiefen  Schnittes,  und  sind  aßy  dessen  Winkel,  so  ist  damit  Dreieck 
<i&c,  mit  ihm  der  Höhenfusspunkt  c,  aber  auch  der  Punkt  f  mittels 
der  eben  angeführten  Proportion  bestimmt. 

Zu  diesem  Drciek  suchen  wir  nun  das  Prisma,  welches  die  ge- 
stellten Forderungen  erfüllt!  Hierzu  bieten  sich  zwei  Wege  dar: 
Man  kann  sich  die  Festlegung  des  Punktes  a  oder  auch  des  Punktes 
gt  (oder  auch  ht)  zum  Ziel  setzen.  Im  Nachfolgenden  ist  der  erst- 
genannte gewählt,  weil  er  weitaus  einfacher  ist  und  sich  den  Betrach- 
tungen in  II.  anschlicsst. 

Pnnkt  a  liegt  vorerst  auf  dem  Kreisbogen,  dessen  Mittelpunkt 
e  und  dessen  Radius  ae  ist,  seine  Projection  eins  ist  die  Senkrechte 
durch  e  zu  Äc;  somit  liegt  auch  die  Projection  des  Punktes  a  stets 
auf  dieser  Senkrechten. 

Die  Verbindungslinie  t\  «i»  die  Projection  von  A,  gibt  die  Rich- 
tung der  Prismenkanten  an.  Wird  nun  irgend  ein  Punkt  a,  auf 
aseJ  herausgegriffen,  so  liegt  auf  der  zu  ihr  durch  a,  gehenden  zu 
o,  Senkrechten  Punkt  gt  und  zugleich  auf  der  Parallelen  durch 
Cj  zu  fxav  Punkt  a  aber  ist  bestimmt  durch  die  so  gefundene 
Strecke  aig1  und  die  Winkel  des  vorgegebenen  (schon  genannten) 
Dreiecks  a  /»,<?,.  Es  sei 

m 

tg«0i«i  —  w 

Lässt  man  so  den  Punkt  a,  die  Gerade  axe1  durchwandern  und 
sucht  dazu  die  Punktreihe  der  c,  so  erhält  man  eine  Curve  4.  Ord- 
nung, deren  Schnitt  mit  dem  bereits  bestimmten  Kreise  den  ge- 
suchten Punkt  a  liefert,  wodurch  dann  auch  das  zur  angenommenen 
Strecke  bc  gehörige  Prisma  bestimmt  ist. 


Construction.  Fig.  5. 

Uebcr  der  beliebig  angenommenen  Strecke  fl,c,  zeichnet  man 
ein  Dreieck  A,  c,  a3  mit  den  vorgeschriebenen  Winkeln  aßy,  zieht  die 
Höhe  zu  btct  und  hat  den  Punkt  et. 
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Dann  verschafft  man  sich  einen  Normalschnitt  des'  gegebenen 
Prismas  und  findet  mit  Hilfe  der  Proportion 

den  Punkt  fx  und 

m 

Zor  Verbindungslinie  a,  /i  (wo  «j  ein  beliebiger  Punkt  auf  der 
Projection  axet  ist)  zieht  man  hierauf  durch  /?,  die  Paralleler,^ 
und  durch  a,  die  Senkrechte,  so  erscheint  </,  als  Schnittpunkt.  Con- 
struirt  man 

aat  :  a1gt  =  «<  :  » 

so  ist  das  hieher  gehörige  a  bestimmt.  Ebenso  erhält  man  die 
übrigen  Punkte  der  Reihe. 


Discussion.   Fig.  6. 

Punkt  e  ist  für  to  =  n  Rückkehrpunkt  ;  denn  es  fällt  a  mit  g 
und  e  zusammen,  also  ist 

und  damit  auch  die  Ordinate  zwei  (y).   Ist  -  von  1  verschieden,  so 

n 

erhält  man  ähnliche  Curven. 

Von  e  aus  wächst  die  Ordinate  zwei  (y)  gleichzeitig  mit  a1g1 
auf  beiden  Seiteu  von  hc.  Da  aber  die  Länge  gxl  stets  =  c,/*,  ist, 
der  Winkel  £  aber  immer  grösser  wird,  so  wächst  auch  axgXy  wie  die 
Betrachtung  des  rechtwinkligen  Dreiecks  a,  g{  l  ergibt,  fortwährend, 
bis  die  Kathete 

geworden,  was  für  den  unendlich  entfernten  Punkt  der  Senkrechten 
ela1  zutrifft. 

Auf  der  Seite  rechts  von  fx  cx  bekommt  man  einen  eben  solchen 
Curventeil.  Der  negative  Tafelraum  weist  die  gleichen  Curventeile 
auf  wie  der  positive. 

Man  erhält  stets  2  Schnittpunkte  mit  dem  Halbkreis ,  denen  2 
congruente  Prismen  entsprechen. 

Pnnkt  /,  liegt  (wie  in  II.)  entweder  zwischen  Bt  und  C„  auf  Bt 
oder  C'„  oder  ausserhalb  derselben,  je  nachdem  die  Flächenwinkel 
an  B  und  C  des  vorgegebenen  Prismas  beide  spitz,  einer  ein  rechter 

23* 
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oder  stumpfer  Winkel  ist.  Als  besonderer  Fall  ist  das  Zusammen- 
fallen des  Punktes  mit  «,  zu  erwähnen,  da  sich  dann  die  Cnrve 
4.  Ordnung  auf  eine  Gerade  reducirt. 


Zur  Berechnung. 

Bezeichnet  man  mit  Bezug  auf  den  Coordinatenmittelpunkt  e, 
die  Strecke 

* 

so  finden  sich  die  Gleichungen 

„1  _  x8  +  c* 

w  :  p  =  a? :  v 
y:w  =  m:n 

woraus  man 
erhält. 

Nimmt  man  hiezu  die  Gleichung  des  Kreises 
as2-f-y2  —  r*    (wo  r  =z  ae) 

so  erscheint 
also 

Für  den  erwähnten  besonderen  Fall  ist  c  =  0,  also  wird  aus 
der  Gleichung  der  Curve  4.  Ordnung 

w  —  ± 

d.  i.  eine  Gerade  -4  parallel  zur  Ebene  ifC  oberhalb  und  unterhalb 
derselben. 

Für  x  erhält  man 


Für  ein  vorgelegtes  ähnliches  Prisma  sind  lediglich  Parallel 
linien  zu  ziehen,  um  auch  hiefür  den  verlangten  Schnitt  zu  erhalten. 
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IV.   Fig.  7. 

Nunmehr  unterliegt  es  keiner  Schwierigkeit,  drei  zu  einandor 
windschiefe  Gerade  im  Räume  nach  einem  Dreieck  mit  vorgeschrie- 
benen Winkeln  zu  schneiden. 

Sind  B  und  C  zwei  windschiefe  Gerade  und  a  ein  Punkt  der 
dritten  (A),  so  legt  man  durch  a  und  B  eine  Ebene,  weiche  die  C 
im  Punkte  d  schneidet,  D  ist  die  Spur  eins  dieser  Ebene  und  in- 
folge der  Tafclannahme  parallel  zu  B.  Durch  Verbindung  der  Punkte 
a  und  d  erhält  man  den  Schnittpunkt  e  auf  B. 

Ist  nun  abc  das  Schnittdreieck  für  «,  C  und  B;  welches  die 
vorgeschriebenen  Winkel  «,  0,  y  hat,  so  kann  man  weiter,  weil 

«1  et  :  a,  dL  =  a,  it  :  «j  bx* 

auch  die  Winkel  des  Dreiecks  ab'c  bestimmen,  nach  denen  Dreikant 

c  D 
dlci  dJa1  und  rf,V  geschnitten  wird. 

Man  verschafft  sich  also  zunächst  das  Dreikant,  bestimmt  die 
Winkel,  nach  deuen  dasselbe  zu  schneiden  ist,  und  teilt  a,V  nach 
dem  Verhältuis8  ax  et  :  atdv  Für  i  die  vorgegebenen  Stücke  a, 
C  und  B  ist  daun  durch  Ziehen  von  Parallelen  die  Lösung  zu  er- 
reichen ;  dieselbe  ist  auf  II.  zurückgeführt. 
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XVJII. 

Die  Bewegung  eines  materiellen  Punktes  unter 
dem  Einflüsse  einer  Centraikraft. 

Von 

Ulrich  Bigler. 


Ich  halte  es  Dicht  für  überflüssig,  meiner  Arbeit  über  die  Be- 
wegung eines  materiellen  Punktes  unter  dem  Einflüsse  eiuer  Ccu- 
tralkraft  einige  Bemerkungen  vorauszuschicken.  Der  dem  Aufsatze 
zu  Grunde  gelegte  Gegenstand  gehört  zu  denjenigen  Problemen  der 
Mathematik,  welche  schon  zu  wiederholten  Malen  behandelt  worden 
sind,  und  ich  bin  mir  auch  bcwusst,  dass  selbst  ganz  tüchtige  Mathe- 
matiker denselben  zum  Objecte  ihres  Nachdenkens  gewählt  haben. 
Aber  trotz  dem  sind  die  Studien  über  diesen  Gegenstand  noch  zu 
keinem  Abschlüsse  gelangt,  sondern  die  grosse  Mannigfaltigkeit  in 
der  Annahme  der  Kraftwirkung  lassen  ihn  als  unerschöpflich  erschei- 
nen. Als  Ursprung  der  Kraft  wird  hier  eine  Masse  M  angenommen, 
deren  Einwirkung  auf  den  materiellen  Punkt  m  durch  nMmf\r) 
dargestellt  wird,  wo  n  ein  proportionaler  Factor  ist,  und  f'(r) 
den  Differentialquotienten  einer  Function  darstellt,  die  nur  vom 
Leitstrahle  r,  als  der  Verbindungslinie  der  beiden  Massen,  abhängig 
ist.  Ueber  die  Function  f'{r)  werden  nun  verschiedene  Annahmen 
gemacht,  um  daraus  die  resultireuden  Bewegungsarten  abzuleiten. 
Wie  viele  der  hier  behandelten  Fälle  schon  untersucht  worden  sind, 
ist  mir  unbekannt;  ich  weiss  daher  nicht,  wie  viel  Neues  der  Auf- 
satz enthalten  wird.  Doch  glaube  ich  annehmen  zu  dürfen,  dass 
der  Leser  die  TIeberzeuguug  bekommen  wird ,  der  Verfasser  habe 
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dabei  einen  selbständigen  Weg  eingeschlagen,  und  die  befolgte  Me- 
thode dürfte  einiges  Interesse  darbieten.  Ich  empfehle  meinen  Col- 
legen  die  im  nachfolgenden  Aufsatze  enthaltenen  Studien  über  die 
Bewegung  eines  materiellen  Punktes  unter  dem  Einflüsse  einer  Cen- 
tralkraft  einer  wolwollenden  Beurteilung. 

Die  Masse  M  sei  Ursprung  einer  Kraft,  welche  auf  den  materi- 
ellen Punkt  to  nach  einem  bestimmten  Gesetze  anziehend  oder  ab- 
stosseud  wirkt  Die  Kraftwirkung  geschehe  immer  in  der  Richtung 
des  Leitstrahles  r,  welcher  die  beiden  Massenmittelpunkte  verbindet. 
Die  Masse  M  wird  als  unbeweglich  angenommen,  während  sich  der 
Massenpunkt  m  unter  dem  Einflüsse  der  Kraft  frei  bewegen  kann. 
Die  Kraft  selber  wird  definirt  als  eine  Function  der  Massen  M  und 
m  und  des  Leitstrahles  r  und  zwar  sei  sie  den  Massen  direct  pro- 
portionirt,  während  die  Abhängigkeit  von  r  durch  eine  Function 
f'(r)  dargestellt  werden  soll.  Es  sei  daher  die  wirkende  Kraft  analy- 
tisch durch  den  Ausdruck 

K  -  nMmf'ir) 

dargestellt,  wo  n  ein  proportionaler  Factor  und  f'(r)  nur  eine  Func- 
tion von  r  ist,  die  als  Differentialquotient  einer  Function  f(r)  auf- 
gefasst  wird.  Ich  setze  ferner  fest,  dass  eine  positive  Kraft  ab- 
stossend  auf  den  Punkt  m  wirken  soll,  während  eine  ueg.  Kraft 
anziehend  wirkt.  Der  Ausgangspunkt  der  Kraft  K  werde  nun  als 
Ursprung  eines  räumlichen,  rechtwinkligen  Coordinatensystems  mit 
den  Axen  (X,  F,  Z)  gewählt  und  dem  Massenpunkte  m  die  Coordi- 
naten  z)  gegeben.    Wird  nun  die  Kraft  K  in  ihre  Compo- 

nenten  nach  den  drei  Axen  zerlegt,  und  werden  dieselben  resp.  mit 
P,  Q  und  R  bezeichnet,  so  gelten  bekanntlich  die  Gleichungen: 

PSS9H&*      Q=mdt"      R  =  m  dt* 

Wenn  nun  der  Leitstrahl  r  mit  den  pos.  Axonrichtungen  resp.  die 
Winkel  «,  0,  y  bildet,  so  ist  auch 

P     Äcos«;    Q  —  A' cos/3;   R  =  A'cosy 

und  wenn  in  diesen  Gleichungen  für  die  Kraft  K  und  die  Cosinuse 
die  bekannten  Werte  eingesetzt  werden,  so  hat  man 

P  -  n  Mm/'{x)  .  * ;    P  =  n  Mmf\X)  .  j-  i 
X  — nMmf'(r) 
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Die  Verbindung  dieser  Ausdrücke  mit  den  obigen  fuhrt  nun  auf  das 
folgende  System  vou  Bcwegungsgleichungen : 

G*X  v  X 

1)  8(>  =  «J//"(r).r 

3)  Bt;-nMr(r).ze 

Wird  nun  hier  die  erste  Gleichung  mit  y  multiplicirt  und  die 
zweite  mit  x  und  subtrahirt,  so  erhält  mau  die  Gleichung 

d*x  c*y 

y    ~~  x  et  ™  0 

Mittelst  ähnlicher  Operationen  au  System  I.  erhält  man  nebst  dieser 
Gleichung  noch  2  andere,  so  dass  das  System  I.  durch  das  folgende 
System  ersetzt  werden  kann. 

B*y  dh 

&z  B*x 
3)  *  är«  -  *  37»  =  0 

Wenn  wir  die  Ableitung  nach  der  Zeit  von  dem  Ausdruck 


dy 

—  x 

untersuchen,  so  findet  man,  dass 


8      i  dx         dy\         d*x  d*y 

df  {'fr  ~  *dt)  -  ^ä/»  ~xa7* 

und  somit  kann  das  System  I'.  durch  das  Folgende  ersetzt  werden: 
1\  B      /  dx  By\ 

3)       ar  (x|  -  *  Ii)  -° 
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Aus  diesen  Gleichungen  erkennt  man  nun,  dass  die  Ausdrücke 

(Bx  dx\ 
y  £-  —  x  q-  J  etc.  von  der  Zeit  t  unabhängig  sind ,  somit  durch 

Constante  dargestellt  werden  können,  die  mit  A,  B  und  C  bezeichnet 
werden  sollen.  Die  Integration  des  System  I".  ergibt  daher  das 
folgende: 

[    l)        yBt  ~xBt  ~  A 

I        ov  9*  BX 

I    3)        xBt~*Bt  =  6 

Bx  \ 

dt  1 

Nun  stellen  aber  bekanntlich  die  Determinanten  !  ,  etc. 

h 

Bt'y 

die  Projectioucu  der  doppelten  Flächcngcschwindigkeit  auf  die  Coor- 
dinatenebenen  dar.  Wird  diese  mit  F  bezeichnet,  so  wird  dieselbe 
durch  die  Gleichung 

F  —  YÄT+  B*+~C* 

bestimmt.  Da  nun  aber  A\  B  und  C  constante  Grössen  und  von 
der  Zeit  unabhängig  sind,  so  gilt  dasselbe  auch  für  F. 

Wir  erhalten  daher  für  einen  materiellen  Punkt,  der  sich  unter 
dem  Einflüsse  einer  Centraikraft  frei  im  Räume  bewegen  kann,  fol- 
genden  Hauptsatz: 

Bewegt  sich  ein  materieller  Punkt  unter  dem  Einflüsse  einer 
Centraikraft  frei  im  Räume,  so  ist  dessen  Flächengeschwindigkeit 
eine  Constante. 

Wenn  daher  der  Radius  r  in  der  Zeiteinheit  die  Fläche  £  .  F 
durchläuft,  so  ist  die  von  ihm  während  der  Zeit  dt  durchlaufene 
Fläche  \  .  F .  dt  und  somit  stellt  F .  t  den  doppelten  Inhalt  des 
Sectors  dar,  der  von  r  in  der  Zeit  t  durchlaufen  wird.  Der  Anfang 
der  Zeit  ist  so  gewählt,  dass  mit  t  —  0  auch  der  Sector  null  wird. 
Die  Integrationsconstante,  welche  hier  F .  t  noch  beigesetzt  werden 
müsste,  ist  daher  als  null  angenommen  worden.  Die  Inhalte  der 
Sectoren  sind  somit  mit  der  Zeit  direct  proportional. 
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Dieser  Satz  gilt  natürlich  auch  von  den  Projectionen  der  Secto- 
ren ;  auch  diese  sind  mit  der  Zeit  proportional  und  können  durch  At% 
Bt  und  Ct  dargestellt  -werden.  Wenn  nun  die  Gleichungen  des  Sy- 
stems II.  der  Reihe  nach  mit  z,  x  und  y  multiplicirt  und  addirt 
werden,  so  erhält  man  die  bedeutungsvolle  Gleichung 

Bx  -f  Cy  -f  Az  =  0 

Das  ist  nun  die  Gleichung  einer  Ebene,  welche  durch  den  Ursprung 
der  Kraft  gelegt  ist,  und  in  welcher  die  Bewegung  des  materiellen 
Punktes  erfolgt.   Wir  haben  daher  den  ferneren  Satz: 

Die  Bewegung  eines  materiellen  Punktes,  welcher  unter  dem 
Einflüsse  einer  Centraikraft  steht,  erfolgt  in  einer  Ebene,  welche 
durch  den  Ursprung  der  Kraft  gelegt  ist. 

Da  die  in  dieser  Gleichung  auftretenden  Coefhcienten  A,  B  und  C 
von  der  Zeit  t  unabhängig  sind;  so  ist  auch  die  Lage  dieser  Ebene 
von  der  Zeit  unabhängig. 

Ist  z.  B.  die  Constante  A  =  0,  so  erfolgt  die  Bewegung  in  einer 
Ebene,  welche  durch  die  *-axe  geht ;  sind  A  =  0  und  B  0,  so 
erfolgt  die  Bewegung  in  der  Ebene  y  —  0  und  sind  alle  drei  Con- 
stanten gleich  null,  so  erfolgt  die  Bewegung  in  einer  Geraden,  da 
ja  in  diesem  Falle  auch  F  =  0  ist.  Der  Einfachheit  wegen  wähle 
man  nun  die  Ebene,  in  welcher  die  Bewegung  des  materiellen  Punktes 
erfolgt,  als  ^-ebene  eines  neuen  rechtwinkligen  Coordinatensystems 
und  gebe  dem  Punkte  m  die  Coordinaten  (s,  y).   Hier  kann  nun  die 

doppelte  Flächengeschwindigkeit  durch  y  g-  —  x  « -  dargestellt  werden, 

die  in  Zukunft  mit  A  bezeichnet  sein  soll,  wobei  aber  zu  bemerken  ist, 
dass  dieses  neue  A  im  allg.  nicht  mit  dem  früher  gebrauchten  A 
identisch  ist.   Es  gilt  daher  die  Gleichung 

1.    ydx  —  xdy  «=  Adt 

Wir  suchen  nun  weiter  einen  Ausdruck  für  die  Geschwindigkeit 
v  des  Punktes  m  in  seiner  Bahn.  Bekanntlich  sind  die  Ausdrücke 
ox  By 

die  Componenten  derselben  nach  den  Axen,  so  dass  v  durch 
die  Gleichung 

* -(£)"+«)' 

bestimmt  wird,  und  unter  v  selber  die  positive  Quadratwurzel  aus  der 
rechten  Seite  verstanden  ist.  Wird  nun  diese  Gleichung  nach  t  ab- 
geleitet und  durch  2  dividirt,  so  erhält  man 
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1  Sv2  Bx  o2x  By  B*y 
2*  Bt   ~  Bt'  dt*  +  d~f  Bt* 

Worden  nun  hier  die  zweiten  Abgeleiteten  ans  System  I.  ersetzt  nnd 
zugleich  in  Berücksichtigung  gezogen,  dass  aus 

durch  einmalige  Ableitung  nach  t  die  Relation 

Br         Bx  By 

''  Bt  =  xBt^  y  Bt 
folgt,  so  erhält  man  die  Gleichung 

2  '  Bt  =  nMf  (r)  Bt 
Soll  nun  »*  aus  dieser  Gleichung  als  Function  von  r  dargestellt 
werden  können,  so  muss  das  unbestimmte  Integral  j*  f\r)dr  an- 
gebbar sein.  Wir  nehmen  daher  an,  es  sei  /'(r),  wie  schou  im  An- 
fang gesagt  wurde,  das  vollständige  Differential  einer  Function  f(r), 
so  dasss  man  setzen  kann 

™-"£> 

In  diesem  Falle  ist  nun 

2.    v*  —  inMf(r)-\-B 


wo  B  die  Integrationsconstante  bezeichnet,  uud  unter  v  die  pos. 
Wurzel  zu  verstehen  ist.  Damit  nun  eine  reelle  Bewegung  des  Punk- 
tes m  statt  fiode  ist  absolut  notweudig,  dass  der  Ausdruck  unter 
der  Quadratwurzel  positiv  ausfalle,  und  es  sind  daher  nur  solche 
Werte  von  r  zulässig,  welche  {2nMf{r)  +  B)  pos.  machen.  Für 
eine  gegebene  Function  f(r)  ist  aber  auch  B  so  zu  wählen,  dass 
die  pos.  Beschaffenheit  des  genannten  Ausdruckes  längs  der  Weg- 
curve  erhalten  bleibt.  Ich  suche  ferner  noch  einen  allgemeinen 
Ausdruck  für  dr.  Der  Leitstrahl  r  bilde  mit  der  pos.  Richtung  der 
a:-axo  den  Winkel  w.   Dann  ist 

ar=rCOS«o;    y  —  tfSUlw 

Da  nun  bekanntlich  der  Ausdruck  (ydx—xdy)  den  doppelten  Inhalt 
des  Dreiecks  darstellt,  das  gebildet  wird  von  dem  Wegelement  d$ 
und  den  Leitstrahlen  r  und  rx  nach  den  Punkten  (*,  y)  und  {x-\-dx, 
y+dyi  und  dieser  Inhalt  audh  durch  r%dw  dargestellt  werden  kann, 
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wenn  die  den  Winkel  zwischen  den  Strahlen  r  und  r,  bezeichnet,  so 
bat  man  die  Beziehung 

y  dx  —  x  dy  =  A  dt      r*  dw 

Für  das  Wegeleraent  welches  vom  Massenpunkte  m  während  der 
Zeit  dt  mit  der  Geschwindigkeit  v  durchlaufen  wird,  hat  man  den 
Ausdruck 

((/«)«=  (dr)*  -f-  (rdw)* 

Da  nun  aber  auch 

dx  «=*  vdt 

ist,  so  gilt  die  Gleichung 

(vdt)*  =  (<2r)*  +  (Vd*)2 

Wird  nun  in  dieser  Glcichuug  für  v*  der  obon  gefundene  Aus- 
druck substituirt  und  ebenfalls  dw  mittelst  der  Gleichung 

r'rfic  -  Adt 

ersetzt,  so  erhält  man  für  dr  nach  oinigen  Umformungen  den  Wert 

3.    (dr)»  =  ((2n      (r)  -f-  B)  -  rff> 

wo  unter  dr  die  pos.  Quadratwurzel  aus  der  rechten  Seite  verstanden 
ist.  Dass  die  Annahme  A  =  0  eine  geradlinige  Bewegung  bedingt, 
ist  sofort  klar,  da  in  diesem  Falle  die  Flächengeschwindigkeit  gleich 
null  ist   Wenn  aber  A  «=»  0  ist,  so  muss  wegen 

Adt  -=»  r*du>    auch    div  «=  0 

sein,  da  ja  nicht  Überall  r  =  0  sein  kann.   Ist  aber 

dw  —  0 

so  muss  w  «=  Constante  sein,  also  die  Bahn  eine  gerade  Linie 
Wenn  die  Bahn  des  materiellen  Punktes  ein  Kreis  sein  soll,  so 
muss  längs  der  ganzen  Wegcurve 

dr  =  0 

also  r  -=  Const.  sein.  Damit  dieses  der  Fall  ist,  muss  die  Bedingung 

erfüllt  sein,  das  heisst,  es  muss 
stattfinden.   Da  nun  aber 
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2«  Mf(r)  +  B  —  »» 
ist,  so  kann  die  Bediugung  für  eine  Kreisbewegung  auch  in  der  Form 

*  -  7» 
dargestellt  werden ;  es  muss  also 

A  =  r» 

sein.  Diese  Bedingung  ist  nun  aber  sofort  klar,  wenn  man  sich  daran 
erinnert,  dass  A  die  Flächengeschwindigkeit  und  v  die  Tangential- 
geschwindigkeit  des  Punktes  m  ist.    In  diesem  Falle  ist  dann  auch 

rdw  =»  vdt  =  —  dt 
r 

Aus  der  allgemeinen  Gleichung  3.  ergibt  sich  für  das  Zeitelement 
dt  der  Ausdruck 

3'.  '   dt  =  dr 


}/(2nMf(r)  +  B)  -  ~ 


Für  eine  Kreisbewegung,  bei  welcher  sowol  der  Zähler  als  auch 
der  Nenner  in  diesem  Ausdrucke  verschwindet  ,  ist  diese  Formel 
nicht  anwendbar.  Ersetzt  man  hier  das  Zeitelement  dt  durch 
*•*  dio 

^     so  erhält  man 

Adr 


4.       dto  = 


eine  Gleichung  die  für  eine  parallellinige  Bewegung  nicht  mehr  an- 
wendbar ist,  da  in  diesem  Falle  sowol  dw,  als  auch  A  gleich  uull 
st.  Die  Formeln  3)  und  4)  zeigen  nun  deutlich,  dass  für  eine 
reelle  Bewegung  nicht  nur  (2a  Mf{r)  +  B)  pos.  sein  muss,  sondern 

A* 

auch  2nMf(r)  +  B—  -r.   Es  muss  daher  beständig  2nMf{r)  +  B 

pos.  und  grösser  als  ^-  sein. 

Ich  bin  nun  mit  den  allgemeinen  Betrachtungen  beim  Schlüsse 
angelangt  und  gehe  zu  den  speciellen  Fällen  über. 
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I.   Die  geradlinige  Bewegung  eines  materiellen  Punktes. 

Bedingung:  A  —  0. 

1)   /'(r  =  r;  2nMf(r)=nMr 

K=nMmr\    g  =  n  Air 

Bei  dieser  speciellen  Annahme  sind  sowol  die  Kraft  als  auch 
die  Beschleunigung  pos.  ;die  Kraft  übt  daher  eine  abstossende  Wirkung 
aus.    Wenn  die  Constante  n  noch  durch  n,4  ersetzt  wird,  so  erhält 
man  für  die  Geschwindigkeit  v  den  Ausdruck 

Setzt  man  nun  fest,  dass  in  r  =  o  die  Geschwindigkeit  null  sei, 
so  wird  die  Constante  B  durch  dio  Gleichung 

bestimmt,  woraus  folgt,  dass 

B  =  -n*a*M 

sein  muss.  Es  ist  daher 

und  man  erkennt,  dass  eine  reelle  Bewegung  nur  für  r  >  a  statt 
hat.   Wird  hier 

gesetzt,  wo  q  neben  der  endlichen  Strecke  a  verschwindend  klein 
sein  soll,  so  kann  die  Geschwindigkeit  in  diesem  Punkte  annähernd 

durch   

v  —  w,  V2aM  .  Yq 

dargestellt  werden.  Dieselbe  ist  daher  annähernd  mit  der  Quadrat- 
wurzel aus  dem  Wege  proportional,  nur  einer  hat  die  Proportion 

Ist  aber  r  sehr  gross,  so  dass  neben  r  die  Grösse  o  vernachlässigt 
werden  kann,  so  ist  in  tiefster  Näherung 

v  «»  n  V3f  .  r 

In  grosser  Ferne  ist  daher  die  Geschwindigkeit  mit  der  Strecke 
r  direct  proportionirt  und  wird  auf  die  gleiche  Art  unendlich,  wie 
der  zurückgelegte  Weg. 
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Der  Punkt  F  soll  die  Strecke  a  nach  aussen  begrenzen.  Man 
trage  nun  vom  Punkte  P  aus  auf  dem  Leitstrahle  die  Strecke  h  nach 
aussen  ab  und  untersuche  die  Geschwindigkeit  auf  dem  Wege  h. 
Wenn  nun  die  Wege  a  und  h  noch  so  beschaffen  sind,  dass  der 

Quotient  -  verschwindend  klein  ist,  so  dass  höhere  Potenzen  der- 
selben vernachlässigt  werden  können,  so  läset  sich  v  annähernd  durch 
die  Gleichung 

darstellen.  Auf  der  Strecke  h  gilt  daher  für  die  Geschwindigkeit 
annähernd  die  Proportion 

Die  Quadrate  der  Geschwindigkeiten  verhalten  sich  wie  die 
durchlaufenen  Wege. 

Das  Zeitelement  dt,  welches  der  materielle  Punkt  m  braucht, 
um  das  Wegelement  dr  zurückzulegen,  wird  nach  Gleichung  (3')  durch 

dr 

dt  =  - 
v 

bestimmt,  eine  Relation,  die  für  eine  geradlinige  Bewegung  sofort 
eiuleuchtet.   Setzt  man  nun  in 

vdt  =  dr 

für  v  den  oben  gefundenen  Wert  ein,  so  folgt 

dr 

Um  diese  Gleichung  zu  integriren  setze  man 


dann  ist 


und  somit 


=  sin  a 

r 


acos« 
dr  =  —  •  da 

Sin*« 


daher  ist 


Nun  ist  aber 


dt-  — 7=T~r  =  —     d  .  tg  !jj 

nx  y  M '  sin  «   f__ 

nt  y  A/ .  tg  2 


«  =  -  — ;  -  log  tg  -  +  C 
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cc         sin  er  a 
tg  5  = 


2    "  1  -j-  coa  a      r_j_  yr*  _  ai 
somit 


Soll  nun  für  r  =  a  auch  *  «=  0  sein;,  so  muss  C  -=  0  angenom- 
men werden,  nnd  man  erhält  schliesslich  für  die  Zeit  den  Wert 


wenn  dieselbe  von  dem  Momente  an  gerechnet  wird,  wo  der  materi- 
elle Punkt  m  seine  Bewegung  beginnt.  Um  die  Zeit  in  der  Nähe 
des  Ausgangspunktes  der  Bewegung  zu  beurteilen ,  setze  man 

r  =  a-f-p 

und  nehme  p  sehr  klein  an.  Weil  uuter  dieser  Voraussetzung 
r  +  Yr^-ti*  i/2p 

 ~—  annähernd  durch  1  -f-  y  ^  dargestellt  werden  kann, 

also  log  (-"^- a~~^i "")  durch  V%%  80  lä8st  8ich  die  Zeit  in 
einem  solchen  Punkte  annähernd  durch 

« 

darstellen.  Dieselbe  ist  somit  mit  der  Quadratwurzel  aus  der  kleinen 
Wegstrecke  p  proportional;  hier  gilt  daher  die  Proportion 


«*  :      =  Q  :  p, 

Ist  r  sehr  gross,  so  dass  a  neben  r  vernachlässigt  werden  kann, 

so  ist   annähernd  gleich    -  und  man  erkennt,  dass  die 

Zeit  unendlich  wird  wie  log  r.  Man  untersuche  ferner  die  Zeit  auf 
der  früher  definirten  Wegstrecke  h  und  setze 

r  -  a-f  p 

wo  der  Quotient  £  für  das  Interwall  0  <  p  <  A  als  verschwindend 
klein  betrachtet  werden  kann,   Weil  in  diesem  Falle   

a 

durch  l+f/^f  also  log  (r  +-^~+^  durch  j/??  ersetzt  wer- 
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den  kann,  so  kann  anf  der  angegebenen  Strecke  ä  die  Zeit  annähernd 
durch   

-KS-* 

dargestellt  werden.  Dieselbe  ist  daher  mit  der  Quadratwurzel  aus 
dem  durchlaufenen  Wege  proportional. 

2)   /'(r)  =  -r 

ÜC  —  —  nMmr-,    g  —  —  nMr\    2nMf(r)  —  —  nMr* 

Da  in  diesem  Falle  der  analytische  Ausdruck  der  Kraft  neg.  ist, 
so  wirkt  dieselbe  anziehend  auf  die  Masse  m  ein.  Ersetzt  man  wie 
früher  die  Constante  n  durch  n,«  und  nimmt  die  Geschwindigkeit  in 
r  =  a  wieder  als  null  an,  so  erhält  man  für  v  den  Ausdruck 

v  =  «j  YM .  YW—r*) 

Diese  Gleichung  offenbart  sofort,  dass  nur  auf  dem  Wege  r  <  a 
eine  reelle  Bewegung  stattfindet.  Die  Geschwindigkeit  im  Anfange 
des  Weges  ist  null  und  der  Massenpunkt  kommt  mit  der  Geschwindig- 
keit »4  Ym  .  a  im  Ursprünge  der  Kraft  an.  Die  Endgeschwindig- 
keiten verhalten  sich  daher  wie  die  durchlaufenen  Wege.   Ist  ferner 

r 

a  sehr  gross  und  r  so  beschaffen,  dass  -  verschwindend  klein  ist,  so 

kann  die  Geschwindigkeit  v  für  solche  Punkte  der  Bahn  durch 

n,  Ym  .  a  dargestellt  werden,  i6t  daher  auf  der  betreffenden  Weg- 
strecke annähernd  constant.  Wenn  daher  der  Massenpunkt  m  aus 
dem  Unendlichen,  wo  seine  Geschwindigkeit  als  null  aufgefasst  wird, 
durch  die  oben  definirte  anziehende  Kraft  in  das  endliche  Gebiet 
gelangt,  so  kann  hier  die  Geschwindigkeit  als  constant  aufgefasst 
werden,  welche  anf  dieselbe  Weise  unendlich  wird,  wie  der  durch- 
laufene Weg.  Vom  Punkte  P  aus,  welcher  die  Wegstrecke  a  nach 
aussen  begrenzt,  werde  nach  innen  die  Strecke  h  abgetragen  und  es 
soll  die  Geschwindigkeit  v  auf  diesem  Wegstücke  untersucht  werden. 
Man  setze  daher 

wo  der  Quotient  ^  für  das  Intervall  0  <  rt  <  h  verschwindend  klein 
ist.   Setzt  man  dann  noch  r,-{-t  —  A,  so  ist  in  tiefster  Näherung 

Va*  -  r*  -  Väift 

und  daher 

v  »     Y2RM .  Vr 

irch.  d.  Math.  u.  Phy«.  2.  Kf>iUe,  T.  XVI.  24 
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Auf  dem  Wegstücke  h  gilt  daher  annähernd  die  Proportion 

vt* :  v*  =  r,  :  r 

Um  einen  allgemein  gültigen  Aasdruck  für  die  Zeit  t  zu  er- 
halten, setze  man  wieder 

vdt  —  dr 

und  führe  in  diese  Gleichung  für  v  den  oben  gefundenen  Wert  ein, 
dann  hat  man 

_  dr  

Um  diese  Gleichung  integriren  zu  können,  setze  man 
r  — asin«,    also    dr  — acosad« 
Durch  diese  Substitution  geht  nun  der  obige  Ausdruck  in  den  andern 

dt  =  — 

über,  so  dass 


gesetzt  werden  kann. 


t  ~  — ~  +  C 


In  >•  =  a  ist  «  2 .  Wird  nun  der  Anfangspunkt  der  Zeit  so 
gewählt,  dass  mit 

«  =  0   auch   t  =  0 

ist,  so  rauss  die  Constante  C  den  Wert  5 — ,  -  haben.  Weil  nun 
auch 

o  —  aresin  - 
a 

ist,  so  hat  man  schliesslich,  wenn  noch  die  Zeit  pos.  aufgefasst  wird, 
für  t  den  Wert 


—  — — ™.  (n —  2arcsin  -\ 
2nt  VM\  *J 


Die  ganze  Zeit  T,  welche  der  Massenpunkt  braucht,  um  den  Weg 
a  zurückzulegen,  ist  daher  von  a  unabhängig,  also  eine  Constante, 

die  durch  2w  yjf  dar8estellt  wird-    Somit  erreichen  rerschiedene 

MasscDpunkte,  die  in  verschiedenen  Entfernungen  zu  gleicher  Zeit 
ihre  Bewegungen  nach  dem  Kraftmittelpuukte  beginnen,  in  demselben 
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Moment«  den  Ursprung  der  Kraft.   Ist  a  unendlich  gross,  so  ist  für 

1       /  2r\ 

alle  endliche  r  die  Zeit  t  annähernd  gleich  5  t=-(*  1.  In 

™\  v  M  \  «/ 

unmittelbarer  Nähe  des  Ausgangspunktes  der  Bewegung,  wo 

und  q  sehr  klein  ist  und  2arcsin^  annähernd  durch       — 2|/~ ) 

dargestellt  werden  kann,  ist  die  Zeit  t  mit  der  Quadratwurzel  aus 
der  Wegstrecke  proportionirt,  das  heisst,  es  ist  in  tiefster  Näherung 

Um  nuu  auch  hier  die  Zeit  t  auf  der  früher  bezeichneten  Weg- 
strecke h  untersuchen  zu  können,  setze  man  wieder 

a  =  R-\~h\    r  —  R-\-rt 

Wenn  nun  noch 

'i  +  x  —  h 

r 

gesetzt  und  angenommen  wird,  dass  der  Quotient  R  im  ganzen  Inter- 
valle 0  <  t  <  h  verschwindend  klein  sei,  so  gelten  näherungsweise 
die  Gleichung 

r  I  /2r 

sin  er  —  1  -  R  -j-  etc. ;    cos  a  —  y  R  -f  etc. ; 

2«  -  w_2  j/^  -|-  etc. 
und  daher  kann  t  auf  der  Strecke  h  in  tiefster  Näherung  durch 

-— -  l/** 
tiyYM'  V  R 

dargestellt  werden.  Weil  in  diesem  Falle  die  Beschleunigung  g  an- 
nähernd durch  nt*MR  und  die  Geschwindigkeit  durch  nx  y%RM~\/x 
dargestellt  werden  kann,  s»  ergeben  sich  aus  der  Gleichung  für  die 
Zeit  t  auch  die  nachfolgenden  Näherungswerte 

nx*MR     ,  g     #  v 

2  2  —  2 

Um  die  Arbeit  über  die  geradlinige  Bewegung  nicht  übermässig 
auszudehnen,  behandle  ich  bloss  noch  den  Fall,  wo  die  gegebenen 
Massen  nach  dem  Newtou'schen  Gesetze  anziehend  auf  einander 
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wirken,  and  setze  f'{r)  —  —  ^.   Man  könnte  selbstredend  für  t'(r) 

noch  andere  Functionen  von  r  wählen  nnd  namentlich  auch  solche, 
wo  höhere  Potenzen  von  r  vorkommen.  Da  aber  die  Bestimmung 
der  dabei  auftretenden  Integrale  mehr  als  elementare  Hülfsmittel  er- 
fordert, so  sehe  ich  hier  von  diesen  Fällen  ab  und  gehe  über  zur 
Behandlung  von 

3)  f'(r)  =  -± 

nMm  nM     n   m,mt  ,  2nM 

K~~  -r2- 5    9=~  rV5     2»AT/(r)-  — 

Wenn  auch  hier  die  im  allgemeinen  Ausdrucke  für  die  Ge- 
schwindigkeit v  auftretende  Gonstante  B  so  bestimmt  wird,  dass  im 
Punkte  r  =  a  die  Bewegung  beginnt,  also  dort  v  =»  0  annimmt,  so  ist 

und  wir  haben  nur  auf  der  Wegstrecke,  wo  r  <1  a  ist,  eine  reelle 
Bewegung.  Wenn  der  Massenpunkt  im  Unendlichen  seine  Bewegung 
nach  dem  Kraftmittelpunkt  beginnt,  so  kann  die  Geschwindigkeit  im 

endlichen  Gebiete  annähernd  durch  y^Ä/j/i  dargestellt  werden, 

wo  r  jeweilen  seine  Entfernung  vom  Ursprünge  angibt  Somit  ist 
bei  dieser  Annahme  der  Kraftwirkuug  das  Product  vtr  annähernd 
eonstant  und  es  gilt  die  Proportion 

Untersuchen  wir  auch  hier  die  Geschwindigkeit  v  auf  der  Strecke  k 
und  machen  dabei  die  gleiche  Voraussetzung  wie  früher,  so  ist  an- 
nähernd 

1  1 
also 


Somit  kann  v  auf  der  Strecke  h  in  tiefster  Näherung  durch 


„  1  _  r-L4_etc. 


1 


1---^4-etc 


1 

r 


1 

a 


h  —  rx 


-f-etc. 
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dargestellt  werden.  Dieselbe  ist  somit  mit  der  Quadratwurzel  ans 
der  durchlaufenen  Wegstrecke  proportional.  Wird  diese  Gleichung 
nach  r  aufgelöst  und  beachtet,  dass  annähernd  der  absolute  Wert 

von  der  Beschleunigung  durch        dargestellt  werden  kann,  so  findet 

Zur  Bestimmung  der  Zeit  dient  in  diesem  Falle  die  Gleichung 

Yrdr 


dt  — 


vs*.|/(i-3 


Um  dieselbe  integriren  zu  können,  setze  man 

r  —  asin'a 

also 

dr  —  2asin«C08arfo. 

dann  ist 

dt  —  -•>         .  2  sin2«  da 
Y2nM 

Weil  ferner 

2sin2o=  1  — cos-2a 
ist,  so  erhält  mau  für  die  Zeit  t  den  allgemeinen  Ausdruck 

y-hi  M 

Die  Zeit  t  soll  nun  von  dem  Momente  an  gezählt  werden,  wo 
der  Massenpuukt  seine  Bewegung  beginnt,  also  im  Punkte  P.  Für 
denselben  ist  aber 

n 

«  =  2 

und  die  Constante  C  muss  somit  den  Wert  -  a^3JL  haben.  Ferner  ist 

2  y  2»»  M 


und 


«  =  aresin  y- 
demnach  ist  der  pos.  Wert  von  t  gleich  dem  Ausdrucke 
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Die  Zeit,  welche  der  Massenpunkt  m  braucht,  um  die  Strecke  a 
zu  durchlaufen,  wird  gefunden,  iudem  in  der  obigen  Gleichung  r  —  0 
gesetzt  wird.  Wird  dieselbe,  wie  früher,  mit  T  bezeichnet,  so  er- 
hält man  dafür  den.  Wert 

a  Va  .  n 

T  —  — 7=-.  -.= 
2V2«  M 

Für  verschiedene  Wegeslängen  a  gilt  daher  die  Proportion 

Die  Quadrate  der  Gesamtzeiten  verhalten  sich  daher  wie  die 
Kuben  der  durchlaufenen  Wege.  Ist  a  sehr  gross  und  stellt  r  eine 
endliche  Zahl  dar,  so  kann  die  Zeit  t  in  tiefster  Näherung  durch 

a^Ll*  dargestellt  werden,  wird  daher  unendlich  von  der  Form 

Zum  Schlüsse  will  ich  noch  die  Zeit  auf  der  Strecke  h  untersuchen, 
t 

Der  Quotient  ^  sei  längs  des  Intervalls  Ü<r  <A  verschwindend 
klein.   Weil  in  diesem  Falle  j/^  ^1  —      und  «  annähernd  durch 

dargestellt  werden  können,  so  kann  auf  der  Strecke  h  die  Zeit  in 
tiefster  Näherung  durch 

dargestellt  werden.  Hier  gilt  daher  die  Proportion 

das  heisst:  die  Quadrate  der  Zeiten  verhalten  sich  wie  die  durch- 
laufenen Wege. 


11.  Die  kreisförmige  Bewegung  eines  materiellen  Punktes. 
Die  Bedingung  für  eine  kreisförmige  Bewegung  ist 


das  heisst,  der  Leitstrahl  r  muss  von  der  Zeit  unabhängig  seio.  Da- 
mit nun  aber  längs  des  ganzen  Weges 
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dr  —  0 

ist,  musB  offenbar 

2nMf(r)+B-f?  =  0 

seiu,  wobei  aber  angenommen  wird,  dass  A  von  null  verschieden  sei, 
weil  sonst  keine  reelle  Bewegung  vorhanden  wäre.    Weil  nun  aber 

2n  Mf{r)  -f  B  =  v* 

ist,  so  lä8st  sich  die  obige  Bedingung  durch  die  andere 

A  =  rv 

wiedergeben,  was  für  eine  Kreisbewegung  sofort  einleuchtet,  da  ja 
A  die  doppelte  Flächengeschwindigkeit  darstellt.   Aus  der  Bedingung 

dr  =  0 

folgt  aus  den  früher  angegebenen  Formeln,  dass  auch 

dt  «=»  rdw  —  vdt 

sein  muss.   Bei  der  Kreisbewegung  ist  daher  einerseits 

»  =  V:2nM7(r)  +B 

und  andererseits 

A 

V  — 

r 

und  da 


ist,  so  muss  auch  überall  ^  =  0,  somit  v  —  Constante  sein.  Der 

Massenpunkt  M  durchläuft  daher  unter  dem  EinHasse  einer  Gentrai- 
kraft mit  constanter  Geschwindigkeit  die  Kreisbahn  und  eine  Be- 
schleunigung findet  nur  in  der  Richtung  der  Normalen  statt,  welche 
ihrem  absoluten  Werte  nach  durch 

g  *Mf\r) 

dargestellt  werden  kann.  Wir  suchen  nun  zuerst  nach  einem  andern 
Ausdrucke  für  die  Beschleunigung  g.  Die  beiden  Punkte  P  und  i3, 
mögen  das  Curveuelement  ds  abgrenzen;  in  beiden  ist  die  Ge- 
schwindigkeit v  dieselbe  und  unterscheidet  sich  nur  durch  ihre  Rich- 
tungen. Wird  nun  dieser  Richtungsunterschied  mit  dw  bezeichnet, 
so  ist 

VdlO    —  gdt 

Nun  ist  aber  bekanntlich  auch 
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rdw  —  vdt 

somit 

Zw  dw  v 

rBi-*<  a,B0  sr-r 

Setzt  man  dieses  Wert  in  die  Gleichung 

8» 
r¥  =  s 

ein,  so  erhält  man  für  die  Normalbeschleunigung  g  schliesslich  den 
Ausdruck 

'-7 

Nun  sollen  bestimmte  Annahmen  über  die  Kraftwirkung  ge- 
macht werden. 

1)    r(r)  =  -r 
K •=  nMmr;    g  =  -nMr;    2nMf(r)  -  ^n3/r8 

Die  Geschwindigkeit  v  wird  mittelst  der  Gleichung 

gefunden,  wo  unter  £  der  absolute  Wert  der  Beschleunigung  ver- 
standen ist.   Setzt  man  hier  für  g  obigen  Wert  ein,  so  folgt 

v  =  r  .  y nM ,     also    -  =  V n  M 

Für  verschiedene  Massenpunkte  m,  welche  unter  dem  Einflüsse  der- 
selben Masse  M  in  verschiedenen  Abständen  r  den  Kraftursprung 

umkreisen,  ist  daher  der  Quotient  -  eine  Constante ;  daher  gilt  hier 
die  Geschwindigkeiten  verhalten  sich  wie  die  Radien  der  Kreisbahnen. 

Zur  Bestimmung  der  Flächengeschwindigkeit  A  wende  man  die 
Formel 

A  —  rv 

an  und  setze  für  v  den  oben  gefundenen  Wert  ein;  dann  findet  man 

A  =  r*YnMl       ^  -  Y^M 

Somit  ist  auch  -a  &r  alle  materiellen  Punkte  der  verschiedenen  Bah- 
nen eine  Constante  und  es  gilt  daher  die  Proportion 

A:  Ax  —  r*  :  r,a 
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Die  Flächengeschwindigkeiten  verhalten  sich  wie  die  Quadrate 
der  Radien. 


wenn  die  Zeit  von  dem  Momente  an  gerechnet  wird,  wo  der  mate- 
rielle Pnnkt  m  die  x-axe  passirt 

Die  Radien  der  verschiedenen  Bahnen  durchlaufen  daher  in 
gleichen  Zeiträumen  gleicho  Winkel.  Wenn  die  Umlaufszeit  mit  T 
bezeichnet  wird,  so  findet  man  für  dieselbe  den  Wert 


Da  dieser  Ausdruck  vom  Radius  der  Bahn  unabhängig  ist,  so  durch- 
laufen die  verschiedenen  Alasscnpunkte  in  gleichen  Zeiten  ihre  Bah- 
nen. Dass  für  eine  solche  Kraftwirkung  nur  pos.  Werte  von  der  im 
Ausdrucke  für  v  auftretenden  Constanten  B  in  Betracht  kommen 
können,  ergibt  sich  schon  aus  der  Gleichung 

v2  =  B  -  nMr* 

Ißt  einmal  ein  pos.  Wert  von  B  gewählt,  so  gibt  die  Gleichung 

nMr*  =  B  —  nü/r2 
den  Wert  von  r.  Nach  derselben  ist 


Setzt  man  diesen  Wert  von  r  in  den  Ausdruck  B—nMr2  ein, 
B 

so  geht  dieser  in  -  über,  ist  daher  pos.,  sobald  B  pos.  ist.  Die 
Constante  B  darf  daher  alle  positiven  Werte  durchlaufen. 


Die  Integration  dieser  Gleichung  ergibt  sofort 

w  —  i  'nM .  t 


1  = 


und  es  gilt  daher  die  Proportion 


r*  :  r,2  =»  B  :  B1 
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2)  f>{r)=-r* 
3-  s 

Ersetzt  man  das  frühere  n  durch  ~ ,  so  hat  man  hier 

K  —  —  § n/ jV/mr*;     ^  f  n^JI/r»;     2nMf(r)  =  -  n/A/r» 

Nach  der  bekannten  Formel 

V* 

erhält  man  für  die  Geschwindigkeit  v  den  Wert 

v*  «=  lAf^jV,     also  v=-njr.|/ 

Dividirt  man  daher  durch  r9,  so  ergibt  sich,  dass  dieser  Quotient 
für  alle  materiellen  Punkte,  welche  iu  conceutrischen  Bahnen  den 
Kraftursprung  umkreisen,  constant  ist,  dass  somit  für  dieses  Be- 
wegungssystem die  Proportion 

gilt. 

Die  Quadrate  der  Geschwindigkeiten  verhalten  sich  daher  wie 
die  Kuben  der  Radien. 

Um  einen  Ausdruck  für  die  Flächengeschwindigkeit  A  zu  er- 
halten, setze  mau  wieder  A  —  rv  und  führe  für  v  den  oben  erhalte- 
nen Wert  ein.   Dann  erhält  man 


A* 

Der  Ausdruck  für  .4*  zeigt  nuu  sofort,  dass  der  Quotient  b 

für  ein  solches  Bewegungssystem  materieller  Punkte  eine  Constante 
ist,  und  dass  daher  die  Proportion 

stattfindet. 

Die  Quadrate  der  Flächengeschwindigkeiten  verhalten  sich  wie 
die  fünften  Potenzen  der  Entfernungen. 


Auch  hier  ist 


tlw  =  "  dt 
r 


v 


und  wenn  man  für  ^  den  obigen  Wert  einsetzt,  so  erhält  man  für 

du; 

die  Winkelgeschwindigkeit  ^  den  Wert 
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dw  i/; 


3n  Mi 

2~ 


Dieselbe  ist  somit  der  Quadratwurzel  ans  der  Entfernung  proportional. 
Für  den  Centriwinkel  w  erhält  man  hieraus 


Derselbe  ist  daher  für  dasselbe  Massenteilchen  der  Zeit  proportional, 
nur  für  verschiedene  Massenpunkte,  deren  Bahnen  concentrische 
Kreise  sind,  gilt  für  gleiche  Zeiten  die  Proportion 


fr*  :  tr,*      r  :  r, 


Für  die  Umlaufszeit  T  erhält  man  aus  der  Gleichung  für  w  den 
Wert 


T  = 

n 


2  7t 


1 /»n,  Mr 

»TT 


Aus  dieser  Gleichung  folgt,  dass  rjT*  eine  Constante  ist  und 
zwar  gleich  3w  >jtf>.  Daher  gilt  für  ein  solches  Bewegungssystem 
die  Proportion 

T*  :  Tx*  —  r,  :  r 

Bewegen  sich  daher  verschiedene  Massenpunkte  in  concentrischen 
Kreisen  unter  dem  Einflüsse  einer  Centraikraft,  welche  im  direkten, 
quadratischen  Verhältniss  der  Entfernung  wirkt,  so  verhalten  sich  die 
Quadrate  der  Umlaufszeiten,  wie  umgekehrt  die  Radien  ihrer  Bahnen. 

Weil  hier 

v*  —  B  —  n*Mr* 

ist,  so  können  für  eine  reelle  Bewegung  uur  pos.  Werte  von  B  in 
Betracht  kommen.   Weil  ferner 


»* 


:4*_3n?8A/r» 
~  r*  -       2  " 

so  erhält  man  zur  Bestimmung  von  r  die  Gleichung 

— L2— -  =       -  n,*Afr» 

also 

s 
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Zwischen  den  B  und  den  zugehörigen  Radien  gilt  daher  die 
Proportion 

r3  :  r,3  =  B  :  B1 

3)  /'(r)=-r» 

Man  ersetze  n  durch  2n,4;  dann  gelten  die  Gleichungen 

#  2»j*  Mm  r3 ;    «;  2^*  Mr* ;     2n  Jf f(r)  =  -nl*  Mr* 

Die  Tangentialgeschwindigkeit  v  wird  durch  die  Gleichung  v*  = 
bestimmt.   Nach  derselben  ist 

«*  =  2nt*  Mr* ;       «  =»  n,2r2  V 2Äf 

und  ^  ist  für  das  ganze  Bewegungssystem  eine  Constante,  daher 
gilt  die  Proportion 

v  :  vx  =»  r*  : 

Die  Tangentialgeschwindigkeiten  verhalteu  sich  wie  die  Quadrate 
der  Radien. 

Ferner  ist   

A  =  rv  = 

und  somit  ist  auch  die  Fläehengeschwindigkeit  dividirt  durch  den 
Kubus  der  Entfernung  eine  Constante,  die  durch  nliy/2M  dargestellt 
werden  kann.   Es  gilt  daher  die  Proportion 

A:  Ax  —  r3  :  rx  3 

Die  Flächengeschwindigkeiten  der  Massenpuukte  verhalten  sich 
wio  die  Kuben  dor  Entfernungen. 

Um  die  Umlaufszeit  T  zu  erhalten,  setze  man  wieder 

dto  v  A 
dt  ~"  r  "~  r2 

und  führe  hier  für  *  oder  ^  den  oben  gefundenen  Wert  ein.  Danu 
erhält  man  als  Ausdruck  für  die  Winkelgeschwindigkeit 

£  =  Vr  V» 

Dieselbe  ist  von  der  Zeit  unabhängig,  also  für  dieselbe  Bahn  con- 
stant,  variirt  aber  von  Massenteilchen  zu  Massenteilchen  und  zwar 
nimmt  dieselbe  nach  aussen  in  Verhält oiss  der  Radien  zu. 
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Wird  die  Winkelgeschwindigkeit  mit  o  bezeichnet,  so  gilt  daher 
die  Proportion 

et  :     =-  r  :  rt 

Ferner  ist  hier  der  Centriwinkel  t*  gleich  dem  Ausdrucke 

u  =  n,*r  Y2M  .  t 

somit  für  dasselbe  Massenteilchen  mit  der  Zeit  proportional.  Setzt 
man  nun  in  diesem  Ausdrucke  für  w  den  Wert  2jt,  so  erhalten  wir 
zur  Bestimmung  von  T  die  Gleichung 

T   2rr  

und  es  gilt  hier  die  Proportion 

T:  Tt  —  r,  :  r 

Die  Umlaufszeiten  der  Massenpunkte  verhalten  sich  umgekehrt 
wie  die  Radien. 

Da  die  Flachengeschwindigkeit  ^  für  dieselbe  Bahn  eine  Con- 

stante  ist,  so  lässt  sich  die  Umlaufszeit  auch  finden,  indem  man  den 
doppelten  Inhalt  dos  Kreises  durch  A  dividirt,  also  durch  die  Gleichung 

rn  2r*n 

Setzt  man  hier  für  A  den  gefundenen  Wert  ein,  so  erhält  man  für 
T  den  obigen  Ausdruck  wieder.  Die  Gleichung  zur  Bestimmung  von 
r  lautet  hier: 

und  somit  ist 

4  

B 

daher  die  Proportion 

r«  :  rt4  —  B  :  Bt 

Wird  z.  B.  für  B  der  Wert  3iK  gesetzt,  so  ist  r  —  — ,  und  somit 


JT  =  — 2n,Jfm;      g  2^  Af,      v  =  Y2M, 


2n 


A  V2M ;         T  =  — ;-•  - 


Y2M 


4)  f'{r)  —  —  rfi,  wo  p  eine  ganze  Zahl  sein  soll. 

Wird  in  diesem  allgemeinen  Falle  der  proportionale  Factor  n 

durch  ?—r'—  .  n,"  + 1  ersetzt,  so  findet  mau 
SS 
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%iMf(r)  «jM  +  lrM+lA/ 

und  daher  ist  die  Geschwindigkeit  o  gleich  dem  Ausdrucke 


Somit  ist  der  Quotient  für  alle  materiellen  Punkte,  welche 

unter  der  oben  angegebeneu  Kraftwirkuug  stehen,  eine  Constante, 
und  daher  gilt  hier  die  Proposition 

Ist  daher  (fi-f~l)  eine  ungerade  Zahl,  also  p  eine  gerade,  so 
verhalten  sich  die  Quadrate  der  Geschwindigkeiten  wie  die  ganz- 
zahligen Potenzen  der  Radien.  Ist  aber  (p-fl)  eine  gerade  Zahl, 
somit  p  eine  ungerade,  so  verhalten  sich  die  Geschwindigkeiten  wie 
die  ganzzahligen  Potenzen  der  Radien. 

Zur  Bestimmung  der  Flächengeschwindigkeit  A  benutze  man 
wieder  die  Gleichung  A  =  rv  und  setze  für  »  den  obigen  Wert  ein. 
Man  erhält  so 


A  -Wl  2    .r  2    .  |A£-.Af 


4 

und  daher  ist  auch  — ^  für  das  ganze  Bewegungssystem  eine  Con- 
stante,  so  dass  hier  die  Proportion 

gilt.  Ist  daher  (p-H)  eine  ungerade  Zahl,  also  p  eine  gerade,  so 
verhalten  sich  die  Quadrate  der  Flächengeschwindigkeiten  wie  die 
ganzzahligen  Potenzen  der  Radien.  Ist  aber  (p+'l)  eine  gerade 
Zahl,  also  p  eine  ungerade,  so  verhalten  sich  die  Flftchengeschwindig- 
keiten  wie  die  ganzzahligen  Potenzen  der  Radien. 

Ferner  ist  diu  Winkelgeschwindigkeit  «  gleich  dem  Ausdrucke 


2 


und  für  dieselbe  gilt  die  Proportion 
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Die  Winkelgeschwindigkeit  ist  nur  für  den  Fall  (i  —  1  für  das 
ganze  System  eine  Constante;  im  atlgemeinen  verhalten  sich  die 
Quadrate  derselben  wie  die  ganzzahligen  Potenzen  der  Radien.  Wird 
die  Gleichung  für  die  Winkelgeschwindigkeit  iutegrirt  und  soll  mit 
t  =-  0  auch  der  Centriwinkel  null  werden,  so  erhalt  man 

und  hieraus  ergibt  sich  als  Wert  für  die  Umlaufszeit  T 

m   2n 


ftp? 

Wird  nun  auf  beiden  Seiten  mit  r  a  multiplicirt,  so  erkennt 
man,  dass  das  Product  ?2.  r"-1  für  alle  Kreisbahnen  eine  Constante 
ist,  und  dass  daher  die  Proportion 

gilt. 

Ist  (ji  — 1)  eine  ungerade  Zahl,  also  fi  eine  gerade,  so  verhalten 
sich  die  Quadrate  der  Umlaufszeiten  wie  umgekehrt  die  ungerad- 
zahligen Potenzen  der  Radien.  Ist  aber  (p  —  1)  eine  gerade  Zahl, 
und  daher  p  eine  ungerade,  so  verhalten  sich  die  Umlaufszeiten  um- 
gekehrt wie  die  ganzzahligen  Potenzen  der  Radien. 

Zur  Bestimmung  der  Radien  r  aus  der  anziehenden  Masse  M 
und  der  Constanten  B  dient  die  Gleichung 

£  =  2nMf(r)  +  B 

Setzt  man  hier  für  A  und  f{r)  die  bekannten  Werte  ein,  so  folgt 

also 


p+1 

-Vi 


2B 


Auch  hier  darf  die  Constante  if  alle  pos.  Werte  durchlaufen  und 
der  Zusammenhang  zwischen  ihr  und  den  Radien  der  Bahnen  wird 
durch  die  Proportion 

r.u+i  .  r,M+i  —  B  :  Bx 

ausgedrückt. 
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5)   f(r)  =  -\ 

Weil  in  diesem  Falle  die  Geschwindigkeit  v  durch 

dargestellt  werden  kann  und  somit  vom  Radius  der  Bahn  unabhängig 
ist,  so  bewegen  sich  alle  Massenpunkte  mit  derselben  Geschwindig- 
keit in  ihren  Bahnen. 

Die  Flächengeschwindigkeit  ist  hier 

A  —  vi^M 

und  mit  dem  Radius  der  Bahn  direct  proportionirt,  also 

A  :  At  «=  r  :  r, 

Für  die  Winkelgeschwindigkeit      =  a  erhalten  wir  den  Wert 

YnM 

a  =  - 

r 

Dieselbe  ist  daher  mit  dem  Radius  r  umgekehrt  proportionirt,  nimmt 
somit  im  Bewegungssysteme  nach  aussen  im  gleichen  Verhältniss  ab, 
wie  die  Radien  der  Bahnen  zunehmen. 

«  :  uk  =  rt  :  r 

Wird  die  Gleichung  für  die  Winkelgeschwindigkeit  integrirt,  so  folgt 

* 

w  =   •  * 

r 

und  somit  ist  hier 

T  «■*  — — 

T 

Der  Quotient  -  ist  daher  für  dieses  System  eine  Constante  und 
man  hat  die  Proportion 

T  :  T,  —  r  :  rt 

Die  Umlaufszeiten  verhalten  sich  wie  die  Radien  der  Bahnen. 
Um  aus  B  und  der  Masse  den  Radius  zu  finden,  beachte  man,  dass 
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A* 

=  —  2»3/log  r+  B  —       —  nM 
ist   Ans  dieser  Gleichung  folgt  nun,  dass 


B — nM     J3  1 
l0gr"    2nM   ~2nM  2 


also 


r  —  e 


ist 


6)  f\r)--\i 

„         nMm  nM         _  v      2«  Af 

*a  .(7  r*  5        2»A//\r)-— - 

Bei  dieser  Kraftwirkung,  die  nach  dem  Newton'schcn  Gesetze 
erfolgt,  ist 

nM 

v*  —  gr  —  — 

und  man  erkennt  sofort,  dass  hier  das  Product  aus  dem  Quadrate 
der  Geschwindigkeit  uud  dem  Radius  der  Bahn  eine  constante  Grösse 
darstellt  und  gleich  nM  ist.  Zwischen  der  Geschwindigkeit  und  dem 
Radius  r  existirt  daher  die  Proportion 

o2  :  tfj*  =  r1  :  r 

Die  Quadrate  der  Geschwindigkeiten  verhalten  sich  umgekehrt 
wie  die  Radien  der  Bahnen. 

Die  Flächengeschwiedigkeit  A  ist  auch  hier  gleich  rv}  also 

A  =  VnMr 

* 

Ai 

und  somit  ist  der  Quotient  •  -  für  das  ganze  Bowegungssystem  eine 

t* 

Constante;  mithin  gilt  die  Proportion 

X2  :  <dj2=  r  :  rt 

Die  Quadrate  der  Flächengeschwindigkeiten  verhalten  sich  wie 
die  Entfernungen. 

Ferner  ist   

v  ,  YnTt 
dw  =     dt  =  dt 
r  yr 

also 

Arch.  d.  Math.  n.  Phy«  2..  lUihe.  T.  XVI.  ^ 
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W   —     •  TT  .  t 

■ 

und  für  gleiche  Zeitabschnitte  gilt  die  Proportion 

:  wj>  —  r,8 :  r* 

Die  Quadrate  der  Centriwiukel  verhalten  sich  umgekehrt  wie 
die  Kuben  der  Entfernungen. 

Die  Umlaufszeit  T  wird  durch  die  Gleichung 

bestimmt.  Aus  derselben  erkennt  man,  dass  für  alle  Masseopunkte 
des  Systems  der  Quotient  ^  eine  Constante  ist  und  zwar  gleich 

-j^.  Daher  die  Proportion 

Die  Quadrate  der  Umlaufszeiten  verhalten  sich  wie  die  Kuben 
der  Radien. 

Wir  haben  oben  die  Geschwindigkeit  v  durch  Ygr  ausgedrückt. 
Nach  der  bekannten  Formel  ist  aber  auch 


V 


t*  — 


r  ' 


und  man  könnte  meinen,  dass  für  eine  reelle  Bewegung  sowol  pos. 
wie  neg.  Werte  vou  B  zulässig  wären.   Da  nun  aber 

2nM  B—nM 
r     '  r 

sein  muss,  so  ist 

nM 

Da  aber  für  einen  solchen  Wort,  von  r  bei  positivem  B  der  Aus- 
(2nM  \ 

druck  (   r~  -\-B\  neg.  würde,  was  unzulässig  ist,  so  können  nur 

neg.  Werte  von  B  in  Betracht  kommen,  und  da  das  Prodnct  r .  B  für 
das  ganze  System  eiue  Constante  ist,  so  gilt  die  Proportion 

r  :  r,  =  Bt  :  B 
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7)   /'(r>-  * 
r 

mA/to  nAf         ^  nA/ 

K  jj-;         «  -  --;        2«A//-(r;  -  r, 

In  diesem  Falle  ist 

nA/  ■  .x  V«A/ 

trz  «=  —  also    v  =■   

r*  7  r 

and  da 8  Prodact  t>r  daher  eine  Constante,  die  durch  VnA/  dargestellt 
wird.   Bei  dieser  Art  der  Bewegung  gilt  daher  die  Proportion 

v  :  t>j  =  rj  :  r 

Die  Geschwindigkeiten  verhalten  sich  umgekehrt  wie  die  Radien. 

Die  Flachengeschwindigkeit  A  ist  hier  eine  Constante  üud  gleich 

V»A?  und  daher  durchlaufen  die  Radien  der  verschiedenen  Bahnen 
in  gleichen  Zeiten  gleiche  Flächenräume.   Ferner  ist 


r  -*  w 


nnd  die  Winkelgeschwindigkeiten  verhalten  sich  umgekehrt  wie  die 
Quadrate  der  Radien,  das  heisst,  es  gilt  die  Proportion 

Für  die  Centriwinkel  erhalten  wir  durch  Integration  obiger 
Gleichung  den  Ausdruck 

VnM 

Dieselben  sind  somit  der  Zeit  direct  und  dem  Quadrat  der  Radien 
umgekehrt  proportional.  Setzt  man  in  der  letzten  Gleichung  für  w 
den  Wert  2jt,  so  erhält  man  für  die  Umlaufszeit  T  den  Wert 

2r*  n 

T  —  -t— 
VnM 

aus  welchem  sich  die  Proportion 

T:  71,  =»  r*  :  r,* 

ergibt. 

Die  Umlaufszeiten  verhalten  sich  wie  die  Quadrate  der  Radien 

8)  f'M--£ 

Hier  soll  p  eine  pos.,  ganze  Zahl  sein,  welche  ich  mir  grösser 
als  3  denke,  da  die  Fälle  ^  -  1,  2,  3  specHl  behandelt  worden 
sind.    Man  hat 

25* 
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nMm  nM  2  nM 

2»A//(r)  =  —  .  rU_, 

Weil  y»  —  gr  ist,  so  folgt 

VnM 

0  «=■ 


r  2 

Es  ist  daher  das  Product  v.r  2  eine  Constante  und  zwar  gleich 
der  Quadratwurzel  aus  nM.  Für  dieses  Bewegungssystem  gilt  daher 
die  Proportion 

Ist  nun  0*  —  1)  eine  ungerade  Zahl,  also  p  eine  gerade,  so  ver- 
halten sich  die  Quadrate  der  Geschwindigkeiten  wie  umgekehrt  die 
uugeradzahligen  Potenzen  der  Radien.  Ist  aber  (f*  —  1)  eine  gerade 
Zahl,  somit  (i  eine  ungerade,  so  verhalten  sich  die  Geschwindigkeiten 
umgekehrt  wie  die  ganzzahligen  Potenzen  der  Itadien. 

Die  Flächengeschwindigkeit  A  ist  hier 

VnÄf 


A  —  n-3 


und  demnach  ist  A^r^-3  für  das  ganze  Bewegungssystem  eine  Con- 
stante und  gleich  nM.  Wenn  nun  (p— 3)  eine  ungerade  Zahl  ist,  somit 
H  eine  gerade,  so  verhalten  sich  dio  Quadrate  der  Flächengeschwindig- 
keiten umgekehrt  wie  die  ungeradzahligen  Potenzen  der  Radien.  Ist 
aber  (**— 3)  eine  gerade  Zahl,  also  p  eine  ungerade,  so  verhalten  sich 
die  Flachengeschwindigkeiten  umgekehrt  wie  die  ganzzahligen  Po- 
tenzen der  Radien. 

Ferner  ist 

dw     -  dt 
r 

und  auB  dieser  Gleichung  folgt  sofort 

Li 
r  2 

und  daher  ist 

t_  2n.r  2 
und  folglich  gilt  die  Proportion 
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Ist  (ft-f-1)  eine  ungerade  Zahl,  also  n  eine  gerade,  so  verhalten 
sich  die  Quadrate  der  Umlaufszeiten  wie  die  ungeradzahligen  Po- 
tenzen der  Radien.  Ist  aber  p  eine  ungerade  Zahl,  so  verhalten 
sich  die  Umlaufszeiten  wie  die  ganzzahligen  Potenzen  der  Radien. 

Um  schliesslich  einen  allgemeinen  Ausdruck  für  r  zu  erhalten, 
setze  man 

Aus  dieser  Gleichung  ergibt  sich  nun,  dass 

B .  rf-l  _  ^— ?  .  nM 
fi  —  l 

also 


nM 
B 


ist.  Das  Product  B'rf*~l  ist  für  das  ganze  Bewegungssystem  eine 
Constante,  und  man  hat  hier  die  Proportion 

r,u-i  .  rru-i      Bt:  B 

Der  für  r  gefundene  Ausdruck  gilt  für  p  —  1  nicht  mehr.  Für 
p  —  2  würde  der  Ausdruck  unter  dem  Wurzelzeichen  negativ;  da 
aber  r"-'  pos.  verstanden  wird,  so  sind  in  diesem  Falle  nur  nog.  B 
anwendbar.  Für  fi  —  3  wird  die  rechte  Seite  null,  und  erst  für 
H  >  3  erhält  mau  für  r  einen  pos.  Ausdruck,  sobald  auch  B  pos.  ist. 
Damit  überhaupt  eine  reelle  Bewegung  statt  finde,  muss  bekanntlich 
der  Ausdruck  (2nMf(r)+B)  einen  pos.  Wert  haben;  es  sind  daher 
keine  Werte  von  r  zulassig,  welche  denselben  neg.  machen  würden. 

/    2         nM  \ 
Setzen  wir  daher  in  ^~~_Ti  •  rju-i  "1"  B)  den  0Den  *ur  r(i~l  er" 

2 

haltcnen  Wert  ein,  so  geht  derselbe  in  den  andern   5  .  B  über, 

(l—  6 

und  man  erkennt  auch  hieraus,  dass  für  (i  >  3  nur  pos.  Werte  von 
.8  zulässig  sind. 


In  den  bekannten  Bewegungsgleichungen  des  allgemeinen  Teiles 
meines  Aufsatzes  spielte  die  Constante  A,  welche  die  doppelte  Flächen- 
geschwindigkeit darstellt,  eine  Hauptrolle.  Ihrer  Natur  nach  ist  die- 
selbe eine  reelle,  pos.  Zahl  und  kann  jeden  beliebigen  Wert  auf  der 
pos.  Hälfte  der  Realitätslinie,  null  nicht  ausgeschlossen,  darstellen. 
Dass  der  Fall  .4  =  0  längs  des  ganzen  Weges  die  geradlinige  Be- 
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wegung  zur  Falle  hat,  ist  im  ersten  Abschnitte  speciell  gezeigt  wor- 
deu.  Was  dr  anbetrifft,  so  kann  dieses  Differential  sowol  pos.  wie 
ncg.  sein  und  die  Bedingung,  dass  fortwährend  dr  —  0  sein  soll, 
bringt  die  kreisförmige  Bewegung  hervor.  Da  nun  in  den  nachfol- 
genden Untersuchungen  die  Bedingungen,  dass  sowol  A  wie  dr  längs 
des  gauzen  Weges  verschwinden  sollen,  fallen  gelassen  werden,  so 
habe  ich  diesen  Fällen  einen  allgemeineren  Charakter  zugeschrieben 
und  sie  unter  dem  Titel  „Allgemeine  Fälle  der  Centraibewegung" 
zusammengefaßt. 


III.    Allgemeine  Fälle  der  Centralbe wegung. 

1)   Die  wirkende  Kraft  sei  der  Entfernung  der  Massen 

direct  proportional. 

a)    A'=-n«Mr;       f(r)  =  —  r;       f(r)  }  .  r* 

g  —  —  n  Mr 

Setzt  man  abkürzend  =  nM  und  versteht  unter  p  die  pos. 
Wurzel  aus  n3f,  so  lässt  sich  die  Geschwindigkeit  v  des  Massen- 
punktes m  in  einem  beliebigen  Punkte  der  Bahn  durch  die  Gleichung 

darstellen,  wo  B  die  Integrationsconstante  bezeichnet.  Damit  nun 
v  für  pos.  Werte  von  r  reell  ausfalle,,  ist  absolutes  Erforderniss,  dass 
B  einen  pos.  Wert  habe.  Ist  dieser  einmal  gewählt,  so  ist  der  Leit- 
strahl r  an  die  Bedingung 

gebunden,  und  es  muss  somit  (B —  p*r')  längs  des  ganzen  Weges 
einen  pos.  Wert  haben.  B  0  anzunehmen  ist  unstatthaft.  Nach 
der  im  allg.  Teile  meiner  Arbeit  aufgestellten  Formel  für  den 

dr 

Differentialquotienten  —  erhält  man  hier 

dr  1 


und  die  Realität  der  Bewegung  erfordert,  dass  der  Ausdruck  unter 
dem  Wurzelzeichen  längs  des  ganzen  Weges  pos.  bleibt.  Allerdings 
sind  auch  solche  Werte  von  r  zulässig,  welche  denselben  zu  null 
machen,  und  in  diesen  Punkten  erreicht  r  ein  Maximum  oder  ein 
Minimum.   Im  allgemeinen  aber  muss  r  die  Bedingung 
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erfüllen.   Wenn  die  Wurzeln  der  Gleichung 

mit  a*  und     bezeichnet  werden,  so  muss  die  Bedingung 

fi*(a*-r*)(r*—  b*)  >  0 

erfüllt  sein,  d.  h.  es  muss 

A*  <  r*  <  a* 

»  '  *  ' 

statt  finden.  Die  bcidou  Wurzeln  a*  und  müssen  für  eine  reelle 
Bewegung  reell  sein.  Denn  wären  sie  imaginär,  so  müssten  sie 
conjugirt  sein;  dann  aber  wäre  (r*  —  a2) (r*  —  6»)  beständig  pos.  und 
es  Hessen  sich  keine  reellen,  positiven  Werte  von  r  finden,  welche 
IA*(a*-  r2)(r*  —  6*)  pos.  machen  würden.  Die  Realität  der  Bewegung 
erfordert  daher  auch  die  Realität  der  beiden  Wurzeln  a*  und  b*. 
Nun  ist 

'-&■{-  l^P)      ,  ... 

l/        iu*A*  V' 
und  da  J/  1  reell  ist,  so  muss  B*  >  ApPA*  sein,  also 

—  y>  2fi.   Für  den  Fall  B%  =  4^JUäi  würden  die  beiden  Wurzeln 

A 

a*  und  b*  zusammenfallen  und  der  Ausdruck  für  ^wäre  in  diesem  Falle 

Q  .  |   ____  _    |   

dt  =  r  ■  V-ifi'J-Vfi^  +  A')  -  +  "  y-(^r*-^j* 

was  aber  eine  reelle  Bewegung  ausschliesst.  Die  Annahme  B  -=  '2ft>4 
ist  daher  unstatthaft.  Für  die  beiden  Wurzeln  ««  und  b*  gelten  die 
Gleichungen 

and  da  -4  und  B  pos.  sind,  so  müssen  es  auch  a8  und  4*  sein.  Ks 
steht  nun  frei,  a*  >»  6*  anzunehmen.  Da  nun  r2  alle  zwischen  a* 
und  b*  liegenden  Werte  annehmen  kann,  so  lässt  sich  der  Leitstrahl 
r  auf  folgende  Weise  als  Function  der  neuen  Variabcln  <p  darstellen : 
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Da  nuu  r-  bei  beginut  und  von  hier  au  bis  bs  beständig  ab- 
nimmt, so  beginnt  die  neue  Variable  bei  0  und  wächst  von  hier  an 
bis  2rc.  Weil 

a*  —  r*  =  a2£2  sin1  <p ;       r2  —  b%  —  a*  &2  COS*  9 

so  ist  auch 


r.  $.  D  pa2Ä;2sin<pcos<p 


8r 

und  man  erkennt,  dass  ^  nur  da  verschwindet,  wo  sin<p  und  cos  9 

n  3n 

verschwinden,  also  in  <p  =»  0,  ^ »  Ä»    §  »      UU(*  *n  ^^e8en  Pakten 

erreicht  somit  r  seine  grössten  und  kleinsten  Werte  und  zwar  existirt 
sowol  für  9  =  0  als  auch  für  <p  =  n  ein  Maximum,  während  iu 

TL  3^T 

q>  =  -  und  y  Minimum  vorhanden  sind.  Wird  nun  im  ferneren 
die  Gleichung 

r*  sin2  <p) 

nach  t  abgeleitet,  so  findet  man 

er  Ba> 
r^t  —  —  a2&2sin  9COS9  . 

^nd  die  Vergleichung  mit  dem  oben  gefundenen  Ausdrucke  ergibt 

Bcp 

dt  ~  ~  ** 

Die  Ableitung  der  Variaboln  9  nach  t  ist  eine  Constante  und 
daher  9  selber  eine  lineare  Function  der  Zeit.    Die  Integration  ergibt 

9  —  —     -f-  v 

ersetzt  man  hier  t  durch  — t  und  nimmt  die  Integrationsconstante 
gleich  null  an,  so  hat  man 

9  =  fit 

Es  ist  daher  erlaubt,  den  Winkel  9  direct  mit  der  Zeit  pro- 
portional anzunehmen. 

Wir  denken  uns  ferner  den  Kraftmittelpunkt  als  Ursprung  eines 
rechtwinkligen  Coordinatensystems  gewählt,  desseu  pos.  x-axe  durch 
das  Aphelium  der  Bahn  geht;  ist  ferner  w  die  wahre  Anomalie  des 
Massenpunktes  m  mit  den  Coordinaten  («,  y),  so  hat  man 

x  <=  rcosw;       y  —  rsin  w 

Da   nun  einerseits  dio  doppelte   Flächengeschwindigkeit  des 
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Massenpunktes  gleich  A  ist,  dieselbe  aber  auch  durch  r2  dargestellt 
werden  kann,  so  hat  man  die  Gleichung 

Bw  A 
dt   ~  r* 

Die  Winkelgeschwindigkeit  des  Massenpunktes  ist  dem  Quadrate 
des  Radius  umgekehrt  proportional.   Da  nun 

A  —  nah    und    pdt  =  dtp 
ist,  so  hat  man  auch 

dw  •=  ab  -  j  =         ,j       .  j 

>  +  (;«•*) 

und  man  darf 


70 


=  arctg  I  -  tg  q>  1    und   tg  w  —  ^  tg  <jp 


annehmen.   Bezeichnet  nun  d  einen  proportionalen  Factor,  so  gelten 
daher  folgende  Gleichungen: 

d  .  sinw  ==  6 sin  9;      d.  cosi*  —  «cos tp 

Werden  nuu  diese  beiden  Gleichungen  quadrirt  und  addirt,  so 
findet  man  d  r.  Für  die  rechtwinkligen  Coordinatcu  y  des 
Massenpuuktes  erhält  man  daher  die  Werte 

x  —  rcos  w  —  acos  <p 
y     r  sin  w  =  6  sin  <p 

und  die  Elimination  von  9  aus  dieser  Gleichung  führt  auf  die  Glei- 
chung der  Wegcurvo  in  rechtwinkligen  Coordinaten  in  der  Form 

8  9 

a*  +  6»  1 

Die  Bahn  des  materiellen  Punktes  ist  daher  eine  Ellipse,  in 
deren  Mittelpunkte  die  anziehende  Kraft  liegt.  Der  Winkel  q>  heisst 
die  excentrische  Anomalie  und  da  dieselbe  mit  der  Zeit  proportional 
ist,  so  durchläuft  der  entsprechende  Kreispunkt  seine  Bahn  mit 
constanter  Geschwindigkeit. 

Wenn  die  Umlaufszeit  mit  T  bezeichnet  wird,  so  erhalten  wir 
für  dieselbe  aus  der  Gleichung  <p  =  fi<  den  Wert 

OV  IHK 
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2* 

r  = 

Dieselbe  ist  daher  von  den  Halbaxen  der  Ellipse,  also  auch  von  deu 
Constanteu  A  und  B  unabhängig.  Bewegen  sich  daher  verschiedene 
materielle  Punkte  unter  dem  Einflüsse  derselben  Centraikraft  in 
Ellipsen  um  den  Kraftmittelpunkt,  so  ist  die  Umlaufszeit  für  alle 

2n 

eine  constante  Grösse,  die  durch  -r—  dargestellt  werden  kann. 

Für  die  doppelte  Flächengeschwindigkeit  A  hatten  wir  oben  den 
Ausdruck 

A  =  ftfti 

erhalten.  Da  nuu  nah  den  Inhalt  J  der  Ellipse  darstellt,  so  ist  für 
das  ganze  Bewegungssystem  der  Quotient  j  eine  constante  Grösse 

und  gleich  ^  und  es  besteht  daher  die  Proportion 

A  :  At  =  J :  Jx 

Dio  Flächengeschwindigkeiten  der  verschiedenen  materiellen 
Punkte  verhalteu  sich  daher  wie  die  Inhalte  der  entsprechenden 
Ellipsen. 

Wenn  der  Inhalt  des  Sectors,  der  vom  radius  vector  in  der  Zeit 
dt  durchlaufen  wird,  mit  dS  bezeichnet  wird,  so  ist 


dS 


also 


Diesen  Ausdruck  erhält  man  auch  auf  folgende  Weise :  die  Läuge 
des  Weges ,  welchen  der  entsprechende  Kreispunkt  in  der  Zeit  t 
durchläuft,  kann  durch 

atp  —  a(it 

ausgedrückt  werden;  somit  ist  der  Inhalt  des  Kreissectors  gleich 
^   Wird  dieser  Ausdruck  noch  mit  -  multiplicirt,  so  erhält  man 


2 

den  Inhalt  des  entsprechenden  Ellipsensectors  in  der  Form  X  <• 
Dasselbe  Resultat  erhält  man  auch  wie  folgt: 

a  cos  (p     .    b  sin  <p 


By  Bx 


y 

Bx 

h  ■ 

h 

->a4 

\»  :\h  Ii*- 
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Wird  nun  dieser  Wert  für  A  mit  dt  multiplicirt  und  von  0  bis  t 
integrirt,  so  erhält  man  wieder  den  bekannten  Ausdruck  für  den 
doppelten  Inhalt  des  Ellipsensectors.  Für  die  Geschwindigkeit  v 
des  materiellen  Punktes  m  in  seiner  Bahn  hatten  wir  den  Ausdruck 

erhalten.  Um  dieselbe  als  Function  der  Variabein  <p  darzustellen, 
ersetze  man  r*  und  B  durch  die  bekannten  Ausdrücke  jfc'sin5» 
nnd  f**(a*+6*).  Dann  ist 

t>=-fia.  V(l  —  **cos*g») 

Dieser  Ausdruck  kann  direct  aus  den  rechtwinkligen  Coordiuaten 
(x,  y)  des  Massenpunktes  abgeleitet  werden.   Bekanntlich  ist 


und  da 


da;                      dep               .  a 
fr  =  ~  asiütp  .  ^-  naBin<p  .  y 


dtp  b 
fr  —  *COS<p  .       —  i*bC0S<p  —  H  -  .  x 

so  ist 

/dx\*  /Bv\* 

V&7  +  W  ~  ^(aWy+6'cos1?)  -  (t*aK  (l-*»co8»v) 
also  wieder   

Die  Beschleunigung  g  des  Massenteilchens  ist  im  allgemeinen 
gleich  dem  Quotienten  aus  Kraft  und  Masse  und  in  unserem  Falle 
gleich  —  n*r,  wenn  die  Richtung  mit  in  Berücksichtigung  gezogen 
wird.  Denselben  Wert  von  g  erhält  man  aber  auch  mittelst  der 
allgem.  Formel 


Denn  es  ist 


also  wieder 


•fi»  M'oCOSqp  —  —  f**r  .  - 

Bt%  pH  sin<p  ^r.J 


<7  =  -  M*r 


Zugleich  erkennt  man  aus  dem  Werte  für  die  2.  Abgeleiteten, 
dass  die  Beschleunigung  nach  dem  Centrum  gerichtet  ist.  Zum 
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Schlüsse  dieses  Abschnittes  will  ich  noch  den  Winkel  a  bestimmen, 
den  die  Bewegungsrichtung  mit  der  *-axo  bildet.  Wenn  vx  und  vy 
die  Geschwindigkeiten  nach  den  Axen  sind,  so  bat  mau 


also 


dx 

q-      vx  =  v  cos  a 
dx 

dt  sin  <p 

coso  =  —  =  — 


und 


also 


v  ~      V(l  —  Är^COSV) 


dt 


i»y  =—  v  sin  a 


dt  b  cos  9 

81 U a  =  —  -=  — 77 -  z  

v      a.y{\—  k*zo&<p) 

b)    K  -  nmJI/r;        />,  -  r;        /(r)  =  - 

.s 

g  —  n  Mr 

i 

Da  die  Kraft  pos.  angenommen  ist,  so  wirkt  sie  abstossend  auf 
den  materiellen  Punkt  m  eiu.   Setzt  man  auch  hier  abkürzend 

so  ist  die  Geschwindigkeit  »  durch  die  Formel 

dargestellt.  Während  im  vorhergehenden  Abschnitte  der  Constanten 
B  nur  die  pos.  Hälfte  der  Realitätslinie  eingeräumt  werden  köonte, 
so  kann  sich  hier  dieselbe  auf  der  ganzeu  Realitätslinie  frei  bewe- 
gen, ohne  einem  Punkte  derselben  ausweichen  zu  müssen.  Ist  ein- 
mal ein  bestimmter  Wert  von  B  gewählt,  so  ist  r  längs  des  ganzen 
Weges  an  die  Bedingung 

>0 

gebunden.  Ich  behandle-  zuerst  den  Fall,  wo  B  eine  neg.  Zahl  ist, 
und  ersetze  daher  B  durch  — B\  wo  fortan  B'  pos.  zu  verstehen 
ist.   Lässt  man  in  der  Folge  bei  B'  den  Accent  wieder  fallen,  so  ist 

vi=ri*r*  —  B 

und 
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es  sind  nur  solche  Werte  von  r  zulässig,  welche  den  Ausdruck 

pos.  oder  nall  machen.   Werden  die  Wurzeln  der  Gleichung 

r4  ri  .  0 

mit  a*  und  b*  bezeichnet,  so  hat  man 


und 

i*  -  p8(a*-f-&*);       A*  =  — 

Man  erkennt  aus  diesen  Formeln,  dass  die  beiden  Wurzeln  «* 
und  ft*  reelle  Werte  haben,  und  dass  die  eine  positiv  ist,  während 
die  andere  neg.  sein  muss.  Ist  a*  die  pos.  Wurzel,  so  ist  auch 
a*>  mod.  6*.   Ersetzt  man  6*  durch  —  bx*,  so  hat  man 


und 


Der  Radius  r  ist  nur  an  die  Bedingung 

gebunden,  kann  somit  von  a  an  alle  pos.  Werte  durchlaufen.  Setzt 
man  nun 

so  ist 

r*  -  a*  -  a*  k*  fm*  9  i      r»  +  V  =  a8  4»  C  of *  9 
und  daher  auch 

dr 

Wird  nun  auch  die  Gleichung  für  r*  nach  t  abgeleitet,  so  erhält 
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und  die  Vergleicbung  mit  dem  vorhergehenden  Werte  ergibt 

dtp 

dt  '  " 

also 

tp  —  fit 

Die  Variabele  ?  ist  somit  mit  der  Zeit  direct  proportional. 
Wählt  man  nnn  wieder  den  Kraftmittelpnnkt  als  Ursprung  eines 
rechtwinkligen  Coordinatensystems,  dessen  pos.  Richtung  der  ac-axe 
durch  das  Perihel  der  Wegcurveu,  also  durch  den  Punkt  r  =  a  geht, 
ist  ferner  w  die  Anomalie  des  Massenteilchens  mit  den  Coordi Daten 
(a-,  y),  so  hat  man 

r=.rC08K>;       y  =  r8inw 

und 

Btc      A       \x  abx 
Ct  ^  r*  ~  r* 

Die  Ableitung  von  w  nach  t  verschwindet  nur  in  r  =«  x,  und 
hier  bat  somit  w  sein  Maxiraum  erreicht.  Die  Curve  hat  somit  eine 
Asymptote,  die  durch  den  Ursprung  geht  und  der  Leitstrahl  r  fällt 
für  unendlich  entfernte  Punkte  mit  derselben  zusammen.  Ganz  analog 
wie  früher  erhält  man  auch  hier 


d 

dw  = 

1 

also 


+  (^tan9)S 


somit 


=  «rctg  ^tang 
bl 

Für  <p  ==  qo  ist  auch  r  ■=»  oo  und  hier  erreicht  w  sein  Maximum- 
Weil  tangy  für  oo «»  f  den  Wert  1  hat,  so  wird  dieses  Maximum 
durch  die  Gleichung 

b 

bestimmt,  und  dieser  Ausdruck  ist  somit  die  Gleichung  der  Asymptote. 

Für  die  rechtwinkligen  Coordinaten  des  Massenpunktes  erhält 
man  die  Werte 
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x  =»  rCOSt*  =  acof  qt? 
y  —  rsiüw  =  b[m<p 
und  die  Elimination  yon  tp  führt  auf  die  Gleichung 

_  y*  1 

Die  Wegcurve  ist  somit  eine  Hyperbel,  in  deren  Mittelpunkte 
die  wirkende  Kraft  liegt,  und  deren  Halbaxenquadrato  die  Wurzeln 
a*  und  b*  sind. 

Die  Geschwindigkeit  v  des  materiellen  Punktes  wurde  oben  als 
Function  des  Leitstrahles  r  dargestellt.  Hier  soll  dieselbe  noch  als 
Function  von  q>  ausgedrückt  werden.  Ersetzt  man  in  dem  bekannten 
Ausdrucke  für  v*  die  Constante  B  durch  ^'(a1  —  &8)  und  r*  durch 
«*(l-f-iks  fin'qp),  so  erhält  man  nach  einigen  Umformungen  für  v 
den  Wert 

v  =  fta  Vc&^cof*  9»  —  1) 

Zum  Schlüsse  dieses  Abschnittes  will  ich  noch  mit  einigen  Wor- 
ten der  beiden  Fälle  erwähnen,  wo  die  Constante  B  eine  pos.  Zahl 
oder  gleich  0  ist.  Ist  z.  B.  die  Constante  B  gleich  null,  so  fallen 
die  beiden  Wurzeln  as  nnd  4*  zusammen  und  die  Wegcurve  ist  eine 
gleichseitige  Hyperbel,  deren  Halbaxenquadrat  durch  die  Gleichung 


bestimmt  wird.  Die  Geschwindigkeit  kann  durch  pr  dargestellt  wer- 
den und  ist  dem  radius  vector  direct  proportional.  Die  Flächen- 
geschwindigkeit ist  gleich  fia*  und  da  k*  den  Wert  2  hat,  so  ist 

r  —  o  .  V(l-|-2fin«  q>) 

Ist  die  Constante  B  eine  pos.  Zahl,  so  muss  infolge  der  Glei- 
chung 

H*(a*  +  fts)  B 

der  absolute  Wert  der  neg>  Wurzel  **  grösser  sein  als  die  pos. 
Wurzel  a*.   Die  Wegcurve  ist  wieder  eine  Hyperbel  von  der  Form 

a*  ~  b*  ~  1? 

wo  aber  6*  >  o2. 
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2)  Die  wirkende  Kraft  sei  dem  Quadrate  der  Entfernung 
der  Massen  umgekehrt  proportional. 

(Gesetz  v.  Newton.) 

nmM        .  1  %  ■  1 

a)   *  =  /(')=,: 

Wenn  abkürzend  p  =  nAf  gesetzt  wird,  so  lässt  sich  nach  der 
allgemeinen  Formel  das  Quadrat  der  Geschwindigkeit  des  Massen- 
punktes m  durch  die  Gleichung 

r  ' 

ausdrücken.  Die  Realität  der  Bewegung  erfordert  die  Unterschei- 
dung folgender  drei  Fälle,  wobei  aber  für  B  das  Unendliche  au3- 
zuschliessen  ist 

1)  J3>0 

2)  B  —  ü 

3)  J3<0 

u 

Ersetzt  man  nun  B  durch  — c,  wo  a  die  neue  Jntegrations- 

a 

constante  bezeichnet,  so  ist 

Mit  Ausnahme  von  0  ist  die  ganze  Realitätslinie  für  a  zugänglich 
Wir  unterscheiden  daher  folgende  drei  Hauptfälle 

1)  o>ü 

2)  a<0 

3)  a  =  oo 

Zuerst  kommt  nun  der  Fall  zur  Behandlung,  wo  a  gleich  einer 
pos.,  endlichen  Zahl  ist 

1)    a  >  0. 

Nach  der  Gleichung  für  v*  ist  klar,  dass  v  nur  dann  reell  aus- 
fallen kann,  wenn  beständig  2a  grösser  als  r  ist,  wenn  also  längs 
des  Weges  die  Bedingung 

r<2a 

erfüllt  bleibt.  Um  die  Grenzen  von  r  noch  näher  bestimmen  zu 
können,  beachte  man,  dass 
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nur  dann  reell  ausfallen  kann,  wenn  der  Ausdruck  unter  dem  Wurzel- 
zeichen eiuen  pos.  Wert  hat.    Es  sind  somit  nur  solche  Werte  von  r 

(olA  2\ 
r«  —  2ar  +  ~-J  neg.  machen.    Wenn  wir  nun  die 

Wurzeln  der  Gleichung 

mit  o  und  ß  bezeichnen,  so  sind  dieselben  für  eine  reelle  Bewegung 
entschieden  reell  aufzufassen.  Denn  wären  sie  imaginär,  so  mtissten 
sie  conjugirt  sein;  dann  aber  wäre  das  Product  (r  — «)(r  -  ß)  für 
reelle  r  beständig  pos.  und  es  Hessen  sich  somit  keine  reellen  Werte 

von  r  finden,  welche  ^r2  -  2ar  -j-  j  neg.  machen  würden.  Aus 
den  Relationen 

aA* 

a.ß=  o-f/5  =  2a 

erkennt  man  aber  auch,  dass  beide  Wurzeln  a  und  ß  pos.  sein 
müssen.   Es  steht  nun  frei,  a  >  ß  anzunehmen.   Dann  ist 

V;<— » 

und  r  muss  nun  längs  des  ganzen  Weges  die  Bedingung 

ß<r<<* 
erfüllen.   Schon  aus  der  Gleichung 

a  -f-  ß  =  2a 

erkennt  man,  dass  für  a  >  a  die  andere  Wurzel  ß  <  o  sein  muss. 
Nur  wenn  a  a  ist,  muss  auch  ß  =  a  sein.  In  diesem  Falle  wäre 
aber 


für  reelle  r  beständig  imaginär,  somit  die  Bewegung  selbst  imaginär. 
Dieser  Fall  ist  daher  auszuschlieBsen.  Im  allgemeinen  ist 


— -0+1^-3) 
>-0-J/(i-|)) 


Arch.  d.   Math.  n.  Pliya.    2.  Reiho,  T.  XVI.  26 
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A* 

und  es  muss  daher  —  <  1  sein.   Auch  der  Fall  A*  —  au  ist  aus- 

au  r 

zuschliessen.   Setzt  man  abkürzend 

*»  -  1  -  A% 

au 

also 

A2  =  au  (1  —  k*) 

so  lassen  sich  die  Wurzeln  a  und  ß  auf  folgende  Weise  darstellen: 

«  —  a(i  -\-k) 

Auch  ist  nach  den  festgesetzten  Bedingungen  k  reell  und  pos.  und 
kleiner  als  1.  Der  Leitstrahl  r  muss  daher  zwischen  den  Werten 
a(l  — k)  und  a(l-f-*)  liegen;  es  ist  daher  angezeigt 

r  =  a(l  —  icos  tp) 

zu  setzen.   Ich  will  aber  diese  Substitution  noch  deutlicher  herleiten. 

dr 

Ersetzt  man  in  dem  Ausdrucke  für  g-  die  Constante  A2  durch 
f»a(l  — jfeJ),  so  erhält  man 


t-viW-G-iy) 

und  es  muss  daher  l—^  \r~  *)  /  beständig  pos.  sein.  Hier 

ak  /  a  \ 

kann  man  nun     als  Hypotenuse  und  ( -  — 1J  als  Kathete  eines 

rechtwinkligen  Dreiecks  auffassen,  die  den  Winkel  q>  einschliessen. 
Dann  ist 

a  ak 

 1  —  —  .  cosy,   also   r  s=  ö(1  —  fccos?) 


l/a*k*      /a  \* 
und  y  — -  —  f-  —  1  )  ist  die  Länge  der  anderen  Kathete,  kann 

ak 

daher  durch  —  sin  9  ersetzt  werden.    Daher  ist 

dr        ,—  fcsin? 
Ft-T/ua.-r- 

Der  grösste  Wert,  den  r  annehmen  kann ,  wird  für  9  =  n  in  der 
Form 

r,  -a(l+*)-a 
erhalten,  während  der  kleinste  Wert  durch 
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dargestellt  werden  kann.    Es  ist  daher 

ri  -Kit  _  n 

und  somit  ist  die  Goastante  a  gleich  dem  arithmetischen  Mittel 
aus  der  grössten  und  kleinsten  Entfernung  des  Masseiipunktes  m 
von  der  wirkenden  Kraft  und  ist  als  mittlere  Entfernuug  bekannt. 
In  r  —  a  befindet  sich  der  Punkt  m  im  Aphelium  und  in  r  —  ß 
im  Perihelium  seiner  Bahn.  Wir  beabsichtigen  nun,  die  Differen- 

tialgleichung  für  ^  zu  integrircn.   Nun  ist  wol  r  eine  bekannte 

Function  von  ^;  aber  <p  ist  eine  noch  unbekannte  Function  von  /. 
Man  leite  daher  die  Gleichung 


nach  t  ab;  dann  ist 
und  somit  muss 


r  =  o(l  —  *cos<p) 
Br       ,  .  dq> 

Bq>       |A  1 

8t  -  K  «    •  r 


Sa 

sein.  Man  erkennt  aus  dieser  Darstellung  von-^  ,  assdieser  Diffe- 
rentialquotient mit  dem  Radius  der  Bahn  umgekehrt  proportional 
ist  und  längs  des  ganzen  Weges  nirgends  verschwinden  kann.  Löst 
man  die  Gleichung  nach  dt  auf,  so  ist 


dt  «-  |/a  .  (1  —  k  cos  <p)d(p 


und  die  Integration  dieser  Gleichung  ergibt  die  Zeit  in  Function 
der  Variabele  q>.   Man  erhält 


VI«- 


Hin  g>) 

r  t* 

Aus  der  Gleichung 

r  s>  a(l  —  k  COS  (p) 

ist  einleuchtend',  dass  der  materielle  Punkt  m  seine  Bahn  einmal 
durchlaufen  hat,  wenn  der  Winkel  q,  von  0  an  den  Wert  2*  er- 
reicht hat.  Wird  daher  die  Umlaufszeit  mit  T  bezeichnet,  so  erhält 
man  dafür  aus  der  Darstellung  für  die  Zeit  /  im  allgemeinen  durch 
Substitution  von  ?  =  2rc  den  Wert 

26* 
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Dieselbe  ist  daher  von  der  Masse  des  materiellen  Punktes  m  unab- 
hängig  und  der  Quotient  für  ein  System  beweglicher  Massen- 
punkte ,  die  sich  unter  dem  Einflüsse  derselben  Kraft  bewegen,  eine 
Constante.   Daher  gilt  hier  die  Proportion 

Die  Quadrate  der  Umlaufszeiten  verhalten  sich  wie  die  Kuben  der 
mittleren  Entfernungen. 

Für  die  doppelte  Flächengeschwindigkeit  A  hatten  wir  oben 

gefunden   

A  —  Y(*a{l  -  k*) 

Wie  nun  der  doppelte  Inhalt  des  Flächenstuckes,  welcher  vom  radius 
vector  in  der  kleinen  Zeit  dt  durchlaufen  wird,  mit  dS  bezeichnet, 

so  ist   

dS=*  Vjza(l  —  &2)  dt 

und  daher   

S     Wa(l—  &)  .  t 

Die  Inhalte  der  Sectoren,  welche  vom  radius  vector  durchlaufen 
werden,  sind  somit  mit  der  Zeit  direct  proportional.  Ersetzt  man 
noch  /  durch  die  bekannte  Function  9,  so  hat  man  auch 

S  -  a*  Vi  —  *•  .  (<p  —  k  sin  tp) 
und  setzt  man  hier  <p  =  2»,  so  ist 

J  =  a2  Vi  -&*  .  « 

der  Inhalt  der  von  der  Wegcurve  eingeschlossenen  Fläche. 

Der  Kraftmittelpunkt  werde  als  Ursprung  eines  rechtwinkligen 
Coordinatensystems  gewählt,  dessen  pos.  Richtung  der  z-Axe  durch 
das  Perihel  der  Wegcurve  geht. 

Bezeichnet  w  die  wahre  Anomalie  und  sind  x  und  y  die  Coor- 
dinaten  des  Massenpunktes  m>  so  hat  man 

«  =  rCOSU",  y^rsmte 

und  es  ist  ganz  allgemein 

dw  A 
dt  13  r* 
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Der  Differentialquotient  der  wahren  Anomalie  nach  der  Zeit  t  ist 
mit  dem  Quadrat  des  Radius  umgekehrt  proportional.  Ersetzt  man 
nun  r.und  dt  durch  die  bekannten  Functionen  in  <p,  und  setzt  ab- 
kürzend 

1+1-  <p 

so  ist 

du 

dw  ■=   2  .  - 

also 

,-a.arct!?()/g.tg|) 

'«  2  =  Kl  Ii-  'S  2 
Bezeichnet  daher  d  einen  constanten  Factor,  so  hat  man 

d  .  sin    =  y  i  -f-    .  sin  ^ 

«?        /    q> 

d  .  cos  •  —  y  l  —  Jt .  cos  ^ 

werden  nun  diese  Gleichungen  quadrirt,  so  findet  man  den  Wort 
des  proportionalen  Factors  d  in  der  Form 


und  daher  auch 


Es  ist  daher 


d*  —  l  —  Xreosv» 
m?        .   2 


sin  , 


2  -  ■  VTT 


Vi  -  £  COS<p 


cos 


COS 


COS..   «=  Vi— Ä  .  

*  yi— äcos<p 

Durch  Anwendung  der  Relationen 

sin  w  —  2  sin  -  .  cos  ^    und   cos  w  =  cos2  ^  —  8lü  2 

erhält  man  hieraus  für  sinto  und  cosw  drei  Werte 

—        sin  w  cos    —  & 

*,„  -  yi-*. .  x--^;  »»-rn^ 

Die  rechtwinkligen  Coordinaten  («,  2/)  des  Massenpunktes  m  lassen 
sich  daher  auf  folgende  Weise  in  Functionen  von  9  darstellen: 
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x  =  r  cos  w  =  o(cos  q>  —  A) 

y  —  r  sin  w  «=>  a  .  Vi  —  k*  .  sin  tp 

Die  Elimination  der  Variabein  cp  aus  diessen  Gleichungen  führt  nun 
schliesslich  auf  die  GleichuDg  der  Wegcurve  in  rechtwinkligen  Coor- 
dinaten.   Man  hat 

(x  -f  ak)*  y"  _  i 

flÄ  («Vi  -  fr2)* 

Der  materielle  Punkt  bewegt  sich  somit  in  einer  Ellipse,  in  deren 
Brennpunkte  die  anziehende  Kraft  liegt.  Die  Halbaxenquadratc 
werden  durch  a*  und  a*(l  —  &)  ausgedrückt  und  die  numerische 
Excentricität  wird  durch  die  Gleichung 

»  - 1  -  * 

bestimmt.   Der  Winkel  <p  bildet  dio  excentrische  Anomalie. 

Ich  will  noch  die  Geschwindigkeit  v  durch  die  excentrische 
Anomalie  ?  ausdrücken.   Bekanntlich  ist 


ersetzt  man  hier  r  durch  a(l  -  fccos  <p),  so  erhält  man  nach  einigen 
Umformungen 

_  l/f*  r+fccös"g» 


COS  <p 


Im  Perihel  ist 


und  im  Aphelium 


und  daher 


l/f*  1-* 

"»  "  r  «  ■  r  +!• 

vx       1  +  £ 
rt      1  — 


Den  oben  angegebenen  Ausdruck  für  die  Geschwindigkeit  i>  in  Func- 
tion von  (p  erhält  man  auch  auf  folgende  Weise: 


Es  ist 


*  "  V  \jft)   ^  \ 

weil 
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so  ist 


Bx      Bx     dcp      By      By  Btp 

Bi  =  Bcp'  Bt  5   Bt  ~  B<p  '  8T 


Aas  den  Werten  für  die  rechtwinkligen  Coordinaten  (a?,  y)  ergibt 
sich  aber 


somit 


BX  .  Bf/  ,  r 

Bcp-  -«-sin  9»;  g--  =  a  Vi -A«.  cos  v 

(£)*+(S),--'«-s,«*> 


ersetzt  man  noch  ( ^  ) 
wieder 


dnrcb  g,.  ''-^»«m«, 


k  COS  <JD 


fccosg? 


Für  die  Flächen geschwindigkeit  A  hatten  wir  den  Wert  Vfia.(l— *a) 
erhalten.   Nun  ist  aber  auch 


et 


By  By 
Bt'  et 


somit 


COS  <p  —  k  .  sin  g> 


.Vi-**  . 


—  siu  cp  .    cos  rp 


Bcp 


St 


^  =o«yi-t* :.  (1—  /.-COS?)  .  Jy  =  V>a  .  Yi  —  k* 


Bt 

und  der  bekannte  Ausdruck  für  die  Flächengeschwindigkeit  kehrt 
wieder. 

Wir  haben  uns  im  Vorhergehenden  die  Aufgabe  gestellt,  die 
Bahn  eines  Massenpunktes  aufzufinden,  der  sich  unter  dem  Einflüsse 
einer  Kraft  frei  bewegen  kann,  welche  im  directen  Verhältniss  der 
Massen  und  im  umgekehrten  Verhältniss  der  Entfernung  auf  ihn 
einwirkt,  und  haben  als  speciellen  Fall  eine  Ellipse  gefunden,  mit 
der  anziehenden  Kraft  im  Mittelpunkte.  Ich  will  nun  die  Aufgabo 
umkehren  und  sagen:  Die  Bahn  eines  Massenpunktes,  welcher  sich 
unter  dem  Einflüsse  einer  centralen  Kraft  frei  bewegen  kann,  ist 
eine  Ellipse  mit  den  Halbaxen  a  und  b\  die  Bewegung  findet  ferner 
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in  der  Weise  statt,  dass  der  radius  vector  in  gleichen  Zeiten  gleiche 
Flächenräume  durchläuft.  Die  Lage  des  Kraftmittelpunktes  und  die 
Art  und  Weise  ihrer  Einwirkung  auf  den  materiellen  Punkt  soll 
gesucht  werden.  Der  Vollständigkeit  wegen  will  ich  die  Lösung 
dieser  Aufgabe  hier  folgen  lassen. 

Der  Brennpunkt  F  der  Ellipse  mit  den  Halbaxen  a  und  b  werden 
als  Ursprung  eines  rechtwinkligen  Coordinatensystems  gewählt,  dessen 
Axen  mit  denen  der  Ellipse  zusammenfallen  sollen.  Bezeichnet  nun 
wie  früher  w  die  wahre  und  q>  die  excentrische  Anomalie  des  be- 
weglichen Massenpunktes  (x,  y),  so  ist 


die  numerische  Excentricität,  und  man  hat 

x  =»  a(c08 q>  —  k)\    y  =  b sin <p 
Ebenso  kann  der  Inhalt  eines  Sectors,  der  vom  radius  vector  in  der 
Zeit  t  durchlaufen  wird,  durch  y(9  —  &  sin  <p)  dargestellt  werden. 

Nach  Voraussetzung  ist  derselbe  nun  mit  der  Zeit  proportional. 
Bezeichnet  daher  n  einen  proportionalen  Factor,  so  hat  man 

« /  =     (g>  —  k  sin  q>) 

Für  <p  =  In  hat  der  Massenpunkt  m  die  Ellipse  einmal  durchlau- 
fen.  Wird  die  ümlaufszeit  mit  T  bezeichnet,  so  hat  man 

ab  rt 
aT  «=  2   •  2» 

also 

ab  2rc 
n  ~~  ~2  *  T 

Setzt  man  nun  abkürzend 

2» 

so  ist 

=  (tf,  -  /csiu  <p) 

und  die  Ableitung  (dieser  Gleichung  nach  <t>)  von  *  nach  ?  ergibt 

3<P  f*_  

Bt  B  l  —  itcosy 

Da  nun   

r  =        +  y*  =  a(l  —  k  COS  v) 

ist,  so  hat  man  auch 


1 
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B<p   (ia 

~Bt  ~  r 

Die  Winkelgeschwindigkeit  des  entsprechenden  Kreispunktes  ist  so- 
mit mit  dem  radius  vector  umgekehrt  proportional. 

Bezeichnet  auch  wieder  A  die  doppelte  Flächengeschwindigkeit,  so 
kann  dieselbe  aus  den  rechtwinkligen  Coordinaten  nach  der  Formel 

By  Bx 

berechnet  werden.  Da  dasselbe  in  der  vorher  gehenden  Aufgabe  ge- 
schehen ist,  so  will  ich  hier  einen  andern  Weg  einschlagen  und 
setze 


Bw 

zu  bere 

x  —  r  COS  w  =  a(cos  <p  —  k) 


wo  nun  t^-  zu  berechnen  ist.  Aus 


folgt  einerseits 

Bx  Br  Bw  a(CQS(p  —  k)  Br  .  Bw 
Bt  =  C0S(C  •  dt  -r6lüw  '  Bf  r  •  Bt —b*lnV-BT 

und  andererseits  ist  auch 

Bx  .  Bq> 

„  Br  ,  B(f>  _  .  alfi*sin«p  .  «f* 
Ersetzt  man  nun  hier  ^  und  g—  resp.  durch  und  — » 

so  erhält  man 

Bt       r*  '  yi  4 

Wird  nun  diose  Gleichung  mit  r*  multiplicirt,  so  folgt 

A=.a\.  V(T-~fc») 
Die  Geschwindigkeit  wird  nach  der  Formel 


vw+<zs 


berechnet.  Nun  ist 


Bx  3<p  c^ftsinqp 
a--  -«siny.ar~  -— 
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8x  dq>  ab  ttCOS  <p 

und  daher   

1  /l  -f-  &com> 
V  1  —  k  sin  tf 


Bezeichnet  wieder  g  die  Beschleunigung,  und  sind  gx  und  g¥  deren 
Componenten,  so  hat  man 

B*x          a3(x2     x          a3  fi2 
9x=  8<t--  -  "TS-  •  "  rl-.cosw 

 r*~  '  r  "  =  "r*""  '  8,0  W 

weil  nun  _ 

<7  =  Vi.*  +  V 

so  erhält  man  für  die  Beschleunigung  den  Wert 

a3 

0  —  —  ,.a 

Aus  den  für  und  erhaltenen  Ausdrücken  erkennt  man,  dass 
die  Beschleunigung  des  Massenpunktes  m  längs  des  ganzen  Weges 
nach  dem  Brennpunkte  gerichtet  ist.  Da  nun  aber  die  Beschleuni- 
gung auch  die  Richtung  der  Kraft  angibt,  so  ist  klar,  dass  der 
Brennpunkt  I  auch  als  Sitz  der  Kraft  betrachtet  werden  muss.  Der 
absolute  Wert  derselben  ist  daher 

K  _  m  P*a* 

r2 

Bezeichnet  ferner  M  die  Masse  des  anziehenden  Körpers  und  ist  d 
ein  proportionaler  Factor,  so  hat  man  auch 

d.  Jf-aV-  <2»r)*.£ 

und  man  erkennt,  dass  der  Quotient       ^T  e*n  System  beweglicher 

Massenpunkte  eine  constante  Grösse  ist.  Daher  gilt  hier  die  Pro- 
portion 

7*  :  Tt*  —  a3 :  a33 


2)  «<0. 

Da  hier  die  willkürliche  Constante  a  einen  neg.  Wert  hat ,  so 
ersetze  man  a  durch  (— a'),  wo  a'  pos.  aufzufassen  ist.  Lässt  man 
bei  a'  den  Accent  wieder  fallen,  so  ist 
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"  = 2"  (;  +  s) 


Die  Wurzeln  der  Gleichung 

rs_|_2ar- ~  =  o 

seion  wie  früher  mit  a  und  ß  bezeichnet.  Für  dieselben  ergeben 
sich  die  Werto 


Beide  Wurzeln  sind  reell ;  a  ist  pos.  und  ß  neg.  und  zugleich  ist 
mod.  ß  >  a.   Dasselbe  zeigen  auch  die  Relationen 


Man  ersetze  nun  die  neg.  Wurzel  ß  durch  (—0')»  zugleich  sei 
Lässt  man  bei  ß'  den  Accent  wieder  weg,  so  hat  man 


Ferner  ist 


.4*  -      .  (*«  1) 


und  daher  muss  beständig  r  >  «  sein.   Um  auch  hier  zu  einer  passen- 
den Substitution  für  die  Variable  r  zu  gelangen,  ersetze  man  im 
Bf 

Ausdrucke  für  g-  die  Constante  A*  durch  fia(fc2  —  1).   Weil  dann 


a 
dt 
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so  ist  es  angezeigt,  durcü  ft-C°--  zu  ersetzen.    Dann  ist 

r  =»  a(k  COf  <p  —  1) 


und 


5r        / —     k\\W  q> 


Da  der  tiefste  Wert  von  r  gleich  «,  oder  gleich  a(fc — 1)  ist,  so  be- 
ginnt die  neue  Variabio  q>  bei  null  und  durchläuft  von  hier  an  alle 
pos.  Werte.   Aus  der  Gleichung 


folgt  aber  auch,  dass 


ist  und  daher 


r  =  a(kC0]<p  -  1) 

dr  ..  dq> 

dt=ak)m<p.Bt 

dg>  m  ^  I //*_  1 
8<       r  a  *  r 


Die  Winkelgeschwindigkeit  |^  ist  daher  mit  dem  Leitstrahl  umge- 
kehrt proportional.  Für  das  Differential  der  Zeit  erhält  man  nun 
den  Wert 

dt  ■»  1/"-  .  (k  COS  9>  —  1)  dtp 

und  die  Integration  ergibt  sofort 


Der  Mittelpunkt  der  Kraft  werde  als  Ursprung  eines  rechtwinkligen 
Coordinatensystems  gewählt,  dessen  positive  Richtung  der  s-Axe 
durch  den  Punkt 

(<p  =>  0,    r  —  (k  —  l)a 

geht.  Für  die  rechtwinkligen  Coordinaten  («,  y)  des  Massenpunktes 
bat  man  wieder 

x  =»  r  C08  u>  j    ?/  =  r  sin  w 

Aus  dem  bekannten  Ausdrucke  für  die  doppelte  Flächengeschwin- 
digkeit 

^-r«  - 
^      r  8/ 

erhält  man     

<w     y^q^«—  1) 

dt  "  r* 
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Ersetzt  man  hier  dt  und  r*  resp.  durch  j/™  .  (kco)<p—  \)d<p  und 
a2(k  cof  <p  —  l)s,  so  erhält  man 


fc  cof  <p  —  1 

und  die  Integration  dieser  Gleichung  führt  auf 


w 

also 


=  2arctg.(j/*.+j.ta,.g  |) 
v       lA-M  q> 


Bezeichnet  auch  hier  c/  einen  constanten  Factor,  so  gelten  die  Glei- 
chungen 

Ii}  fT) 

rf  .  sin  2  —  Vi .  fin  ^ 

?o        /  ,    .  q> 

d  .  cos  -  =  yk  —  1  .  ,co|  J 

Erhebt  man  beide  Gleichungen  in's  Quadrat  und  addirt,  so  folgt 


d  =  yk  cof  q>  —  1 

daher  ist 


sin4y  ==  Vt  +  1  .  -  —  — 

2  y(kco\<p  —  i) 


to         .   '  2 

cos  o  —  y  *  —  1  .  -p- 


2  '  VS'cof  <p  -  1) 

Aus  diesen  Gleichungen  erhält  man  nun  mit  Hülfe  der  bekannten 
Relationen 

1  —  costo  .  „w  l-|-cos»o  _  w 
 __Binr..    _2-  C08s- 

cof*_-l  ?  t    coU+l  .1? 

2  '  "  2  1        2  lü|  2 

für  sinw  und  cosg>  schliesslich  die  Werte 

cof  <p  -  *  •     .         Vk*  —~1  .  fin  <p 

cos?r  =-  ,--  r-  -    ;     sinto  =  — -—s  -— 

fccoftp  — 1'  kco)  tp  —  1 
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Mit  Hülfe  dieser  Aasdrücke  lassen  sich  nun  die  Coordinaten  des 
Massenpunktes  auf  folgende  Weise  darstellen : 

x  =  rCOSw  «=»  a(C0f  <p  —  h) 

y  =  r  sin  w  «-  a  ~^k*  —  1  .  ftlt  g> 

Eliminirt  man  nun  ans  diesen  Gleichungen  die  Variable  <p,  so  er- 
hält man  die  Gleichung  der  Wegcurve  in  rechtwinkligen  Coordinaten 
in  der  Form 

(x  -f  ak)*  v\  =  x 

Wenn  daher  die  ursprüngliche  Constante  a  einen  endlichen,  nega- 
tiven Wert  hat  ,  so  ist  die  Bahn  des  materiellen  Punktes  eine  Hy- 
perbel, in  deren  pos.  Brennpunkte  der  Mittelpunkt  der  anziehenden 
Kraft  liegt.   Die  Hauptaxe  derselben  ist  gleich  dem  absoluten  Werte 

von  a,  während  die  Nebenaxe  1  durch  a^k1—  1  bestimmt  wird. 
Die  numerische  Excentricität  ist  gleich  der  positiven  Quadratwurzel 

aus  (l-r-~*)  and  ist  beständig  grösser  als  1.   Für  1  <  fc*  <  2  ist 

auch  6<o;  ist  aber  fc*  =  2,  so  ist  i  —  a  und  die  Hyperbel  geht 
in  eine  gleichseitige  über.  Ist  endlich  Je2  >>  2,  so  ist  auch  b  >  a. 


3)  a  —  od. 

Weil  in  diesem  Falle  i-  als  verschwindend  klein  betrachtet 
werden  kann,  so  nimmt  der  Ausdruck  für  o*  die  Form 

wz  — 
r 

an.  Die  Geschwindigkeit  ist  daher  mit  der  Quadratwurzel  aus  der 
Entfernung  r  umgekehrt  proportional.  Ebenso  erhält  man  für 
dr 

?k ,  wenn  dort  a  =  oo  gesetzt  wird,  den  Wert 


und  es  muss  dahor  beständig  r  >>  —  angenommen  werden ,  wenn 
eine  reelle  Bewegung  entstehen  soll.  Der  tiefste  Wert,  den  r  an- 
nehmen kann,  ist        Man  setze  nun 
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Die  neue  Variable  q>  wächst  nun  von  0  bis  zum  pos.  Unendlichen. 
Die  Substitution  ergibt 

dr  fin  q> 

dt  "  *  *  T~ 

Die  Ableitung  von  r  nach  t  ergibt  aber  auch 

dr_A*    _f     f._  3<p 


und  diese  beiden  Ausdrücke  für  ^  führen  auf  den  Wert  von 
Man  erhält 

Die  Ableitung  von  <p  nach  t  ist  somit  mit  der  Quadratwurzel  aus 
der  dritten  Potenz  der  Entfernung  umgekehrt  proportional.  Für  dt 
erhält  man  aus  obiger  Gleichung  den  Wert 

A* 

Nun  ist  bekanntlich 

cof  q>  =  tfe*  +  e-f ) 

also  ist  auch 

cof»?  -  ^        +  «-SfF)  -f  3  (c<f  +  ) 


und  somit 


ät=  ^.(co\fy  +  3co\<p)<l<p 


Die  Integration  dieser  Gleichung  führt  nun  auf  den  Wert  von  t  in 
der  Form 

Der  Kraftmittelpunkt  werde  nun  als  Ursprung  eines  rechtwinkligen 
Coordinatensystems  gewählt,  dessen  «-Axe  durch  das  Perihel  der 
Wegcurve,  also  durch  den  Punkt 

A* 
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geht.  Wenn  der  Winkel,  den  der  Leitstrahl  r  mit  der  pos.  ar-Axe 
bildet,  mit  «o  bezeichnet  wird,  so  hat  man 

z  —  r  C08w;    y  —  rshlic 

und 

« &w     .       .  , 
Wt         0         =  r* 

Ersetzt  man  wieder  <tt  nnd  r*  durch  die  oben  dargestellten  Functionen 
in  9»,  so  folgt 

dw  =     -  - 

oder 

d .  tanfj  J 

<fcc  =  4  - 

l  +  tan9*| 

also 

to  =  4  arctg  (taug 
Ist  d  wieder  ein  proportionaler  Factor,  so  gelten  die  GleichuDgen 
d  .  sin  ^  —  ftH  2      d  .  cos  £  —  cof  2 

und  die  Elimination  von  w  aus  diesen  Gleichungen  führt  auf  den 
Wert  von  d  in  der  Form 

d  =  Vcof  <y> 

Daher  ist 

fin?  coff 
.ic  2         w  '2 

Aus  diesen  Werten  findet  man  ferner 

.  tc      2fhta>  tc  1 

9in2  TofV     C08  2  =ctf> 

ftn  «»               1  — fin*<p 
sin  w  ™  • :     cos  w  —  — — 7=  

und  daher  ist  auch 

Ä1 

x  =  r  cos«?  =  ^  .  (1  —  ftn29>) 
y  =  r  sin  w  *=»  -—  fin  9 
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Die  Elimination  von  9  aus  diesen  2  Gleichungen  führt  nun  auf  die 
Gleichung  der  Wegcurvo  in  dor  Form 


„      2A*     /A*  \ 


Die  Bahn  des  materiellen  Punktes  ist  somit  eine  Parabel,  in  deren 
Brennpunkte  die  anziehende  Kraft  liegt.  Der  Parameter  ist  gleich 
2A'2, 

- — ,  also  mit  dem  Quadrate  der  doppelten  Flächengeschwindigkeit 
P 

A* 

proportional  und  der  Brennpunkt  wird  durch  ^  bestimmt. 

Wir  siud  am  Schlüsse  dieses  Abschnittes  angelangt,  und  es 
bleibt  jetzt  noch  der  Fall  zu  behandeln  übrig,  wo  die  wirkende 
Kraft  nach  dem  Newton 'scheu  Gesetze  abstossend  auf  den  beweg- 
lichen Massenpunkt  einwirkt. 


lv     .       nm  M  lt         1  1  nM 

b)  -  r_ ;     /»-r_i   /(-)=  -  r; 

Setzt  man  auch  hier  abkürzend 

so  erhält  man  nach  der  allgemeinen  Formel  für  die  Geschwindigkeit 
v  den  Ausdruck 

r  1 

und  man  erkennt,  dass  nur  pos.  Werte  von  .ö  in  Betracht  kommen 
könuen.  Wenn 

a 

gesetzt  wird,  und  für  die  Constante  a  das  pos.  Unendliche  ausge- 
schlossen wird,  so  hat  man 

und  

et       r¥a\  ft  / 

Sind  nun  a  und  0  die  Wurzeln  der  Gleichung 

ra  _  2ar  —  a—  —  0 

so  hat  man 

Arch.  <3.  Math.  n.  Phys.   2.  Reihe,  T.  XVI.  27 
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und 

«  •  0  ~»  ~  5    «  +  2a 

Beide  Wurzeln  sind  reell;  a  ist  pos.  und  ß  ist  neg.  und  mod.jffO. 
Ersetzt  man  auch  ß  durch  (  —  /?'),  wo  /5'  pos.  zu  verstehen  ist  und 
lüsst  bei  ß'  den  Accent  wieder  fallen,  so  erhält  mau,  wenn  noch 
abkürzend 

&  =  1  -f 


gesetzt  wird 


Für  die  doppelte  FlächengeschwindigkeiM  erhält  man  hier  den  Wert 

A~  =  na(k*  —  1) 

Weil  jetzt 

*  - ;  •  ^+7) 

ist,  so  muss  r  längs  des  ganzen  Weges  die  Bedingung 

r  >  o 

erfüllen.   Ersetzt  man  -4*  durch  fia(&2—  1),  so  hat  man  auch 

1—  -1  durch  -cof  <p  zu  er- 
setzen, also 

r  =  a(l  +  &!cof9) 
anzunehmen.   Der  tiefste  Wert  von  r  liegt  bei 

Die  neue  Variable  q>  beginnt  daher  bei  null  und  durchläuft  von  hier 
an  die  ganze  pos.  Hälfte  der  Realitätslinie.   Mittelst  dieser  Sab- 

Br 

stitution  geht  nun  ^  in 
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Bt  -Vf»«.  -tr- 
über.  Wird  ferner  dio  Gloichuag 

(r  =  a(l  -{-   cof  g>) 
nach  <  abgeleitet,  so  erhält  man  auch 

Cr  .  drp 

bt  =  ^  *,n  *  •  ar 

er 

und  die  Elimination  von  ^  aus  diesen  beiden  Gleichungen  führt  auf 

3<P     l/jf»  1 

Die  Ableitung  von  <p  nach  der  Zeit  t  ist  somit  mit  dem  Radius  um- 
gekehrt proportional.   Weil  nun  auch 


-Vi- 


(l  +  *coi>)rfg> 

so  führt  die  Integration  dieser  Gleichung  auf  die  Zeit  t  in  Function 
der  Variabein       Man  hat 


,  +  *  fill  qp) 

Der  Mittelpunkt  der  wirkenden  Kraft  werde  wieder  als  Ursprung 
eines  rechtwinkligen  Coordinatensystems  gewählt,  dessen  pos.  Rich- 
tung der  x-Axe  durch  das  Perihel  der  Wegcurve  geht,  wo  also 

r  =  a(l  +  k)  ist. 

Sind  (x,  y)  die  rechtwinkligen  Coordinaten  des  Massenpunktes 
m  und  ist  te  der  Winkel,  den  der  Leitstrahl  mit  der  x-Axe  bildet,  so 
hat  mau 

x  =  rC08w;    y  =  r  sin  w\    dm  «  ^dt 

Setzt  man  auch  hier  wieder  für  r  und  ih  die  oben  gefundenen  Werte 
in  q>  ein,  so  folgt 

ihr  -  yjb*""i .  r-i-^-r- 
l  +   cof » 

Weil 


co|>  «cof«f  +  fin»  | 


27» 
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ist,  und  1  durch  cof**— fin*|^  ersetzt  werden  kann,  so  hat  man 
auch,  wenn  abkürzend 

n  =  Vk4-l'tm2 


gesetzt  wird, 


also 

und  somit  ist 


die  =  2  .  ■  -  -j 

1  -|-  ue 


w  —  2  .  aictg  u 

Bezeichnet    einen  proportionalen  Factor,  so  gelten  die  Gleichungen 
r/  .  sin  £  =  V*  -  l  .  fiu  .  cos'J  -      +    •  cof  2 

und  die  Elimination  von  «•  aus  diesen  Gleichungen  führt  auf  den 
Wert  von  d  in  der  Form 


Daher  hat  man 


<i  =  y{kco}<f-\-i) 


sin 


-•  <P 
iut2 


2       V*  V(AC01>  +  1) 


cos  ,'r  =  T/^r  -4-1  • 
folglich  auch 

,  -----     -        )tlUf  /j  +  COfqp 

Die  rechtwinkligen  Coordinaten  des  Massenpunktes  lassen  sich  daher 
auf  folgende  Weise  als  Functionen  von  cp  darstellen: 

x  —  a(C0\  (p  -f     ;    ^  =  «  V  ^"  -  1  •  fill  <p 
die  Gleichung  der  Wegcurve  in  rechtwinkligen  Coordinaten  ist  daher 


101  2 
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Die  Dahn  des  materiellou  Puuktes  ist  also  eine  (Ellipse)  Hyperbel 
mit  den  Ilalbaxen  a  nnd  ayk* — 1,  iu  deren  ueg.  Brennpuukte  die 
wirkende  Kraft  liegt.    Die  numerische  Excentricität  k  ist  gleich  der 

pos.  Quadratwurzel  aus         A und  hat  den  Wert  V2y  wenn 

A  =°  \  \xa  ist.  In  diesem  Falle  ist  die  Bahn  eine  gleichseitige  Hy- 
perbel mit  den  Halbaxen  a. 

3)    Die  Kraft  ist  dein  Kubus  der  Entfernung 
umgekehrt  proportional. 

MM!  JA  1  1 

Wenn  auch  hier  abkürzend 

gesetzt  wird,  so  lässt  sich  das  Quadrat  der  Geschwindigkeit  durch 
die  Formel  ausdrücken 

„■  -  J.,  +  B 

Die  Constante  7i  darf  mit  Ausschluss  des  Unendlichen  die  ganze 
Realitätslinie  durchlaufen.  Es  sind  demnach  folgende  drei  Haupt- 
fällc  zu  unterscheiden: 

1)  B>0 

2)  B  ~  0 

3)  7i<0 

Wir  betrachten  zuerst  den  Fall,  wo  B  eiueu  pos.  Wert  hat. 

1)  *>0 

Ist  B  eine  pos.  Zahl,  so  existirt  v  für  alle  reellen  Werte  von 
/•,  r  =  u  uud  r  co  nicht  ausgeschlossen.  Ist  r  =  ao,  so  darf  man 
in  tiefster  Näherung  u*  =  ,0  setzcu  und  die  Constante  ii  stellt  so- 
mit das  Quadrat  der  Geschwindigkeit  iu  unendlicher  Ferne  dar. 
Für  die  Ableitung  von  r  nach  /  erhält  man  den  Ausdruck 
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fr 

Da  nun  Ii  pos.  ist,  so  hängt  die  Realität  von  ^  ven  dem  Werte 

von  (ft*  —  Ä2)  ab.  Es  ist  daher  angezeigt,  hier  drei  Unterabtei- 
lungen zu  unterscheiden,  je  nachdem  der  Ausdruck  (ft*— A*)  positiv, 
negativ  oder  null  ist. 

«)    p*-A*>0;  A<{i 

Br 

Da  in  diesem  Falle  auch  ^  für  alle  pos.  Werte  von  r  reell 

ausfällt,  so  muss  die  Wegcurve  in's  Unendliche  reichen  und  weil 
für  ein  pos.  dt  auch  dr  pos.  ausfällt,  so  nimmt  mit  wachsender  Zeit 
auch  die  Entfernung  vom  Kraftmittelpunkte  zu.    Im  Unendlichen 

dr 

bekommt      annähernd  den  Wert  V\B,  stimmt  also  hier  mit  der 

Geschwindigkeit  v  überein.  Man  führe  nun  folgende  Abkürzungen 
ein: 

dann  ist 

A  -  be;   ^-A%  -  a*i*ca 

Da  im  allgemeinen  durch  (2nMf(r)  + B  —  ~j  ausgedrückt 

fr 

wird,  so  steht  es  frei,  ^  durch  die  negative  Quadratwurzel  aus 
diesem  Ausdrucke  darzustellen  und  also 

anzunehmen.  Ersetzt  man  nun  hier  (fi*  —  A*)  und  B  durch  die  oben 
angegebenen  Ausdrücke,  so  hat  man 


5— V+Z'+t— + 1 

Wenn  dt  einen  pos.  Wert  hat,  so  ergibt  diese  Formel  für  dr 
einen  neg.  Wert;  daher  ist  mit  zunehmender  Zeit  der  Leitstrahl  im 
Abnehmen  begriffen.  Man  führe  nun  mittelst  der  Gleichung 

ab 

r  «=* 


die  neue  Variable  <p  in  die  Rechnung  ein.  Weil  dann  y  .2  -r  1 
in  cof  gt>  übergeht,  so  folgt 
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also 

dr 

dt  —  — 

c  CO)  qp 

Aus  dem  Ausdrucke  für  r  folgt  aber  auch 

t  of  <p  .  rfqp 

</r  =  —  ab  .      ..  — s  

IUI  *9 

Setzt  man  nuu  diesen  Wert  für  r/r  in  die  Gleichung  für  dt  ein,  so 
folgt 

a  b  dq) 


dt  = 


c  '  finfqp 


und  mau  erkennt  aus  dieser  Gleichung,  dass  mit  wachsender  Zeit 
auch  die  Variabele  q?  im  Zunehmen  begriffen  ist.  Weuu  <p  von  0 
an  bis  zum  pos.  Unendlichen  ansteigt,  sinkt  die  Variabele  r  vom 
pos.  Unendlichen  fortwährend  bis  auf  null  herab.   Nun  ist  aber 


und  somit 
folglich 


d<f> 

d  ■  cotang  (p  j.n  t<p 

dt  =  —  ~  d  .  cotang  <p 


«  =  —       cotong  <jp  -f-  C 


wo  C  die  Integrationsconstante  bezeichnet.  Nimmt  man  nun  an, 
dass  mit  q>  =  00  die  Zeit  t  gleich  null  sein  soll ,  so  muss  die  Con- 

stante  C  den  Wert  °-  haben  •,  in  diesem  Falle  ist  dann 

c 

t  =  --  (l  —  cotong  q>) 

Nun  ist  aber 
fin 

somit  hat  man  auch 

Für  r  =  0  ist  auch  t  =  0  und  der  Zeitanfang  liegt  somit  im  Ur- 
sprünge.   Für  r  —  X  ist  annähernd  auch  t  =  —  ^,  wird  somit  auf 


«/'  l/   ,  «4**      ,  l/  r*   _L  1 

qp  —  -  ,   cos  <j>  =  y  1+  ?^r,   also    cotang  <p  «=  y  a-2ftl  -f-  l 
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dieselbe  Art  unendlich  wie  der  Leitstrahl  r.  Da  der  obigß  Ausdruck 
für  t  für  r  >  0  beständig  neg.  ausfällt,  so  gibt  diese  Gleichung 
den  neg.  Wert  der  Zeit  an,  welche  der  Körper  m  braucht,  um  vom 
Punkte  r  seiuer  Bahn  nach  dem  Kraftmittelpuukte  als  dem  Ende 
der  Wegcurve  zu  gelangen.   Nehmen  wir  diese  Zeit  pos.  an,  so  ist 


Ferner  ist 

Ä  die 

r*  -  -  =  Ä  —  bc 
dt 

also 

dw  =  bc  .  - 
ra 

Ersetzt  man  wieder  dt  und  r2  durch  die  bekannten  Functionen  in 
<p,  so  folgt 

adta  =»  dxp 

also 

<p  =  aic 

Die  Variable  <p  ist  somit  mit  dem  Winkel  w  direct  proportional. 
Um  die  Wegcurve  in  unendlicher  Ferne  beurteilen  zu  können, 
beachte  man,  dass 

1  dr 
dt  —  —  -. 


ist.  Setzt  man  nun  diesen  Wert  von  dt  in  die  Gl.  für  dw  ein,  so 
folgt 


dr 

dw  —  —  b  .  - 


und  diese  Gleichung  geht  für  r  =  oo  in  die  andere 

dr 

dw  =>  —  b  .  -i 
r* 

über,  aus  welcher 

W    -n  ■■ 

r 


folgt.  Die  bei  dieser  Integration  auftretende  Constante  muss  den 
Wert  null  haben,  weil  für  r  —  oc  der  Winkel  w  annähernd  gleich  null 
sein  muss.  Für  ein  sehr  grosses  r  ist  es  daher  erlaubt,  w  durch 
sin«;  zu  ersetzen  und  da  bekanntlich  rsinw  den  Abstand  des  Massen- 
punktes von  der  ar-Axe  angibt,  so  hat  man  für  die  Wegcurve  in  un- 
endlicher Ferne  die  Gleichung 
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r  sin  <r  —  b 

Dieselbe  läuft  daher]  in  der  Entfernung*  h  mit  der  a*-Axe  parallel 
und  y  —  £  ist  die  Gleichung  der  Asymptote.  In  unmittelbarer  Nähe 
von  r  ■=  0  sind  sowol  <p  wie  -w  unendlich  gross-,  weil  dann  fin<p 
aunähernd  durch  \e9  dargestellt  werden  kann,  so  nimmt  hier  die 
Gleichuug  der  Wegcurve  die  Form 

r  —  2ubc-'"r 

an,  hat  daher  Aehnlichkeit  mit  einer  log.  Spirale.  Im  allgemeinen 
aber  hat  dio  Gleichung  der  Wegcurve  die  Form 

3i  Ii  aw 
ab 

Setzt  man  hier  der  Reihe  nach  ic  —  n,  2tc,  Zn,  in,  so  erhält  man 

die  Durchschuittspunkte  der  Curvo,  mit  der  z-Axe  in  der  Form 

ab  ob  ab  ab  ,  :t  2n 

  ~- — .  — 5-  .  .    .      etc.;  setzt  man  aber  w  =    ,   -  , 

sin  an   sin,2arc    sin  San  sin  4 an  _  2 

,        ,.     ...                 ab  ab            ab  <. ' 

etc.,  so  geben  die  \\  ertc  von  -,      -.  -.  etc 

an  .San          .^an  t  x 

sin  ,2  sin  —  sm    tJ  sin 

die  Durchschnittspunkte  auf  der  y-Axe  an.    Ersetzt  man  ferner  in 
der  Gleichung  für  v1  die  Grössen  u\  r2  und  B  resp.  durch  &lc4(l-j-a2) 
a2i2 

— und  c2,  so  erhält  man  auch 
sin2g> 

v  =  ^  V { 1  -f-  ä*)  cos  a£<c  —  l 

Für  einen  sehr  kleinen  Wert  von  w,  also  in  sehr  grosser  Ferne, 
kann  daher  die  Geschwindigkeit  durch  c  dargestellt  werden.  Ist 
dagegen  w  pos.  sehr  gross,  und  der  Masseupunkt  in  der  Nähe  des 
Kraftmittelpunk tes,  so  ist  annähernd 

t.yo+«2) 

v  =•         o  -—  .  e',u> 

wird  somit  unendlich  von  der  Form  e"" .  Die  Zeit,  welche  der  Körper 
m  braucht,  um  vom  Punkte  (r,  w)  seiner  Bahn  nach  dem  Ursprünge 
zu  gelangen,  kann  nach  Früherem  durch 

t  —      .  (cotaiir  <  ,r  -  i) 
c 

dargestellt  werden.  Wenn  man  h'  r  r.  ter  einem  Umlaufe  die  Zeit 
versteht,    welche  der  Körper  »»   jrr  cht,  um  von  einem  Durch- 
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gangspunkte  durch  die  «-Axe  bis  zum  entsprechenden  nachfolgenden 
zu  gelangen  und  die  Umlaufszeit  mit  T  bezeichnet,  so  erhält  man 
dafür  den  Ausdruck 

ab 

T  —       .  (cotang  narr  —  cotang  (n  -f-  1)  ay) 

Wenn  rfc  ein  Element  der  Wegcurvc  bezeichnet,  so  hat  man 

(«fr)*  -  (r/r)*-f  (rdic)» 


nun  ist 


r  b  COtqprfqp 

re/u?  =    r/g>  —  i-        .  r/i/J,     r/r  —  —  06  7-3T, 
a  ^      fttt  p  1in*p 


und  somit 


Setzt  man  nun  abkürzend 

*2  - 


a*+l 

und  führt  mittelst  der  Substitution 

1 


SM 


COSjqp 

die  neue  Variable  in  die  Rechnung  ein,  so  ist 


«-  1  1  1  °*<H) 
CO)     -  1  -  ^-  -  1 


und  daher 

Ferner  ist 
und  daher 


t1ll4qp  <?*(«) 
IUI  ?  r/p  =  =  also    r,<p  =  -  -g- 


Wenn  ?  den  Wert  0  hat,  so  ist  u  K  und  für  <p  —  ao  ist  «  ==  0. 
Wenn  daher  die  Variable  tp  die  Werte  von  0  bis  zum  pos.  Unend- 
lichen durchläuft.,  sinkt  u  fortwährend  von  A  auf  null  herab.  Zu 
<p,  gehöre  w,  ;  dann  lässt  sich  die  Länge  des  Bogens  vom  Ursprünge 
bis  zum  Punkte  <p1  durch  das  Integral 
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tt, 

b       p    D*(u)  J 


darstellen,   Bekanntlich  ist  nun  aber 


a  /vD 

folglich  auch 


"i 

o 


also 


"it"C(Vr       *  am 


Der  Inhalt  der  infinitesimalen  Fläche,  welche  der  radius  vector 
in  der  Zeit  dt  durchläuft,  kann  durch 

r*  dw 
dS  —  —  k~ 
2 

dargestellt  werden.  Ersetzt  man  hier  rf  uud  durch  die  bekannte 
Functionen  in      so  erhält  man 

Wird  nun  p- j—  durch  —  <i .  cotong  <p  ersetzt,  so  folgt 

ab* 

*IS  —  —  ^  .  «/*  .  cotang  <p 

und  daher  ist 


ab*  r 

s  =  —  -  /  <i .  cotong  <jp 


Vi 


ab* 

-  2  (cotong  qp,  =  l) 


Wird  aber  von  ?i  bis  qpj,  integrirt,  wo  <jp,,  >  <p,  ist,  so  hat  man 


Ä  ==      (cotong  </,  -  cotong  <fu) 
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ß)     (c2       A*  -.:  0;     A   -  « 


Iii  diesem  Kall«  ist1 


1- 

■;.,-  +  " 


und 


Cr 

3«  "  "  VB 


Fassen  wir  hier  dt  pos.  auf,  so  muss  dr  ueg.  sein,  und  mau  erkennt 
sc.  in  hieraus,  dass  sich  der  materielle  Punkt  m  mit  wachsender 
Zeit  dem  Kraftmittelpunkte  nähert.  Die  Integration  obiger  Diffe- 
rentia  gleichung  ergib*; 

r  =  -  y  B  .  t  -f-  Coust. 

Zur  Bestimmung  der  Constautcu  setze  man  fest,  dass  mit  r  ^  0  auch 
t  =~  0  sein  soll;  da  unter  dieser  Annahme  die  Constante  den  Wert 
null  haben  muss,  so  ist 

r  =  -  y'ß  .  / 

D.e  Zt  it.,  welche  somit  der  materielle  Punkt  m  braucht,  um  vom 
Punl.to  (r,  w)  seiner  Hahn  nach  dem  Kraftmittelpunkte  zu  gelangen, 
ist  dem  radius  veator  direct  proportional   und  lässt  sich  durch 
r 

-v  darstellen.  Kür  einen  unendlich  fernen  Punkt  der  Bahn  wird 
dal;  r  die  Zeit  auf  gleiche  Weise  unendlich  wie  der  Lcitstrahl. 

Sic 

Die  doppelte  Klächeugeschwiudigkeit  A  ist  auch  hier  r2  ^  .  Da 
ab:  r  A  —  p  ist,  so  hat  man 

Ff  ~"  r* 

dr 

und  weil  dt  =  -         ist,  so  ist  auch 


(i  dr 
die  =  —         .   -  „ 


Wenn  dr  pos.  ist,  so  muss  dir  neg.  sein.  Mit  abnehmendem  r  ist 
daher  der  Winkel  «•  im  Wachsen  begriffen.  Aus  obiger  Gleichung 
folgt,  dass  allgemein 

ir  =  ■    -  4-  C 

yfB  r 

ist.  Wenn  aber  für  r  =  oo  der  Winkel  u>  verschwinden  soll ,  so 
muss  die  Constante  C  als  null  angenommen  werdeu,  und  es  ist  daher 
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in  r 

Der  Winkel  w  ist  daher  mit  dem  reciproken  Werte  des  Radius 
direct  proportional.    Weil  auch 

1 

y  b  ip 

ist,  so  erkennt  man,  dass  die  Wegcurvo  vom  Unendlichen  herkom- 
mend spiralförmig  den  Kraftmittelpunkt  uingiht  und  sich  demselben 
in  immer  enger  werdenden  Windungen  stetig  nähert.  Ersetzt  man 
in  dem  Ausdrucke  für  die  Zeit  den  Radius  durch  die  gefundene 
Function  in  w,  so  hat  man  auch 

A  1 

'  —  B  '  w 

Wenn  r  sehr  gross  gewählt  wird,  so  muss  w  sehr  klein  sein  und 
kann  daher  annähernd  durch  sin/'-  dargestellt  werden.  Da  nun  aber 
r  sin»'  den  Abstand  des  materiellen  Punktes  von  der  a-Axe  darstellt, 
welche  mit  y  bezeichnet  werdeu  soll,  so  lässt  sich  die  Wegcurve  in 
unendlicher  Ferne  durch  die  Gleichung 


"  =  VB 

darstellen.    Dieselbe  läuft  daher  im  Unendlichen  in  der  Entferuung 
mit  der  x-Axc  parallel.    Wenn  nun  der  materielle  Punkt  vom 

Yb 

Unendlichen  herkommend  sich  spiralförmig  dem  Mittelpunkte  nähert, 
so  findet  der  erste  Durchgang  durch  die  x-Axe  für  m  =  n  statt,  und 
hier  ist 

A  1 

und 

,  -  4  1 


Um  den  neg.  Durchgangspunkt  durch  die  x-Achse  zu  erhalten, 
hat  man  in  der  allgemeinen  Formel  «?  durch  ■»  .  *  zu  ersetzen.  Für 
diesen  Punkt  hat  man 

A  1 


Digitized  by  Google 


430  Biglerx  Betctyuwj  eines  Punktes  unter  einer  Centralis aft. 

A  1 

-  Ji  '  »ff 

und  aus  diesen  Werten  folgt,  dass 


n 


n 


n-f-1 

ist.   Wenn  ferner 

A*  =  »'„  -f  r„|i    und    7«  =  /„  —  tH+t 
bezeichnen,  so  hat  man 


A  2«+l 

A*  =  —_->■= 


und 


folglich  auch 


«y/T  «(n-f-i) 
^   i 


A,+  ,-(»+2)(2n-fl)-Ai 
Das  Wegelement      wird  bekanntlich  durch  die  Gleichung 

ds  —  yrfr*-Hrrfw)» 

bestimmt  Ersetzt  man  hier  tfr  und  r  durch  die  bekannten  Func- 
tionen in  w,  so  erhält  man 

A  ,—- — „  dw 

ds  =  -  -  -  .  y i  o- «,»  .  — 
y#       1  w* 

und  wenn  ferner  w  =  fing)  gesetzt  wird,  so  ist 

ds  ~  7i ' CDtanöV:  dg>  T  Tb  '  (1+  Wi)*9 

und  daher 

rf*=  ^j.d  .  (<p  -cotang?) 

Die  Länge  der  Wegcurve  vom  Punkte  q>1  bis  zum  Punkte  <pu  läsat 
sich  daher  durch  die  Formel 


s 


-  ^((Vn-^  +  Ccotongvt  —  cotanflVn).) 
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ausdrücken.  Führt  man  hier  die  ursprungliche  Variable  w  wieder 
in  die  Rechnung  ein,  indem  man  <p  durch  log  (Vi  -\-to*-{-  «?)  und 

cotang  cp  durch   ersetzt,  so  hat  mau 

VB'   \   Vl+iT,*  +  tr,  «'„  7 

Der  Inhalt  des  kleinen  Sectors,  welcher  vom  radius  vector  in  der 
Zeit  dt  durchlaufen  wird,  ist  bekanntlich  Wird  nun  hier  dw 

durch  -  fM  .  %  so  erhält  man  dafür  den  Ausdruck 


8  =  .   /'dr  -  .  r 

2l/i*   ./  2  Vi* 

o 


Die  Inhalte  der  Sectoren  sind  somit  mit  dem  Leitstrabi  direct  pro- 
portional.  Ersetzt  man  r  durch  Yß  .  /,  so  hat  man  auch 

ö  —  2  '         2/f  '  w 

Wenn  nun  hier  w  zuerst  durch  n  .  2t  und  dann  durch  (n  -f- 1)  .  2« 
ersetzt  wird,  so  hat  man 

M  —  2Z?  *  »  .  2« 

und 

A«  1  

1  —  2B  •  (n  ^.  ^  2ä 

nnd  daher  gilt  hier  die  Relation 

n  »  o 

Bezeichnet  man  ferner  die  Differenz  (SH  —      i)  mit  Jn,  so  folgt 

Jn      4n  B*  »(»  +  1) 
und  wir  erhalten  zwischen  ./«  und  Jh+i  die  Beziehung 

n 
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Weil 

er      1   -  - 

so  hängt  die  reelle  oder  imagiuäre  Beschaffenheit  der  Bewegung  von 
dem  po8.  Werte  von  A*  —      ab,  und  es  ist  einleuchtend,  dass  die 

A  **  ^ 

Realität  der  Bewegung  r*  >  —  ~-  verlangt-  Führt  man  auch  hier 
die  Abkürzungeu 


ein,  so  folgt,  da 

ist,  dass   

et    ^  <  ■  V  1  '  r* 

ist.  Der  tiefste  Wert,  den  r  an  nehmen  kann,  ist  ab,  und  weil  hier 
dr 

^  verschwindet,  so  zeigt  derselbe  die  Minimumseigeuschaft  an.  Von 

diesem  Minimum  an  darf  nun  r  fortwährend  wachsen  bis  zum  pos. 

Unendlichen,  wo  ^  den  Wert  c  erreicht  hat.  Wenn  dt  pos.  anf- 

gefasst  wird,  so  muss  auch  dr  pos.  sein  und  man  erkennt,  dass  mit 
wachsender  Zeit  auch  r  im  Wachsen  begriffen  ist.   Im  Unendlichen 

ist  r  mit  der  Zeit  direct  proportional.     Da  der  Quotient  ab  längs 

des  ganzen  Weges  bestäudig  kleiner  als  l  sein  muss,  so  erscheint 
es  augezeigt,  denselben  durch  cos<p  zu  ersetzen,  also 

ab 

1  =  cos<p 

anzunehmen.  Da  r  von  ah  an  alle  pos.  Werte  bis  zum  pos.  Unend- 
liehen  durchlaufen  kann,  so  wächst  die  neue  Variable  tp  von  —  ^ 

7t 

fortwährend  bis  0  •  in  q>  =  0  ist  für  r  ein  Minimum  vorhanden. 
Diese  Substitution  ergibt  nun 

er 

Bt  =  csin,f 

Weil  nun  auch 
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ist,  so  folgt 


cos*q> 


und  weil 


ist,  so  bat  man  schliesslich 


ab 

=  ö  d  .  tg  y 


und  daher  ist  allgemein 


6 

'      ~    *o  <P  +  Const. 


Setzt  man  nun  fest,  dass  mit  y  =  0  auch  /  —  0  sein  soll,  der  An- 
fangspunkt der  Zeit  also  iu  r  —  ab  liege,  so  muss  die  Integrations- 
constante  gleich  0  sein  uud  man  hat 


Diese  Formel  drückt  somit  die  Zeit  aus,  welche  der  Massenpunkt  m 
braucht,  um  vom  Punkte  (r,  tf)  der  Bahn  nach  dem  Punkte  (r=a&, 
cp  =■  0)  zu  gelangen.   Da  nun 


für  einen  unendlich  fernen  Puukt  der  Bahn  wird  daher  die  Zeit  auf 
dieselbe  Weise  unendlich  wie  r.  Nun  soll  auch  hier  eine  Relation 
zwischen  9  und  w  aufgestellt  werden.   Bekanntlich  ist 


ist,  so  hat  man  auch 


t  =  -  .  /(r*  —  a*b*) 


und  weil 


so  hat  man 


Arch.  d.  Math.  u.  Phys.   2.  Reihe,  T.  XVI. 
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adw  —  dtp 

und  es  ist  daher  erlaubt 

anzunehmen.  Setzt  man  diesen  Wert  von  q>  in  die  Gl.  für  r  und  / 
ein,  so  hat  man 

ab  ab 

r  =  ,       *  =       .  tg  aw 

COS  aw1  c  ° 

7t  7t 

läuft  der  Winkel  w  vod  —  --ß  an  alle  reellen  Werte  bis  4)-;  somit 


ja 


bildet  der  Leitstrahl  r,  welcher  die  unendlich  fernen  Punkte  der 
Bahn  mit  dem  Ursprünge  verbindet,  mit  der  pos.  Richtung  der  x-Axo 

den  Winkel  ^ .   Da  nun 

a  -      A*     ~~  1  A* 
ist,  und  A^>  (i  angenommen  wurde,  so  ist  beständig  «  kleiner  als  1 
und  somit  ist 


7t  7t  (l^ 

^a  grösser  als     .  Ist  z.B.  a  =    also  1  —  ^  =  h 


somit  ^j,  =  |  .  V3,  so  ist 


a  b  a  h  w 

r-  — <  -  y  -tg  2 

cos  2 

und  der  radius  vector,  welcher  die  unendlich  fernen  Punkte  der 
Bahn  mit  dem  Ursprünge  verbindet,  bildet  mit  der  x-Axe  den  Winkel 
t.  Die  Curve  läuft  somit  im  Unendlichen  mit  der  x-Axe  parallel. 
Ersetzt  man  oben  in  dem  Ausdrucke  für  «  den  Winkel  w  durch 

2  ~~  2)durcl1  $sina 
ersetzen,  und  daher  ist  für  solche  Curvenpunkte 

'lab 


r      --.  — 
sin« 

und  weil  rsiu  a  den  Abstand  von  der  x-Axe  angibt,  so  läuft  die  Weg- 
curvc  im  Unendlichen  in  der  Entfernung  2  ab  mit  der  x-Axe  parallel. 
Für  den  Fall  «  —  \  will  ich  noch  die  Gleichung  der  Wegcurve  in 
rechtwinkligen  Coordiuaten  darstellen.    Bekanntlich  ist 

cos  w  sin  w 

x  =»  rCOSio      ab  .  ,     y  —  rsuitr  —  ab  .  — 

cos  2  cos2 
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und  es  handelt  sich  darum,  ans  diesen  2  Gleichungen  den  Winkel  w 
zu    eliminiren.     Zu   diesem    Zwecke   ersetze    man    sin»«-  durch 

2sint)  .  cos^   und  cos«?  durch  ( 1  —  2sin29  J  und  findet  so 

W  y 
8in2  -  2«* 


tc  ab  (  yl  \ 
C0S2  =  "*  *  V-2an*) 


quadrirt  man  beide  Gleichungen  und  addirt  sie,  so  erhält  man  nach 
einigen  Umformungen  die  Gleichung 

Ors-Kv2)(4a2£2—  y2)  -  iaH* 

Um  die  Wegcurve  zu  rectificiren,  setze  man  wieder 

d**  -  rfr«+(rrfw)« 

ab       abs'mvp     ,         ,  dep 
und  ersetze  r,  dr  uud       resp.  durch  »  «<p  uud  — . 

r  cos  <jp      cos*«?  « 

um  die  Länge  des  Curvenelementes  durch  die  Variable  auszu- 
drücken.  Nach  einigen  Reductioncn  findet  man 

''«=*■  vi=ä^!)sm> .  co;^ 

Wenn  nun 

sinqp  =  S(u) 

gesetzt,  so  durchäuft  die  neue  Variable  u  die  Werte  von  0  bis  K 

7t 

während  <p  von  0  bis  auf  ^  ansteigt:  Da  der  Punkt  ?<  =  A'  für  die 
Integration  unzugänglich  ist,  so  setze  man 

0 

und  dieses  Integral  ist  nach  Seite  426 

,    fS(u)  .  D(u)       „  ,  \ 

Der  Inhalt  des  Flächenelementes,  welches  vom  radius  vector  dt 
durchlaufen  wird,  ist  bekanntlich  gleich  Adt.t  und  da 

ist,  so  lässt  sich  der  Inhalt  auch  durch         wiedergeben.  Ersetzt 

18* 


Digitized  by  Google 


4:Jli  Bigler:  Bewegung  eines  Punktes  unter  einer  Centraikraft. 

man  hier  r*  und  dw  durch  die  bekaunten  Functionen  in  g>,  so  hat 
man  für  den  Inhalt  des  Flächenelemeutes  dS  deu  Ausdruck 

ab-       dq>  ab'1 

</5  =--    ,     .        .,  ■     d  .  tg  QP 

aomit  ist 

5=8   2  tg9>  =  2  •  tg9>  =    2  *  tgöM' 

Ersetzt  man  hier  a6tg«i*  durch  c/,  so  hat  mau  auch 

5  -  2  .  I 

Dieses  letzte  Resultat  hätte  man  auch  sofort  aus  dem  Ausdrucke 
2    erhalten,  wenn  mau  hier  A  durch  bc  ersetzt  und  von  <  =  Ü  an 
integrirt  hätte.   Ist  z.  B  a  =     so  ist  der  Iuhalt  desjenigen  Flächen- 
Stückes,  welches  östlich  der  y Axe  liegt,  gleich  • 


2)  B  «  0. 

Die  Geschwindigkeit  des  materiellen  Punktes  lässt  sich  hier  durch 

v  —  - 
r 

darstellen.  Dieselbe  ist  daher  mit  dem  Radius  umgekehrt  propor- 
tional und  nimmt  im  Unendlichen  den  Wert  null  an.   Weil  ferner 


dt 


r       1  / 

-  .  >V-  A*) 


r 


ist,  so  scheint  es  angezeigt,  hier  die  beiden  Fälle  zu  unterscheiden, 
wo  (/Li-  —  Ä1)  entweder  grösser  oder  gleich  null  ist 

o)    ii*  —  A-  >  0  ;    Ii  >  A 
Setzt  mau  abkürzend 

fi*  -  A*  -  a* 

so  ist 

dr      a  1 

a-  =    ,    also    dt  =  -  .rdr 

dt       r'  a 

Ist  dt  pos.,  so  muss  auch  dr  pos.  sein  und  mit  wachsender  Zeit 
ist  somit  auch  der  Radius  im  Wachsen  begriffeu.   Die  Ableitung  von 
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r  nach  der  Zeil  verschwindet  nur  für  r  od  uud  hier  hat  somit  r 
sein  Maximum  erreicht.  Da  der  Mittelpunkt  für  die  Bowegung  zu- 
gänglich ist,  so  verlege  man  auch  den  Anfangspunkt  der  Zeit  dort- 
hin und  setze 

Die  Zeit,  welche  der  materielle  Punkt  m  braucht,  um  vom  Punkte 
(r,  iv)  der  Bahn  nach  dem  Kraft  mit  telpunkte  zu  gelangen,  ist  somit 
dem  Quadrat  des  Radius  direct  proportional.   Ferner  ist 

A  ,       A  dr 

dw  =      dt  = 

vJ  a  r 

und  man  erkennt,  dass  mit  wachsendem  r  auch  tc  im  Wachsen  be- 
griffen ist.    Die  Integration  obigor  Diffcrentialgoichung  ergibt  nun 

aw  =-  logr  -f-  Const. 

Bezeichnet  man  hier  die  willkürliche  Constante  mit  (—  logj>),  so 
erhält  mau 

r  -=  p  .  ea,v 

als  Gleichung  dor  We^curve:  Die  Bahn  ist  somit  eine  log.  Spirale. 
Irgend  eine  durch  den  Kraftursprung  gezogene  Gerade  schneide  die 
"Windungen  der  Spirale  in  den  Punkten  <?M,  aH+i,  «»»f2  etc.  etc., 
deren  Radien  mit  r„,  rM|i,  rn|2?  etc.  bezeichnet  werden  sollen.  Der 
Gegenpunkt  von  a„  sei  mit  a«  bezeichnet  uud  der  zugehörige  Radius 
mit  r„.  Wird  der  zu  r„  gehörige  Winkel  mit  (»  .  2«  -f-  «)  bezeich- 
net, so  entsprechen  den  Radien  r„  f. 1 1  rM#a,  etc.  und  rM,  v 
etc.  Die  Winkel  ((n  +  l)  .  2w -f-«),  ((n  +  2)  .  2»-f «),  etc., 
((2n  +  l)T  +  a),  ((2»  +  3)ff  +  a),  etc. 

Nun  ist 

a(«  .  2T-f-«) 

rM  =■■/>.« 

l-M  |  1     =  •  C 

n      «((a+2)  .  2t+«) 
und  aus  diesen  Gleichungen  ergeben  sich  sofort  die  Relationen 

it  .  2.T 

'«I  l  =  «  • 

und 

Es  zeigt  sich  somit,  dass  das  Verhältniss  zweier  Radien  rrt  und 
ruf  i  von  »  uud  a  unabhängig  ist  und  durch  eine  Constante  darge- 
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stellt  werden  kann.  Daraus  folgt  aber  auch,  dass  ru+i  mittlere 
Proportionale  zwischen  r»  und  rw+2  ist.  Bezeichnet  mau  ferner  die 
Differenz  der  beiden  Radien  r„  und  r„+i  mit  bH  uud  neuut  b„  die 
Breite  des  Spiraleugauges,  so  hat  man  auch 

«(M-f-^-J-a)      a  .  2t 

Ä„     —  r„|i-r„      ^  p  .  e         z  .  («  -1) 

■ 

a((M+l)  .  2;r+a)  a.2« 
©n-l-1  =  r«.|£ — r„+i      p  .  c  .  [e  — 1) 

«((»+2)  .  2rr+a)      a  .  2») 
*a+2  =  rM+3  — r„_|  2  =  p  .  e  .  (e  —1) 

folglich  ist 

*  a  •  27t  x 

und 

Das  Verhiiltniss  zweier  Breiten  bn  und  6„-|i  ist  von  n  und  a  uuab- 
hängig  und  bn+i  ist  mittlere,  geometrische  Proportionale  zwischen 
bu  und  A,, +2.  Die  Summe  der  beiden  Radien  r„  und  v„  werden  mit 
rfn  bezeichnet.    Dann  ist 

,  ,  a{n  .  2cr-{-o)  a  .  7t 

<?n     —  r„     +  X»     =  7)  .  c  •  d  +  «  )] 

.  .  a(n  .  l-j-2^+ct)    ,    .   «  .  n 

dw+l  =rM+i-f  rM+i  =  p  .  c  . 

und  man  hat  auch  hier 

a  .  2n 

und 

rf«  =  «4f2  ra  rZ«  f  i2 

Es  sei  ferner  T„  die  Zeit,  welche  der  Massenpunkt  m  braucht, 
um  vom  Puukte  rn±i  der  Bahn  nach  dem  Punkte  rn  zu  gelangen; 
dann  hat  man 

rn  1     /       2  P*      2«(n.2»+a)  2a.fcr 

-  <«|i  -  <«  =  2a  •  (f„f  i2  -»•„*)  -  2-  .  c  (c  -1) 

und 

1     /      o         „    7>8     2a((n+l)  .  2«+«) 

2a  .  2jt) 
.(«  -1) 

folglich  ist  auch 
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T»+i  =  e  .Tu 

und  daher 

Tu  .  Tn  V2  -  r,<  fl  2 

Der  Quotient  zwischen  zwei  aufeinander  folgenden  Verlaufszeiteu  T 
ist  daher  für  die  ganze  Spirale  eoustant  uud  Tu\\  ist  auch  hier 
mittlere  Proportion  zwischen  '/'„  ^nd  Tn\i. 

Der  Inhalt  der  Hache  S,  welche  vom  radius  vector  in  der  Zeit 
t  durchlaufen  wird,  ist  hier 

S  =  f  •  r* 
4a 

wo  also  mit  »  -=0  auch  S  —  0  angenommen  ist.  Wenn  nun  der 
Inhalt  der  Fläche,  welche  vom  Leitstrahl  r  in  der  Zeit  T»  durch- 
laufen wird,  mit  Sn  bezeichnet  wird,  so  findet  mau,  dass 

•V|  l  —  .  *Sn 

und 

ist.    Ersetzt  man  in  dem  bekannten  Ausdrucke  für  das  Curvenelement 

«4     dr  ,  , 

dw  durch       .        so  erhält  man 

a      r  •> 

Va*  +  Ä* 
tl.s  =  .  dr 

a 

und  somit  ist 

*  =    —  .  r 

a 

Bezeichnet  man  mit  U»  die  Länge  des  Weges  vom  Puukte  r,*  §- 1 
bis  zum  Puukte  rw,  so  hat  mau  zur  Bestimmung  derselben  die  Glei- 
chung 

ebenso  findet  man 

Va«  +  ^      0(((n+l).*H-a)  «.2» 

^h|I  =  «»t2-*n  fl2  -P«  •  («  -1) 

und  daher  gelten  auch  hier  die  Relationen 

..  a  .  2n 


Digitized  by  Google 


440  Bigler:  Bewegung  eines  Punktes  unter  einer  Centraikraft. 

Da  bei  dieser  Wahl  der  willkürlichen  Elemente  der  Differential- 
dr 

quotient  ^  längs  des  gaDzen  Weges  verschwindet,  und  daher  r 

eine  ton  der  Zeit  unabhängige  Constante  bezeichnet,  so  ist  die  Bahn 
ein  Kreis.  Die  nähere  Betraclituug  dieser  Bewegung  findet  sich  im 
ersten  Teile  meiner  Arbeit.  * 


3)    B  <  0 

* 

Weil  hier  B  eine  negative,  reelle  Zahl  darstellt,  so  ersetze  man 
B  durch  —  Bly  wo  dann  Bt  pos.  aufzufassen  ist  Lässt  man  in  der 
Folge  den  Acceut  wieder  fallen,  so  hat  man 


Sobald  nun  B  einen  von  0  verschiedenen  pos.  Wert  hat,  so  können 
nach  diesem  Ausdrucke  für  die  Geschwindigkeit  keine  uueudlich 
grossen  Werte  vou  r  in  Betracht  kommen,  und  die  Wegcurve  kann 
n  diesem  Falle  das  üuendlich  e  nicht  erreichen.  Da  im  allgemeinen 
dr 

durch  eine  Quadratwurzel  ausgedrückt  wird,  so  ist  es  erlaubt,  die- 
selbe hier  neg.  aufzufassen  und 

zu  setzen.  Die  Realität  der  Bowegung  erfordert  nun,  dass  (p8 — A1) 
einen  pos.  Wert  habe.   Setzt  man  wieder  abkürzend 

ab 

es  ist  daher  absolut  notwendig,  dass  —  längs  des  ganzen  Weges 

r 

grösser  als  l  sei,  und  diese  Bedingung  wird  nur  dann  erfüllt,  wenn 
r  kleiner  als  ab  ist.   Der  grösste  Wert,  den  r  annehmen  kann,  ist 

jA*^--1,  und  da  für  diesen  Wert  die  Geschwindigkeit  durch  Ai  B 
dargestellt  werden  kann,  so  ist  durch  die  aufgestellte  Bedingung  für 


so  folgt 
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r  aueh  die  Realität  von  t?  gesichert  Es  ist  daher  angezeigt, 
y  durch  co]>  zu  ersetzen  uud 

ab 

anzunehmen.  Zu  r  =  «A  gehört  <p  «  0  und  zu  r-0  gehört  tp  —  oo. 
Die  neue  Variable  läuft  ilabrr  von  0  bis  od.  Mittelst  dieser  Sub- 
stitution lässt  sich  nun  die  Ableitung  von  r  nach  der  Zeit  durch 

Br 

darstellen  und  verschwindet  nur  in  <p  ■=»  0,  wo  also  für  r  ein  Minimum 
vorhanden  ist.  Im  übrigen  behält  csin<jp  längs  des  ganzen  Weges 
für  pos.  Werte  von  <p  seineu  pos.  Wert  bei,  uud  daher  ist  bei  wach- 
sender Zeit  der  radius  vector  im  Abnehmen  begriffen. 

Daher  ist  es  angezeigt,  den  Anfang  der  Zeit  iu  den  Punkt  r  —  ab 
zu  verlegen.    Ersetzt  man  in  der  Gleichung 


dt=  — 

c  )\n  q> 


/     ab  fiu (p  ,  \ 
dr  durch  ^  ^  d  p  j,  so  folgt 


ab       dtp  ab 

dt  =  —  .     f  o  •  —      .  d  tanga» 

c       CO)     tp        c  ö 

Wird  nun  diese  Differentialgleichung  von  <p  —  0  an  integrirt,  so  er- 
hält man 

ab 

t  =  -  taug  <p 

c 

als  Ausdruck  für  die  Zeit,  welche  der  Massenpunkt  m  nötig  hat, 
um  vom  Punkte  (r,  tp)  der  Bahn  nach  dem  Punkte  (r  =  ab,  <p  =  0) 

zu  gelangen.   Forner  ist  a- b  die  Zeit,  welche  der  Körpor  m  braucht, 

um  vom  Punkte  r  —  ab  an  den  ganzen  spiralfärmigcn  Weg  bis  zum 
Eraftmittelpunkte  zu  durchlaufen.  Wir  suchen  auch  hier  eine  Re- 
lation zwischen  der  Variabel n  <p  und  dem  Winkel  »c  aufzustellen. 
Bekanntlich  ist  die  doppelte  Flächengeschwindigkeit 

A  -  rV 

und  weil  A  —  b  c  ist,  so  hat  man 
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dw  =  bc  .  » 

r* 

Wenn  hier  dt  pos.  aufgofasst  wird,  so  muss  auch  du  pos.  sein,  und 
mit  wachsender  Zeit  ist  daher  auch  w  im  Wachsen  hegriffcn.  Er- 
setzt man  dt  und  r2  durch  die  Functionen  in  qo,  so  folgt 

a  dw  dq> 

also 

aw  =  <p 

wenn  mit  <jp  =0  auch  w  =  0  sein  soll.  Die  Bahn  des  materiellen 
Punktes  wird  daher  durch  die  Gleichung 

ab 
r  =  - 

CO]  OIP 

bestimmt,  wo  w  der  Winkel  ist,  den  der  Leitstrahl  mit  der  x-Axe 
bildet.  Dieselbe  ist  daher  eine  Spirale,  welche  im  Punkte  ab  der 
ü-Axo  beginnt  uud  deu  Kraftmittelpunkt  in  immer  euger  werdenden 
pos.  Winduugen  umgibt,  um  in  demselben  selbst  zu  endigen.  Weun 
io  pos.  sehr  gross  ist,  so  darf  man  cü|<i?p  durch  Jefl,r  ersetzeu  und 
in  unmittelbarer  Nähe  des  Ursprunges  lässt  §ich  daher  die  Spirale 
durch 

r  =  2  ab  e~aw 

darstellen.  Dieselbe  hat  hier  Aehnlichkeit  mit  einer  log.  Spirale. 
Da  in  unserer  Rechnung  auch  negative  Werte  von  w  zulässig  sind, 
so  kann  der  Weg  auch  durch  eine  Spirale  dargestellt  werden,  welche 
vom  Puuktc  ab  au  den  Kraftmittelpuukt  in  neg.  Windungen  um- 
gibt.  Das  Wegelement  wird  durch  die  Gleichung 

bestimmt.  Führt  man  hier  an  Stelle  von  r  und  w  die  Variable  q> 
ein,  so  erhält  mau  nach  eiuigeu  Riductioncn  die  Gleichung 

•<*•'  -  cot  r  ■  (-1 +-■>-•«(  V)«*« 
Setzt  man  nun  abkürzend 

—  =  X2 
1  +  a« 

und  führt  mittelst  der  Substitution 

r  1  -  C(U) 

c°i*  =  W  1lnv"5T«) 

die  Variable  u  in  die  Rechnung  ein,  so  hat  man,  weil 
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ist, 

ds  =  fc  .  Z>»  du 

Ist  t>  =  0,  so  muss  u  —  K  sein,  uud  ist  <p  —  oc,  so  ist  w  =  (».  Wenn 
daher  die  Variable  q>  von  0  bis  zum  pos.  Unendlichen  stetig  wächst, 
so  sinkt  u  fortwährend  von  dem  pos.  Werte  A'  auf  0  herab.  Um  daher 
die  Länge  des  Weges  vom  Punkte  (r  =  0,  q>  =  x)  bis  zu  einem  be- 
liebigen Punkte  (r,  <jp)  der  Bahu  zu  erhalten,  iutegrire  man  obige 
Gleichung  von  «  =  0  an  bis  zu  einem  beliebigen  Werte  von  u. 
Man  erhält  so 


=  k  .  I  D\ic)du  =  ^  .  i-J am« 


Um  die  Länge  des  ganzen  Weges  zu  erhalten,  ersetze  man  die 
obere  Grenze  des  Integrals  durch  K  und  findet 

ab 
k 

als  Gesamtlänge  der  Spirale. 

Adi 

Ersetzt  man  in  dem  bekannten  Ausdrucke  -^-für  das  Fläch  eu- 

element  die  Constaute  A  durch  bc  und  dt  durch  ah  .  ,  so  hat 

c      co]  *  <jp 

man 

dS  =  -g-  dtang  <p 

als  Inhalt  des  Sectors,  welcher  vom  Radius  in  der  kleinen  Zeit  dt 
durchlaufen  wird.  Integrirt  man  diese  Gleichung  von  <p  =  0  an  bis 
in  einem  beliebigen  Werte  von  <p,  so  folgt 

ab2 

S  =  2  rang? 

Der  Inhalt  der  Fläche,  welche  vom  Leitstrahle  auf  seinem  ganzen 

.  ab2 

Wege  durchlaufen  wird,  kann  daher  durch  -y-  ausgedrückt  werden. 


nmM  1        ...  1  nM 

Die  Kraft  ist  hier  pos.  angenommen,  und  daher  wirkt  sie  ab- 
stossend  [auf  den  Massenpunkt  m  eiu.    Die  Wegcurve  wird  somit 
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dem  Kraftmittelpunkte  die  convexe  Seite  zukehren.  Setzt  man  auch 
hier  wieder  abkürzend       —  nM,  fo  ist 

und  es  ist  daher  absolut  notwendig,  dass  B  eine  von  null  verschie- 
dene pos.  Zahl  sei.    Dann  ist  aber  r  au  die  Ucdiuguug  r  >  yV 

gebunden.  Das  pos.  Unendliche  ist  daher  für  r  zugänglich.  Ferner 
hat  man 


Setzt  man  auch  hier  abkürzend 
also 

so  hat  man 


2 


Wenn  daher  ^/  pos.  aufgefasst  wird,  so  muss  auch  rfr  pos.  sein,  und 
mit  wachsender  Zeit  ist  daher  auch  r  im  Wachsen  begriffen.  Ferner 

ab 

muss  r  beständig  grösser  als  sein,  damit  kleiner  als  1  aus- 
falle.   Es  ist  daher  angezeigt,      durch  cos  tp  zu  ersetzen,  also 

r  = 


COS  <p 


anzunehmen.  Da  für  r  auch  neg.  Werte  zulässig  sind,  so  ist  im 
allgemeinen  die  Variable  q>  au  keine  Beschränkung  gebunden.  Im 
folgenden  habe  ich  aber  diejenige  Wcgcurve  im  Auge,  welche  inner- 

halb  9  «=  —  fc>  und  <p  =  -  liegt.  Mittelst  dieser  Substitution  er- 
hält  man 

dr 


Weil  aber  auch 

ist,  so  hat  man  auch 

folglich  ist  allgemein 


di  JC8UI* 

abfintp 

dr  —  „  —  tx  qp 

COS*<p 

rfe  =      .    tg  g> 
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t  —  Üb  .  tg  qo  -f-  Coust. 

c 

Soll  nun  aber  der  Anfang  der  Zeit  im  Punkte  (/•  —  ab,  lfl  =  0)  der 
Bahn  liegen/  so  muss  die  Constante  gleich  null  sein,  und  in  diesem 
Falle  darf  man 

ab 


setzen.   Weil  ferner 


i  —  ~  .  tg<p 


r*      r*  abe. 


dt  dt 
ist,  so  hat  man  auch 

adw  —  dtp 

somit 

aic  qp 

Die  Gleichung  der  Wegcurve  ist  daher 

ab  ab 
r  ~-  —  -        und    /  =  tß«"> 
cos«?*  c  B 

Die  beiden  Asymptoten,  die  zugleich  durch  den  Ursprung  gehen, 

iz 

bilden  einen  Winkel  von  der  von  der  x-Axe  halbirt  wird.  Ferner 
ist 

A«  -  *»+(r*r)«  -  ^  .  (l-  «^=1»«».^ 
und  somit 

a26       1//      a2  -  l  \ 
cosla«'     f   \         az  / 

Da  nun  hier  a  beständig  grösser  als  1  ist,  so  setze  man  abkürzend 

und  führe  mittelst  der  Substitution 

cosat<?  =  8(11) 
die  neue  Variable  u  in  die  Rechnung  ein.   Weil  dann 

dw      —  -  D(u)  du 

ist,  so  hat  man 

,  D*(u) 
ds  —  —  ab  .  --jT—'  w 

also 
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K 


Nun  ist  aber 
somit 


& 

u 


1      V{u)      Bu'  \  8j 

Tß(u) 


JJ  (11) 

Wird  nun  dieser  Wert  für  iu  deu   obigen  Integralausdruek 

substituirt,  so  erhält  man  schliesslich 

[«*  -  »)  -  <«-  Eam»)  +  <M")] 

als  Ausdruck  für  die  Länge  der  Wegcurve  vom  Punkte  (r  =  a, 
u  =  A')  bis  zum  Punkte  (r,  u),  wo  n  durch  die  Gleichung 

COS  a  ir  —  S(u) 

bestimmt  wird. 
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XIX. 

Miscellen. 
1. 

Teber  die  Anzahl  der  Primzahlen  innerhalb  einer  bestimmten 

Grenze. 

Nach  unserer  desfälligen  Notiz  in  diesem  Archiv  ist  die  Anzahl 
der  Primzahlen  innerhalb  einer  Grenze  z2  «=  (4«)2  annähernd  gleich 
2x2-f-10x-f-G(*  =  0,  1,2,.  .  .  ).  Ist  nun  die  Grenze  G  nicht 
gleich  einer  Quadratzahl  (4«)2,  so  kann  man  für  x  in  die  Formel 

2x2  -f-lOx-f-G  den  Betrag  j/jg  —  1  eiuführen.    Dann  erhält  man 
für  eine  beliebige  Grenze  G  annähernd  die  Anzahl  der  Primzahlen. 
Beispiel : 

G  —  1000 

1000 

^  -  62,5    V62,5  -  7,9 

2  .  (6,9)*+  10  .  6,9  -f6  =  170,22 

Die  Anzahl  der  Primzahlen  unter  1000  ist  168,  also  annähernd  170. 

G.  Speckmann. 


2. 

lieber  Primzahlenmengren. 


Zur  Ergänzung  unserer  Notiz  „Ueber  Primzahlen"  möchten  wir 
noch  mitteilen,  dass  mau  für  eine  beliebige  Grenze  G  annähernd 


Digitized  by  Google 


448  Miellen. 

die  Grenze  der  Primzahlen  dadurch  bestimmen  kann,  dass  man  in 

die  Formel  Sa^-fnx-f  6  für  x  den  Betrag  j/^  —  1  einführt.  Es 
ist  also  für  jede  beliebige  Grenze  G  die  Au  zahl  der  Primzahlen  <<  G 

annähernd  gleich  ^-  -f-  —  2  G.  Speckmann. 


3. 

Formeln  für  Primzahlen. 

Jede  Primzahl  ^>  3  hat  die  Form  6n  1,  und  alle  Primzahlen 
>  3  kommen  deshalb  in  der  Zahlenreihe  6«  +  1  vor.  Die  teilbaren 
Zahlen  der  Reihe  6»  +  1  sind  in  den  Reihen 

1)  „2_i_6wj  \ 

2)  pt+Op  +  Qnp  j   lP  -  Primzahl  von  der  Form  ti»  1) 

und 

3 )  ^  j  g  ^  \ 

4)  £  +  4p+6np  |  (p  =  Primzahl  V0Ü  der  Form  6n+1) 

vorhanden.  Demnach  müssen  die  nach  Streichung  der  teilbaren 
Zahlen  von  der  Form  6«^p  1  übrig  bleibenden  Primzahlen  durch  die 
Formeln 

6)    pt  +  2H-G5f»  +  2}  (P  "  PrimZabl  V°n        ^  6W~1) 

und 

sj  ^+4^+6^  +  2  j  ('  ~  ^"mzahl  von  der  Form  6»  +  l) 

dargestellt  werden  können.   Die  Primzahlen,  welche  aus  den  Formeln 

5)  uud  7)  hervorgehen,  haben  nebenbei  auch  die  Form  6n  —  1,  und 
die  Primzahleu,  welche  aus  den  Formeln  6)  und  8)  hervorgehen,  die 
Form  6« +  1.  G.  Speckmaun. 
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Litterarischer  Bericht 

LXI. 


Geschichte  der  Mathematik  und  Physik. 

History  of  modern  mathematics.  By  David  Eugene  Smith, 
Professor  of  mathematics  in  Michigan-State  Normal  Schoo!.  Re- 
printed  from  „Higher  mathematics".  Published  by  John  Willy 
and  sons,  New-York.  Chapman  and  Hall.  Limited,  London  1896. 
70  S. 

Das  Werk  ist  eine  zeitgemässe  aod  verdienstliche  Unternehmang, 
wie  sie  wol  in  gleichem  Sinne  bisher  noch  nicht  in  Angriff  genommen 
worden  ist.  Es  ist  charakteristisch  für  unser  Zeitalter,  dass  die 
Richtungen  der  mathematischen  Forschung  sich  immer  schneller  ver- 
vielfältigt haben,  iudem  Zweige  der  Doctrin  immer  neue  Fragen  und 
Probleme  hervorriefen.  Hiernach  erscheint  nun  eine  übersichtliche 
Zusammenstellung  der  gegenwärtigen  Forschungsrichtungen  als  ein 
immer  wachsendes  Bedfirfniss.  Mit  gutem  Grunde  beschränkt  sich 
die  vorliegende  Bearbeitung  auf  das  Notwendige  und  beobachtet  die 
grösst  mögliche  Karze.  Nur  die  Ketten  der  Untersuchungen,  welche 
gemeinsames  Ziel  anstreben,  sind  es,  was  aus  der  Litteratur  zuge- 
zogen wird.  Von  jeder  solchen  Untersuchungs folge  wird  der  Ur- 
sprung nach  Autor  und  Jahrzahl  angegeben,  auf  dessen  Schrift  in  Fuss- 
noten verwiesen,  ferner  die  Abzweigungspunkte,  in  denen  verschiedene 
Autoren  eine  Untersuchung  von  eigentümlicher  Seite  angegriffen 
haben,  bemerkt,  auch  der  Standpunkt  der  noch  ungelösten  Frage  ans 
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Licht  gestellt.  Dagegen  werden  alle  Beiträge,  welche  die  Frage  un- 
verändert bestehen  lassen,  übergangen  und  über  die  Motive  der 
Untersuchungen  keine  Kritik  geübt,  mithin  kein  Unterschied  ge- 
macht, ob  eine  solche  durch  ein  vorhandenes  Problem  gefordert  wird 
oder  nicht,  sondern  allein  als  massgebend  betrachtet,  dass  Viele  dor 
eröffneten  Bahn  gefolgt  sind.  IS  Zweige  der  Doctrin  sind  'getrennt 
behandelt.  Mechanik  sowie  alle  weitern  Anwendungen  der  Mathe- 
matik sind  ausgeschlossen.  H. 


Index  opernm  Leonardi  Euleri.  Confectus  a  Joanne  G. 
H  a  g  e  u  s.  j  Directore  speculae  astrouomicae  Collegii  Georgiopolitani 
Washington  D.  C.   Berlin  1£96.    Felix  L.  Dames.   80  S. 

Es  werden  796  Schriften  von  Ealer,  grösstenteils  in  lateinischer 
Sprache,  auch  manche  in  französischer  aufgeführt,  und  zwar  28 
Bücher.  Die  Gegenstände  der  Abhandlungen  sind:  Zerlegung  der 
Zahlen  in  Summen,  Teilbarkeit  der  Zahlen,  diophautische  Analysis, 
imaginäre  Grössen,  Keinen,  besondere  Reihen,  Brüche,  algebraische 
Gleichungen,  elemetare  Geometrie  ,  analytische  Geometrie,  Differen- 
tialgeometrie, Differentialrechnung,  Integralrechnung ,  bestimmte  Inte- 
grale, Differentialgleichungen,  Variationsrechnung,  Principieu  der 
Mechauik,  Probleme  der  Mechanik,  Hydromechanik  und  Aeromecha- 
nik,  Maschinen  und  Reibung,  Elasticität,  Schall  und  Musik',  Licht 
und  Wärme,  optische  Instrumente,  Magnetismus,  sphärische  Astronomie, 
Sonne  und  Mond,  Planeten  und  Kometen,  Wahrscheinlichkeit,  Philo- 
sophisches. H. 

Beiträge  zur  Geschichte  der  Trigonometrie.  Von  A.  von  Brau- 
mühl.  Mit  1  Tafel  Nr.  1.  Halle  1897.  Wilhelm  Engelmann  in 
Leipzig.   4°.   3u  S. 

Die  vorliegende  Schrift,  welche  auf  selbständiger  Forschung  be- 
ruht und  manche  Unrichtigkeiten  enthüllt,  behandelt  nach  einander 
die  Trigonometrie  der  Griechen,  der  Inder,  der  Araber  und  schliesst 
mit  Johannes  Müller  Regiomontanus.  Lange  Zeit  bestand  die  Doctriu 
aus  wenigen  Methoden,  Sätzen  und  Formeln,  welche  zur  Lösung 
astronomischer  Aufgaben  in  Auwendung  waren,  eine  Anwendung  die 
auf  Projection  beruht,  von  den  Griechen  erfunden  ist,  von  denen  sie 
die  Babylonier  gelernt  haben.  Regio  man  tau  us  war  in  Europa  der 
erste,  welcher  die  Trigonometrie  zuerst  zu  einer  Wissenschaft  ge- 
staltet hat.  Erst  viel  später  entdeckte  man,  dass  schon  200  Jahr 
früher  ein  Perser  das  vollständige  System  der  Lehren  aufgestellt 
hat.  H. 
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Nassir  Eddin  Tusi  und  Regiomontan.  Von  A.  v.  Braam tthl. 
Mit  2  Tafeln  Nr.  II.  und  III.  Halle  1897.  Wilh.  Engelmann,  Leip- 
zig.  4°.   37  S. 

Nassir  Eddin  Tusi  ist  der  obengenannte  Perser,  welcher  im  13. 
Jahrhundert  die  vollständige  Trigonometrie,  ebene  und  sphärische, 
lehrte.  Sein  Buch,  besprochen  von  Suter  in  Bibliotheca  Mathematica 
1873  p.  1—8,  ist,  wie  die  erstere  Schrift  von  Braumuhl  sagt,  den 
Arabern  nicht  bekannt  gewesen  und  wird  nun  mit  den  Lehren  der 
Araber  im  einzelnen  in  Vergleich  gestellt.  Das  Lehrsystem  lässt 
sich  daraas  nicht  entnehmen;  nach  allem  daraus  Angeführten  ist  es 
kein  so  einfach  gestaltetes  wie  das  heutige.  Im  zweiten  Teile  der 
Schrift  wird  die  Lehre  des  Regiomontan  damit  verglichen.  H. 


F.  E.  Neumann.  Von  A.  Wangerin.  Sonderabdruck  aus 
dem  Jahresbericht  der  Deutschen  Mathematiker- Vereinigung  IV. 
1894  -5.   Berlin,  Georg  Reimer.   15  S. 

Franz  Ernst  Neumann,  geboren  den  11.  September  1798  in 
Joachimsthal,  besuchte  von  seinem  9ten  Jahre  an  das  Werder'sche 
Gymnasium  in  Berlin,  studirte  von  1817  an  Theologie  in  Berlin  und 
Jena,  wandte  sich  1819  in  Berlin  den  Naturwissenschaften  zu,  ins- 
besondere der  Mineralogie,  trieb  aber  dabei  privatim  Mathematik, 
hielt  1823  eine  Reihe  von  Vorlesungen  über  seine  neue  Methode  der 
Krystallprojection  vor  einem  ausgewählten  Kreise  von  Zuhörern, 
promovirte  1826,  habilitirte  sich  an  der  Universität  Königsberg,  ward 
1828  ausserordentlicher,  1829  ordentlicher  Professor  daselbst  und 
starb  am  23.  Mai  1893.  Seiue  ausgedehnte  und  erfolgreiche  Wirk- 
samkeit ist  bekannt.  Seine  wissenschaftliche  Productivität  ist  nur 
zu  verhältnissmässig  geringem  Teil  durch  eigene  Publication  zur  Ver- 
breitung gelangt,  im  übrigen  teilte  er  seine  Entdeckungen  bloss  seinen 
Zuhörern  mit.  Gegenwärtig  ist  es  indes  von  Seiten  dieser  im  Werke, 
seine  Vorlesungen  herauszugeben,  und  sind  bis  1895  bereits  7  Be- 
arbeitungen erschienen;  beteiligt  sind  die  Herren  C.  Pape,  Von 
der  Mtthll ,  E.  Dorn,  G.  E.  Meyer  und  A.  Wangerin. 

H. 


Die  Arithmetik  des  Elia  Misrachi.  Ein  Beitrag  zur  Ge- 
schichte der  Mathematik.  Von  Gustav  Wertheim,  Professor  an 
der  Realschule  der  israelitischen  Gemeinde  zu  Frankfurt  a.  M.  Zweite, 
verbesserte  Auflage.   Braunschweig  1896.   Vieweg  und  Sohn.  68  S. 
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Elia  Misrachi  war  von  1495  bit  1526  Oberrabioer  in  Constanti- 
nopol,  in  der  ersten  Zeit  der  Türkenherrschaft,  wo  die  Sultane  die 
aus  Spanien  vertriebenen  Juden  mit  grosser  Begünstigung  aufnahmen 
und  ihnen  hohe  Aemter  verliehen,  und  die  Juden  Handwerke,  Künste 
und  Wissenschaften  trieben,  ein  Eifer  freilich,  der  nicht  lange  gedauert 
hat.  Das  in  Rede  stehende  Bnch  ist  eines  seiner  in  hebräischer 
Sprache  verfassten  und  unter  hebräischen  Titeln  aufgeführten  Werke. 
Es  werden  einige  Quellen,  arabische  und  griechische,  genannt,  aus 
denen  seine  Lehre  geschöpft  ist.  Vor  allem  ist  zu  erwähnen,  dass 
er  mit  indischen  Ziffern  schreibt  und  rechnet,  die  Null  anwendet, 
nebenbei  manchmal  hebräische  Buchstaben  statt  der  9  Ziffern  schreibt, 
nebenbei  auch  ausser  der  sonst  zugrunde  gelegten  Decimalteilung 
die  Sexagesimalteilung  zur  Approximation  benutzt.  Dagegen  fehlt 
ihm  ganz  der  Begriff  der  negativen  Zahl ;  er  muss  daher  immer  Fälle 
unterscheiden.  Bei  der  Addition  und  Multiplication  werden  auch 
die  arithmetischen  und  geometrischen  Reihen  in  Betracht  gezogen 
und  summiit.  Bei  der  Potenzrechnung  handelt  es  sich  besonders  um 
die  Ausziehung  der  Quadrat-  und  Kubikwurzel;  das  Verfahren  ist 
dem  heutigen  wesentlich  gleich;  zur  Approximation  wird  der  Radi- 
cand  mit  lU2**  multiplicirt.  Auf  die  hiermit  abschliessende  Lehre 
von  der  discreten  Zahl  folgt  nun  in  der  Bedeutung  als  Rechnung 
mit  stetigen  Grössen  die  rechnende  Geometrie  und  Astronomie  ,  das 
ist  dann  nur  die  Rechnung  mit  benannten  Zahlen.  H. 

Un  nouveau  texte  des  traites  d'arpentage  et  de  geom6trie 
d' Epaphroditu s  et  de  Vitruvius  Rufus  public  d'apres  le 
ms.  latin  13084  de  la  bibliotheque  royale  de  Munich  par  M,  Victor 
Mortet.  Avec  une  introduction  de  M.  Paul  Tannery.  Tire  des 
notices  et  extraits  des  manuscrits  de  la  bibliotheque  nationale  et 
autres  bibliotheques.  Tome  XXXV.  2«  partie.  Paris  1896.  C. 
Klincksieck.  4°.  44  S. 

Die  Einleitung  von  Tannery  gibt  Auskunft  über  die  Quellen, 
nämlich  lückenhaften  Manu  Scripte  aus  dem  Mittelalter,  aus  denen 
Cantor  und  Curtze  den  Text  der  2  genannten  Abhandlungen  über 
Feldmessung  und  Geometrie  zusammengestellt  haben.  Diesen  Quellen 
fügt  nun  Mortet  ein  neues,  in  der  Münchener  Bibliothek  gefun- 
denes Manuscript  hinzu  und  gibt  hier  auf  18  Seiten  den  lateinischen 
Text.  Die  eine  Abhandlung  enthält  die  Berechnung  der  Flächen- 
inhalte der  einfachsten  ebenen  Figuren,  die  andre  die  der  Säulen. 

H. 

Hermann  Grassmann's  gesammelte  mathematische  und  phy- 
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sikalische  Werke.  Auf  Veranlassung  der  mathematisch- physikalischen 
Klasse  der  Kgl.  Sächsischen  Gesellschaft  der  Wissenschaften  und 
unter  Mitwirkung  der  Herren  Jakoh  Lttroth,  Eduard  Study, 
Justus  Grassmann  der  Jüngere,  Georg  Scheffers  herausge- 
geben von  Friedrich  Engel. 

Ersten  Bandes  erster  Theil:  Die  Ausdehnungslehre  Ton  1844 
und  die  geometrische  Analyse.  Unter  Mitwirkung  von  Eduard 
Study.  Mit  einem  Bilde  Grassmann's  in  Holzschnitt  und  35  Figuren 
im  Text.   Leipzig  1894.   B.  G  Teubner. 

I.  Band.  II.  Theil:  Die  Ausdehnungslehre  von  1862.  Leipzig 
1896.   B.  G.  Teubner. 

Die  letztere  Ausdehnungslehre  unterscheidet  sich  von  der  er- 
steren  dadurch,  dass  Grassmann  von  vorn  herein  darauf  verzichtet, 
sein  System  unabhängig  von  der  Analysis  zu  entwickeln.  Engel  be- 
zeichnet dies  als  einen  wesentlichen  Fortschritt:  erstere  stehe  auf 
keiner  ganz  sichern  Grundlage ;  die  Grundbegriffe,  von  denen  Grass- 
mann ausgehe,  seien  so  allgemein  und  so  inhaltslos,  dass  sie  zum 
Aufbau  eines  wirklichen  Systems  nicht  genügen,  und  Grassmann 
müsse  daher,  um  zu  einem  solchen  Systeme  zu  gelangen,  später  still* 
schweigend  in  seine  Grundbegriffe  viel  mehr  hineinlegen,  als  die  von 
ihm  aufgestellten  Erklärungen  besagen. 

Nun  hat  aber  Grassmann  bei  erstem  Auftreten  auf  jene  Allge- 
meinheit den  grössten  Wert  gelegt  und  es  als  seinen  unterscheiden- 
den didaktischen  Grundgedanken  ausgesprochen:  wenn  irgend  ein 
Punkt  in  der  mathematischen  Doctrin  schwer  zu  verstehen  «ei,  so 
sei  nur  der  Ausgangspunkt  der  Doctrin  nicht  allgemein  genug.  Hat 
dann  Grassmann  in  der  neuen  Bearbeitung  diesen  Grundgedanken 
fallen  lassen,  und  Engel  denselben  verworfen,  d.  h.  nicht  als  un- 
wesentlich beseitigt,  sondern  es  wirklich  einen  Fortschritt  genannt, 
dass  er  aufgegeben  sei,  so  kann  man  doch  gewiss  nicht  umhin  zu 
fragen:  Was  ist  dann  die  unterscheidende  Basis  von  Grassmanns 
Lehre? 

Darüber  sagt  Engel  absolut  nichts.  Alles,  was  er  sagt,  ruft 
dieselbe  Frage  hervor.  Ein  Fortschritt  setzt  doch  ein  Ziel  oder 
wenigstens  eine  Richtung  voraus.  Die  Behauptung,  dass  die  neue 
Lehre  einwandfrei  sei,  ist  gerade  hier  besonders  zweideutig,  denn 
gegen  Inhaltsloses  kann  man  nicht  streiten.  In  der  neuen  Bearbei 
tung  hat  der  Herausgeber  viele  Unrichtigkeiten  gefunden  und  in 
gegenwärtiger  Ausgabe  berichtigt.  Er  erklärt  die  Irrtümer  für  un- 
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wentlich.  Aach  hier  muss  man  fragen:  Was  ist  dann  des  Wesent- 
liche von  der  Lehre?  Er  bemerkt,  dass  die  AuBdehuungslehre  selbst 
in  der  verbesserten  Gestalt  noch  bei  Wenigen  Anerkennung  gefunden 
habe,  und  sorgt  zwar  für  Verbreitung  und  Zugänglichkeit  des  Buches, 
aber  mit  keinem  Worte  dafür,  ihre  Stellung  und  Leistung  in  der 
Wissenschaft  zu  documentiren,  trotz  der  50jährigen  Erfahrung,  dass 
ihr  Vorhandensein  allein  nicht  dazu  geführt  hat 

Der  2.  Teil  hat  die  Abschnitte :  die  wichtigsten  Verknüpfungen 
extensiver  Grössen;  Functionslehre;  Grassmanu's  Untersuchungen 
über  das  Pfaff'scbe  Problem.  Der  erste  enthält  die  5  Capitel :  \  Ad- 
dition, Subtraction,  Vervielfachung  und  Teilung  extensiver  Grössen ; 
die  Productbildung  im  allgemeinen;  combinatorisches  Product;  in- 
neres Product;  Anwendungen  auf  die  Geometrie  —  der  zweite  die 
4  Capitel:  Functionen  im  allgemeinen;  Differentialrechnung;  unend- 
liche Reihen;  Integralrechnung.  H. 


Methode  und  Principien. 

Kritik  der  Formel  der  Newton'schen  Gravitations- Theorie.  Von 
A.  Sinram.   Hamburg  1696.   Lucas  Gräfe  u.  Sillem.   44  S. 

Die  Schrift  ist  ein  neuer  Versuch  die  bestehende  Himmelsmechanik 
zu  stürzen.  Dies  wird  hier  auf  rhetorischem  Wege  in  Angriff  ge- 
nommen, anders  lässt  sich  das  Verfahren  wol  kaum  bezeichnen:  es 
ist  fern  von  aller  wissenschaftlichen  Logik;  so  viel  Schlüsse  vorkom- 
men, sind  die  Argumente  so  voreilig  und  unzureichend  als  möglich. 

Hoppe. 

Demonstration  de Taxiome  XI.  d'Euclide.  Par  Michel  Fro- 
lov,  Membre  de  la  Society  Mathematiques  de  France.  Deuxiemo 
edition.   Geneve  1896.   W.  Kundig  et  fils.   22  S. 

Der  Fehler  des  Beweises  ist  kein  verborgener.  Der  Verfasser 
ist  durch  seine  Figur,  nämlich  die  zu  Theorem  C,  getäuscht ;  welche 
nur  unter  Voraussetzung  der  zu  beweisenden  Thesis  die  der  Be- 
hauptung entsprechende  Lage  der  gezeichneten  Lote  darbietet.  Da 
dieses  Theorem  im  Grunde  mit  den  Parallelensatze  identisch  ist,  so 
konnte  man  gewiss  sein,  den  Fehlschluss  darin  zu  finden. 

Hoppe. 
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Der  Festpunkt  des  Denkens.  Von  H.  G im  1er.  Lissa  i.  P. 
1896.   Friedrich  Ebbecke.   22  S. 

Die  Schrift  besteht  aus  46  Urteilen  über  Lebewesen ,  Tätigkeit, 
Gleichgewicht,  Ganzes  und  Teile,  Verständigung,  Ausdehnung  und 
Zusammeoziehung,  Druck,  Intensität,  Verhältnisse  ,Wahrbeiten,  einzeln 
nebst  sogenanntem  Beweis  und  Bestätigung,  zumteil  selbstverständ- 
lich, zumteil  unklar,  und  schliesst  mit  dem  Satze:  Die  Anordnung 
der  Lebewesen  bildet  den  Festpunkt  des  Denkens. 

Hoppe. 

Ein  Deutsches  Testament.  Die  Natur  als  Organismus.  Von 
Hugo  Astl-Leouhard.    Wien  1897.   Selbstverlag.    262  S. 

Per  erste  Titel  soll  dem  Gcsamtwork  gelten,  der  zweite  dem 
jetzt  erschienenen  1.  Teile,  dem  noch  2  audero  folgen  sollen.  Der 
1.  Teil  besteht  wieder  aus  3  „Büchern"  mit  den  Ueberschriften:  Das 
antike  und  moderne  Wissen  und  die  Erkenutnisssätze  der  Wirklich- 
keit; die  Materie  und  ihre  Reiche,  ihre  Entwicklung  als  Spannung 
und  Entladung;  der  Mensch  und  sein  Geistesleben.  Es  wird  viel 
Gelehrsamkeit  .vorgetragen,  doch  eine  fortschreitende  Entwickelung 
lässt  sich  dariu  nicht  entdecken.  Die  Lösung  der  philosophischen 
Fragen,  von  der  der  Verfasser  sagt ,  dass  sie  sich  ihm  ohne  Zwang 
uud  ohne  Speculation  ergab,  denkt  er  sich  sehr  leicht:  er  stellt  eine 
Formel  auf,  damit  ist's  getan;  ob  sie  klar  ist,  kümmert  ihn  nicht; 
jedenfalls  kann  man  damit  nichts  anfangen.  Hoppe. 


Das  Beharrungsgesetz.  Von  Paul  Johannesso n.  Berlin 
1896.  R.  Gaertner  (Hermaun  Heyfeldcr).  4°.  26  S.  Wissenschaft- 
liche Beilage  zum  Jahresbericht  des  Sophien-Realgymnasiums  in 
Berlin.   Ostern  1896. 

Die  5  Teile  der  Schrift  sind:  Die  Form,  der  Inhalt  des  Bc- 
hari  ungsgesetzes.  Die  Irrtumquelle  desselben.  Welchen  Wert  hatte 
es?  Seine  Wahrheit  in  neuer  Form  Gleich  im  Anfang  ist  es  höchst 
brav  gesprochen,  wo  der  Verfasser  sagt:  Es  ist  erklärlich,  wenn 
Newton  als  Schöpfer  der  Himmelsmechanik,  im  Ausdruck  fehlend, 
der  Beharrung  eiue  Kraft,  ein  Vermögen  unterlegt;  ab^r  darüber 
muss  man  sich  wundern ,  dass  noch  heutzutage  viele  Schulbücher 
denselben  Irrtum  lehren.  Charakteristisch  für  den  Gedankengang  in 
vorliegender  Schrift  ist  es  nun,  dass  sie  ihren  Gegenstand  nicht 
direct  nach  eigenem  Urteil  aufasst,  sondern  Begriff  und  Theorie  als 
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heutzutage  gelteude  den  Ansichten   von  Schriftstellern  entnimmt, 
genannt  sind:  Lodge,  C.  Neumann,  Mach,  L.  Weber,  Streintz  — 
und  Uber  diese  Kritik  übt.   Dadurch  wird  die  an  sich  einfache 
Untersuchung  sehr  in  die  Länge  gezogen,  fremde  und  trennbare 
Fragen  mit  eingemischt  und  immer  grössere  Verwickelungen  ge- 
schaffen.  Doch  hat  dieser  Weg  wenigstens  die  gute  Folge  gehabt, 
dass  der  Verfasser  dadurch   zu  gesteigerter  Gründlichkeit  genötigt 
ward ,    deragemäss   auch   richtiger   urteilte ,   als    es  gewöhnlich 
geschieht,  und  im  Verlaufe  immer  verständlicher  sprach   Es  handelt 
sich  hier  namentlich  um]  die  Natur  menschlicher  Erkenntniss  und 
um  die  Relativität  der  Raumbestimmung  und  Bewegung.  In  Betreff 
der  Erkenntniss  ist,  wenn  auch  nur  zumteil  ausgesprochen,  dem  Ver- 
fasser doch  gewiss  nicht  fremd,  dass  sie  in  der  Unterwerfung  der 
Tatsachen  unter  die  Herrschaft  des  Geistes  besteht,  und  ihre  Mittel, 
nämlieh  Begriffe,  Vorstellungsweisen  und  Theorien,  nach  freier  Wahl 
vom  Menschen  erzeugt  werden.    Dagegen  zeigt  sich  der  Verfasser 
zu  wenig  orientirt,  indem  er  ohne  weiteres  diese  Freiheit  für  gleich- 
bedeutend mit  Willkür  hält.   Nur  die  überflüssige  Stoffanhäufung 
macht  es  erklärlich,  dass  er  hier  über  dem  Mittel  den  Zweck  ver- 
glast und  es  nicht  beachtet,  dass  uns  die  Freiheit  dazu  dient  und 
dienen  soll,  den  grösst  möglichen  Gewinn  an  Erkenntniss  zu  ziehen. 
Dies  zeigt  sich  in  Betreff  der  Relativität  der  Bewegung  und  mächt 
hier  die  vorher  gründliche  Logik  wieder  zunichte.   Alle  räumlichen 
Bestimmungen,  sowol  von  Orten  als  von  Bewegungen ,  sind  anfäng- 
lich relativ.   Sie  zu  absoluten  zu  machen,  ist  notwendige  Bedingung 
der  Erkenntniss,  namentlich  der  Dynamik.   Es  hätte  sehr  zur  Klar- 
stellung gedient,  wenn  der  Verfasser  diesen  Umstand  in  voller  All- 
gemeinheit ausgesprochen  hätte.   Im  Einzelnen  findet  er  freilich  An- 
lass  auf  ihn  einzugehen;  schon  Newton  erkannte  das  empirische 
Kriterium  der  Drehbewegung;  der  Verfasser  aber  hält  dasselbe  für 
illusorisch,  weil  wir  kein  Kriterium  der  geradlinigen  Bewegung  be- 
sitzen, und  ist  sehr  schnell  mit  der  Behauptung  fertig,  dass  alle 
räumliche  Bestimmung  auf  Vereinbarung  beruhe,  ohne  sich  nach  den 
notwendigen  Forderungen  der  einzelnen  Theorien  umzusehen.  Zieht 
man  diese  allseitig  in  Betracht;  so  bleibt  der  freien  Vereinbarung 
nur  wenig  (z.  B.  Längen-  und  Zeiteinheit,  erster  Erdmeridian  etc) 
übrig.   Dass  jedenfalls  die  Drehbewegung  (fühlbar  für  den  Menschen 
und  unentbehrlich  für  die  Dynamik,  namentlich  für  die  Theorie  der 
Centraibewegung)  nicht  zu  den  der  Vereinbarung  unterliegenden  Be- 
stimmungen gehört,  sondern  nur  ihre  Epoche,  d.  i.  die  momentane 
Stellung,  ist  offenbar.   Der  Verfasser  leugnet  es,  wol  nur  aus  einem 
gewissen  horror  exceptionis.   Andrerseits  ist  auch  die  Vereinbarung 
nicht  immer  ausreichend,  das  Relative  absolut  zu  fixiren.  Von  den 
3  Raumanordnungen,  der  skopocentrischen,  geocentrischen,  heliocen- 
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triscben  kanu  keine  die  andern  ersetzen,  somit  vermag  es  auch  keine 
Vereinbarung;  überall  sind  es  scientive  Gesichtspunkte,  welche  die 
Wahl  der  Äxenkreuze  bestimmen.  Der  Verfasser  führt  3  voraus- 
zusetzende Begriffe  anf,  welche  erst  durch  Vereinbarung  zu  bestimmen 
seien,  bevor  man  ein  Beharrungsgesetz  lehren  könne :  die  geradlinige, 
die  gleichmässige  Bewegung  und  die  Masse.  Dies  ist  insofern  un- 
richtig, als  diese  Begriffe  bis  auf  die  Masseinheiten,  die  hier  gleich- 
gültig sind,  als  Grundlagen  von  Theorien  nicht  abgeändert  werden 
können,  ohne  wenigstens  deren  Einfachheit  preiszugeben.  Hierbei  zu 
verweilen  haben  wir  keinen  Grund,  es  ist  alles  nur  ein  Abschweif, 
auf  den  der  Verfasser  durch  sein  historisches  Verfahren  gelenkt 
worden  ist  Seine^an  fängliche,  oben  erwähnte,  Aeusserung  liess  er- 
warten, dass  er  nicht  daran  denken  würde,  dem  sogenannten  Be- 
harrungsgesetz einen  positiven  Inhalt  zuzuschreiben.  Die  Schrift 
schlie8st  mit  der  Frage,  ob  der  Unterricht  in  der  Mechanik  von 
ihren  Ergebnissen  berührt  werde.  Eine  definitive  Formulirung  des 
Bcharrungsgesetzes  gemäss  diesen  Ergebnissen  wird  nicht  aufgestellt, 
es  können  wol  nur  die  3  genannten  Bedinguugen  mit  den  Ergeb- 
nissen gemeint  sein;  was  aber  dann  in  der  Ueberschrift  die  „neue 
Form"  des  Satzes  bedeuten  soll,  ist  schwer  zu  erraten.  Dies  gibt 
uns  Anlass  auf  den  Anfang  der  Schrift  zurückzugehen  und  von  dem 
zu  sprechen,  was  sie  im  weiteren  zu  sagen  versäumt  Es  wird  gerügt, 
dass  viele  Lehrer  und  Schriftsteller  eine  Kraft  aller  Körper,  in  ihrer 
Bewegung  zu  beharren,  statuiren,  d.h.  offenbar:  einen  Grund  dafür 
bedürfen,  dass  etwas  sich  nicht  ohne  Grund  ändert.  So  angesehen 
erscheint  allerdings  das  Beharrangsgesetz  als  eine  ganz  Uberflüssige 
Lehre.  Indessen,  um  es  so  anzusehen,  muss  doch  ein  Wissen  vor- 
ausgehen, das  dem  Unkundigen  fremd  sein  wird,  das  also  die  Schule 
zu  verleihen  verpflichtet  ist:  der  Schüler  muss  erst  lernen  die  Be- 
wegung als  jenes  Etwas  aufzufassen ,  welches  dem  Körper  in  jedem 
Augenblicke  bestimmend  zukommt  und  sich  nicht  ohne  Grund  ändern 
kann.  Der  zu  lernende  Grundsatz  der  Dynamik  lautet:  Momentaner 
Ort  und  momentane  Bewegung  bestimmen  den  momentanen  Zustand 
jedes  Punktes  eines  Körpers.  Ein  Lehrer,  der  ihn  zu  umgehen  sucht, 
umgeht  damit  das  Verständniss  der  Dynamik.  Wer  ihn  kennt,  dem 
ist  der  sogen.  Beharrungssatz  selbstverständlich  und  überflüssig. 
Ihn  Anfängern  deutlich  zu  machen  ,  bedarf  es  keiner  höhern  Doctrin, 
sondern  nur  eine*  Auswahl  nahe  liegender  Beispiele  In  vorliegender 
Schrift  steht  er  nicht,  und  das  eben  ist  der  fehlende  Punkt  in  der 
ganzen  Behandlung  des  Gegenstandes.  Hoppe. 

Allgemeine  Untersuchungen  Uber  das  Newton'sche  Princip  der 
Fernwirkungen  mit  besonderer  Rücksicht  auf  die  elektrischen  Wir- 
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kungen.  Von  Dr.  C.  Neu  mann,  Professor  der  Mathematik  an  der 
Universität  zu  Leipzig.  Geheimer  Hofrath,  Ordentliches  Mitglied  der 
Kgl.  Sächsischen  Gesellschaft  der  Wissenschaften.  Auswärtiges  Mit- 
glied der  Kgl.  Societät  der  Wissenschaften  zu  Göttingen.  Correspon- 
direndes  Mitglied  der  Kgl.  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Berlin, 
des  Instituto  Lombardo  und  Akademie  zu  Bologna.  Leipzig  1896. 
B.  G.  Teubner.   292  S. 

Es  möge  genügen  den  Inhalt  der  9  Gapitel  anzugeben.  Einlei- 
tende Untersuchungen.  Aus  der  Vorstellung  des  elektrischen  Gleich- 
gewichts entspringende  Scblussfolgernngen.  Nähere  Bestimmung  des 
Exponentialgesetzes.  Ueber  die  Entwicklung  des  Exponentialge 
setzes  nach  Kngelfunctionen.  Anwendung  des  eingliedrigen  Exponen- 
tialgesetzes auf  die  Theorie  der  Gravitation  und  auf  die  Theorie 
der  Elektrostatik.  Allgemeine  Untersuchungen  über  die  mehrglie- 
drigen  Exponentialgesetze.  Ueber  das  Green'sche  Gesetz.  Ueber 
das  Hamilton'sche  Princip  und  das  effective  Potential.  Ueber  die 
Integration  der  Differentialgleichung:  tf*^  unter  Anwendnng 

der  Methode  des  arithmetischen  Mittels.  H. 

Naturphilosophie  als  exacte  Wissenschaft.  Mit  besonderer  Be- 
rücksichtigung der  mathematischen  Physik.  Von  C.  Schmitz- 
Duraont.  Mit  vier  Figurentafelu.  Leipzig  1895.  Duncker  u. 
Humblot.   494  S. 

An  der  Schrift  ist  anzuerkennen,  dass  sie  an  keiner  Autorität 
haftet,  um  von  ihr  Recht  und  Ansehen  zu  borgen,  sondern  an  den 
Ansichten  der  Gelehrten  wie  an  den  invteerirten  der  Menge  unpar- 
teiisch die  Schwächen  enthüllt.  Dies  verbunden  mit  einer  geschick- 
ten, und  nicht  sophistischen,  sondern  auf  Klarheit  gerichteten  Hand- 
habung der  Sprache  vermag  im  Anfang  die,  besten  Hoffnungen  auf 
befriedigende  Lösung  ihrer  Aufgabe  zu  erwecken.  Eigentümlich  an 
ihr  ist,  dass  alle  Auseinandersetzungen  auf  Antithesen  gebaut  werden; 
eine  Antithese  ist  dem  Verfasser  notwendig  für  jedes  Urteil,  und 
wenn  er  eine  solche  aufgegriffen  hat,  mag  sie  auch  bloss  auf  ober- 
flächlichem Eindruck  seiner  Lecturc  beruhen,  so  erscheint  sie  ihm 
als  hinreichende  Rechtfertigung  seiner  Behauptungen  statt  aller  Be- 
gründung. Der  erste  Fall  dieser  Art  bezieht  sich  auf  die  historische 
Philosophie  der  Neuzeit  uud  ist  bestimmend  für  die  Richtung  der 
vorliegenden  Arbeit.  Der  Verfasser  nennt  die  speculative  Philoso- 
phie und  den  Materialismus  die  Pole  der  Philosophie,  gleichsam 
ihren  Geist  und  Leib.  Alle  aufgetretenen  Fehler,  Mängel,  Verirrungen 
und  alles  Mislingen  sei  nur  Folge  ihrer  Einseitigkeit;  die  Natur- 
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Philosophie,  wio  er  das  Wort  verstehe,  müsse  beide  als  einander 
notwendige  Gegensätze  in  sich  vereinigen.   Diese  Vereinigung  ist's, 
was  er  sich  zur  Aufgabe  macht.    Die  Abschnitte  des  Buchs  sind  be- 
titelt: Topik  der  Begriffe.   Philosophie  der  mathematischen  Wissen- 
schaften.   Physikalische  Erklärung  durch  Hypothesen.  Logischer 
Aufbau  der  Physik.    Die  Aussenwelt.   Die  Innenwelt    Körper  und 
Geist.    Die  Reihenfolge  der  Themata  ist  für  die  Beurteilung  bedeu- 
tungslos.  Was  zunächst  den  obigen  zu  vereinigenden  Gegensatz  von 
speculativer  Philosophie  und  Materialismus  betrifft,  so  ist  zweierlei 
an  der  Aufstellung  zu  vermissen.   Erstens  werden  beide  jedes  als 
Ganzes  betrachtet,  ohne  doch  das  Specih'sche  zu  nennen,    was  sie 
zum  Ganzen  macht.  Die  Geschichte  bietet  zwei  Reihen  verschieden- 
artiger Erscheinungen  dar,  zwischen  denen  mau  mancherlei  Gegen- 
sätze finden  kann.    Unter  diesen  bat  der  Verfasser  nicht  gerade  das 
Beste,  sondern  vorzugsweise  Ausartungen  gewählt,  um  es  anzuführen. 
Da  er  beide  Arten  aeeeptirt  und  aufrecht  halten  will,  so  lag  es  ihm 
als  Philosophen  doch  gewiss  ob,  über  die  zwei  entgegengesetzten 
Grundgedanken  jener  Erscheinungen,  welche  er  im  Sinne  hat,  keinen 
Zweifel  bestehen  zu  lassen.   Zweitens  ist  auch  nichts  darüber  ge- 
sagt, in  welchem  Sinne  der  Verfasser  beide  Arten  von  Philosophie 
zu  vereinigen  denkt.  Das.factiscbe  Zawerkegehen  lässt  nur  eine  Halb- 
heit nach  beiden  Seiten  hin  erkennen    Von  den  schlimmsten  Vor- 
urteilen der  speculativen  Philosopie,  die  längst  durch  die  Geschicbto 
gerichtet  sind,  hat  er  sich  noch  nicht  frei  gemacht.   Er  häugt  noch 
immer  an  der  Meinung  fest,  dieselbe  sei  berufen  und  notwendig 
dazu  der  materiellen  Forschung  voranzuleuchten  und  sie  vor  Ver- 
irrungen  zu  bewahren  und  verfolgt  noch  immer  die  Chimäre  des  ab- 
soluten Wissens,  sieht  demgemäss  die  Hypothese  für  einen  Notbehelf 
an.  Auf  diesem  Standpunkte  bleibt  natürlich  die  Bedentuug  induetiver 
Forschung  unverstanden,   und'  so  erscheint  ein  grosser  Teil  des 
Buches,  nämlich  die  3  Abschnitte  über  Mathematik  und  Physik,  als 
Gedanken  eines  Laien  beim  Lesen  gelehrter  Schriften.   Sehen  wir 
aber  von  den  Urteilen  über  die  auf  festen  Principien  ruhenden 
Wissenschaften  ab,  so  bieten  die  übrigen  4  Abschnitt©  Vieles  von 
hinreichendem  Werte  dar  um  Interesse  zu  erwecken.   Die  psychische 
Genesis  wird  ein  wenig  gründlicher  beobachtet,  als  es  gewöhnlich  ge- 
schieht; der  restirende  Mangel  in  dieser  Hinsicht  mag  violleicht  zum 
weitern  Fortschritt  die  Anregung  geben.   So  ist  z.  B.  die  Willens- 
freiheit, welche  heutzutage  Viele  trotz  dem  Bewusstsoin  aus  Vorur- 
teilen leugnen,  anerkannt  und  als  Beweis  die  Fähigkeit  der  Negation 
in  Idee  und  Handlung  (in  der  Tat  das  deutlichste  Indicium)  aufstellt. 
Dagegen  beschränkt  sieb  die  psychische  Beobachtung  des  Verfassers 
stets  dahin,  dass  er  in  einem  Dualismus  Halt  macht,  der  sich  bei 
mehr  Gründlichkeit  bald  lösen  würde.    Die  Aussenwelt  erscheint  ihm 
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noch  als  ursprünglich  gegeben  im  Gegensatz  zum  Ich.  Das  Ich  hält 
er  nur  für  möglich  im  Gegensatz  zor  andern  Person  o.  s.  w.  alles 
wahrscheinlich  nur,  weil  für  seine  Logik  die  Antithese  unentbehrlich 
ist,  und  er  deren  Verlost  schon  im  voraus  fürchtet 

Hoppe. 

Logische  Uebnngen.  Vpn  Karl  Strecker,  Doctor  der  Philo- 
sophie. 1.  Heft.  Der  Anfang  der  Geometrie  als  logisches  Uebungs- 
material,  zugleich  als  Hilfsmittel  für  den  mathematischen  Unterricht. 
Essen  1896.   G.  D.  Baedeker.   61  8. 

Es  wird  erst  die  einfachste  Form  der  Schlüsse  erklärt,  dann 
eine  Reihe  elementarer  Lehrsätze  und  Aufgaben  über  Winkel  und 
Dreiecke  ausgeführt,  deren  Beweise  die  leichtesten  Auwendungen  des 
gezeigten  Schlussverfahrens  darstellen.  H. 
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(184  S.  m.  Fig.)   Leipzig,  Dürr'sche  B.   1,80  Mk. 

Haller  y.  Hallerstein,  F.  Baron,  Lehrbuch  der  Elementar- 
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struetion  von  Amortisationsplanen  etc.  4.  Aufl.  gr.8°.  (VIII,  513  8.) 
Wien,  Gerold.   15  Mk. 

Taschentafel,  4  stellige  logarithmische.   Hrsg.  v.  d.  trigo- 
nometrischen Abtheilung  der  kgl.  preuss.  Landesaufnahme.  gr.8°. 
6   S )   Berlin,  MitÜer.  30  Pf. 

Arithmetik,  Algebra  und  reine  Analysis. 

Behm,  Max.  u.  Herrn.  Dageförde,  die  Praxis  des  kauf- 
männ.  Rechnens  zum  Gebrauche  für  Schule  u.  Kontor.  Hrsg.  im 
Auftrag  des  Kuratoriums  der  kaufmänn.  Fortbildungsschulen  zu  Berlin. 
Auflösungen  f.  den  1.  bis  3.  Tbl.  gr.8°.  (46  S.)  Berlin,  Spamer. 
1,50  Mk. 

Bigler,  U-,  ein  Beitrag  zur  Theorie  der  arithmetischen  Reihen. 
8°.   (36  S.)   Aarau,  Sauerländer.    1  Mk. 
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Barkhardt,    Heinr.,    fnnktionen  theoretische  Vorlesungen. 

1.  Tl.  Aach  unter  d.  Titel:  Einführung  in  die  Theorie  der  analy- 
tischen Funktionen  einer  complexen  Veränderlichen.  Mit  zahlreichen 
Figuren  im  Text.   gr.8°.   (XII,  213  S.)   Leipzig,  Veit  &  Co.  6Mk. 

Daubleb  sky  v.  Sterneck,  R  ,  Uber  einen  Satz  der  additiven 
Zahlentheorie.  gr.8°.  (8  S.)   Wien,  Gerold.   20  Pf. 

Diesen  er,  H.,  die  Arithmetik.  Praktisches  Unterrichtsbuch 
zur  Erlernung  der  4  Rechnnungsarten  mit  ganzen  Zahlen,  gewöhnlichen 
Brttcben  und  Dezimalbrüchen  etc.  Mit  einer  grossen  Zahl  vollständig 
ausgerechneter  praktischer  Beispiele  für  den  Selbstunterricht  und  zum 
Gebrauche  an  Gewerbe-  u.  Fortbildungsschulen.  2.  Aufl.  gr.8°. 
(IV,  64  S.)   Halle,  Hofstetten    1,50  Mk. 

Fr  icke,  Rob.,  Hauptsätze  der  Differential-  U.Integralrechnung, 
als  Leitfaden  zum  Gebrauch    bei  Vorlesungen  zusammengestellt 

2.  Thl.  gr.8°.  (VIII,  66  S.  m.  15  Fig.)  Braunschweig,  Vieweg. 
1,50  Mk. 

Frischauf,  Jobs.,  Vorlesungen  über  Kreis-  u.  Kugel-Functio- 
nen-Reihen.  gr.8°.   (VI,  60  S)  Leipzig,  Teubner.  2  Mk. 

Fuchs,  L,  zur  Theorie  der  Ab el's che n  Functionen.  gr.8°. 
(14  S.)   Berlin,  Reimer.   50  Pf. 

Goldschmidt,  Ludw.,  die  Wahrscheinlichkeitsrechnung.  Ver- 
such einer  Kritik.   gr.8°.   (VH,  279  S.)  Hamburg,  Voss.  7  Mk. 

Hochstein,  A.,  Arithmetik  u.  Algebra.  1.  HfL:  Lehrsätze  u. 
Uebungsstoff  für  die  Untertertia.  Zunächst  für  Rektoratsschulen 
bearb.  gr.8°.   (56  S.)   Lippstadt,  Harlinghausen.   60  Pf. 

I  s  e  n  k  r  a  h  e ,  C,  das  Verfahren  der  Funktionswiederholung,  seine 
geometrische  Veranschaulichung  u.  algebraische  Auwendung,  gr.  8° 
(113  S.  m.  79  Fig.)  Leipzig,  Teubner.  2,80  Mk. 

Puchberger,  Eman.,  eine  allgemeinere  Integration  der  Diffe- 
rentialgleichungen. V.  (Suppl.-)Hft  gr.8°.  (30  S.)  Wien,  Gerold. 
1,60  Mk. 

Rogel,  Frz.,  die  Entwicklung  nach  Bernoulli'schon  Functionen. 
gr.8°.   (48  S.)   Prag,  Rivnäc.   72  Pf. 

— ,  Note  zur  Entwicklung  nach  Euler'schen  Functionen,  gr.  8°. 
(9  S.)   Ebd.   20  Pf. 

Schüller,  Werner  Jos.,  ausführliches  Lehrbuch  der  Arith- 
metik u.  Algebra  für  höhere  Schulen  u.  Lehrerseminare,  besonders 
zum  Selbstunterr.  2.  um  die  Logarithmen  verm.  Ausg.  gr8°.  (XXV, 
478  S.  m.  54  Fig.)   Leipzig,  Teubner.   2,60  Mk. 

Servus,  H.,  Regeln  der  Arithmetik  u.  Algebra  zum  Gebrauche 
an  höheren  Lehranstalten,  sowie  zum  Selbstunterricht.  2.  TL :  Ober- 
Sekunda  u.  Prima.    gr.8°.   (III,  235  S.)   Berlin,  Salle.  2,40  Mk. 

8tudni('ka,  F.  J.,  Beitrag  zur  Theorie  der  Potenz-  u.  Kom- 
binations-Determinanten,  gr  8°.   (20  S.)   Prag,  Rinäc.   24  Pf. 
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Weltzien,  Carl,  Ueber  Produkte  u.  Potenzen  von  Determi- 
nanten. 4°.   (23  S.)  Berlin,  Gärtner.   1  Mk. 


Geometrie. 

Aug8chun,  W.,  Grundzüge  der  Geometrie  m.  geometr.  Kon- 
struktion- o.  Rechenaufgaben.  2.  Aufl.  Mit  4  Steindrucktaf.  u. 
Abbild,  i.  Text.  8°.   (VUI,  125  S.)  Berlin,  MitÜer.  Kart.  1,50  Mk. 

Böger,  R.,  die  Geometrie  der  Lage  in  der  Schule.  gr.8°. 
(47  S.  m.  Fig.)   Hamburg,  Herold.   2,50  Mk. 

Bosse,  L.,  u.  H.  Müller,  Stereometrie  für  Landwirtschafts- 
schulen.  8°.   (IV,  40  S.  m.  30  Abbild.)   Berlin,  Parey.   50  Pf. 

Falcke,  A.,  Leitfaden  der  Geometrie.  18.  Aufl.  Neu  bearb. 
v.  H.  Rohrs.  gr.8°.  (IV,  102  S.  m.  215  Fig.)  Berlin,  Rentel.  Kart. 
80  Pf. 

Fenkner,  Hugo,  Lehrbuch  d.  Geometrie  f.  d.  mathemat  Unter« 
rieht  an  höheren  Lehranstalten.  (In  2  Tin.)  1.  Tl.:  Ebene  Geome- 
trie.  3.  Aufl.   gr.8°.   (VIII,  208  S.  m.  Fig.)   Berlin,  Salle.   2  Mk. 

Gauter,  H.,  u.  F.  Rudio,  die  Elemente  der  analytischen 
Geometrie.  Zum  Gebrauch  an  höheren  Lehranstalten,  sowie  zum 
Selbststudium.  1.  Tl.  Die  analytische  Geometrie  der  Ebene.  3.  Aufl. 
gr.8°.   (VII,  176  S.  mit  54  Fig.)   Leipzig,  Teubner.   2,40  Mk. 

Jetter,  die  geometrischen  Oerter  mit  besonderer  Berücksich- 
tigung von  Spiekers  Lehrbuch  u.  Benützung  anderer  Quellen  zusam- 
mengestellt  2.  Aufl.  8°.   (12  S.)  Blaubeuren,  Mangold.   20  Pf. 

Kleinschmidt,  Emerich,  Leitfaden  der  Geometrie  u.  des 
geometrischen  Zeichnens  f.  Mädchen-Bürgerschulen.  2.  Thl.  (II. 
Classe.)  2.  Aufl.  gr.8°.  (III,  60  S,  m.  60  Abbildgn.  u.  2  Taf.) 
Wien,  Hölder.   Geb.  92  Pf. 

Küpper,  Karl,  die  ultraelliptischen  Curven  C»,p  >  1.  gr.  8° 

(11  S.)   Prag,  Rivna*.   20  Pf.  * 

Loria,  Gino,  i  poligoni  di  Steiner  nelle  eubiche  razionali. 
Aggiunte  ad  una  memoria  di  Em.  Weyr.  gr.8°.  (4  S.)  Ebd.  10  Pf. 

Richter,  Otto,  die  Berührungskegelschnitte  der  ebenen  Kurven 
4.  Ordnung  mit  2  Doppelpunkten.  Progr.  4«.  (20  S.  m.  2  Taf.) 
Leipzig,  Hinrichs'  Sort.   1,20  Mk. 

Schwering,  Karl  u.  Wilh.  Krimphoff,  Anfangsgründe  der 
ebenen  Geometrie.  Nach  den  neuen  Lehrplänen  bearb.  2.  Aufl. 
gr.8°.   (VIII,  133  S.  m.  151  Fig.)   Freiburg,  Herder.   1,80  Mk. 

Spieker,  T,h.,  Lehrbuch  der  Stereometrie  mit  Uebungs- Auf- 
gaben für  höhere  Lehranstalten.  Mit  in  den  Text  gedr.  Holzschn. 
2.  Aufl.  gr.8°.   (IV,  108  S.)   Potsdam,  Stein.   1,60  Mk. 
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Tobel,,  Edw.  v.,  Geometrie  für  Sekundärschulen.  8°.  (126  S.) 
Zürich,  Orell,  Füssli.    Kart.  1,30  Mk. 

Zwicky,  M.,  Grundriss  der  Planimetrie  u.  Stereometrie,  nebst 
Uebungsaufgaben.  1.  Tl.:  Planimetrie.  2.  Aufl.  8°.  (V,  94  S.  m. 
Fig.)   Bern,  Schmid  &  Francke.   Kart.  1,50  Mk. 


Trigonometrie. 

Kambly  u.  Röder,  Trigonometrie.  Vollständig  nach  den 
preuss.  Lehrplänen  v.  1892  bearb.  Ausg.  der  Trigonometrie  v.  Kambly. 
Lehraufgabe  der  Ober-Sekunda  und  der  Prima.  Unter  Voranstellung 
der  planimetrischen  Lehraufgabe  der  Ober-Sekunda.  2.  Aufl.  (25. 
der  Kambly'schen  Trigonometrie.)  gr.8°.  (189  S.  m.  Fig.)  Breslau, 
Hirt.    Geb  2  Mk 

Wotruba,  R,  Einleitung  in  die  Trigonometrie.  Für  techn. 
Lehranstalten  u.  zum  Selbstunterrichte.  gr.8°.  (V,  55  S.  m.  4  lith. 
Taf.)   Altenburg,  Bonde.   1,70  Mk. 


Praktische  Geometrie,  Geodäsie. 

Ergebnisse  der  Triangulation  der  Schweiz.  Hrsg.  durch  das 
eidgen.  topograph.  Bureau.  2.  u.  3.  Lfg.  (2.  Kanton  Zürich.  — 
3.  Cantone  Ticino.)   gr.4°.   Bern,  Schmid  &  Francke.   ä  4  Mk. 

Jordan,  W,  Handbuch  der  Vermessungskunde.  2.  Bd.  Feld- 
u-  Landmessung.  5.  Aufl.  (In  2  Lfgn.)  1.  Lfg.  gr.8°.  (416  S.  m. 
Fig.)   Stuttgart,  Metzler.   8  Mk. 

Nivellements-Ergebnisse,  die,  der  trigonometrischen  Ab- 
theilong  der  kgl.  preuss.  Landesaufnahme.  4.  5.  u.  8.  Hft.  —  4. 
Schleswig-Holstein  u.  die  Grossherzogthümer  Mecklenburg.  —  5. 
Schlesien.  —  6.  Prov.  Sachsen  u.  d.  Thüringischen  Länder.  12*. 
Berlin,  Mittler.   Kart,  ä  1  Mk. 

Schmidt,  v.,  die  trigonometrischen  Vorarbeiten  für  die  topo- 
graphische Messtisch-Aufnahme  in  Preussen.  8*.  (41  S.):  Ebd. 
Kart.  50  Pf. 

Schubert,  Formulare  zu  Vermessungs-Uebungen.  8°.  (48  S.) 
Neudamm,  Neumann.   80  Pf. 

Trabert,  Wilh  ,  Höhenmessung  mittels  des  Barometers.  gr.8°. 
(8  S.)    Znaim,  Fournier  &  Haberler.   20  Pf. 

Weixler,  Adolph,  Ausgleichung  trigonometrischer  Mes- 
sungen nach  der  Methode  der  geometrischen  Oerter.  gr.8*.  (57  8. 
m.  2  Taf.)  Wien,  Lechner.   1  Mk. 


Mechanik. 


Meissner,  G.,  die  Hydraulik  u.  die  hydraulischen  Motoren. 
2.  Aufl.  v.  H.  Hederich  u.  Nowack.  18.  —  22.  Lfg.  gr.8°.  Jena, 
Costenoble.  ä  3  Mk. 

Schmid,  Carl,  Statik  u.  Festigkeitslehre.  Lehrheft  nebst 
vielen  Beispielen,  elementar  bearb.  für  den  Gebrauch  an  der  Schule 
u.  in  der  Praxis.  2.  Aufl.  4°.  (VIH,  102  S.  m.  Abbild,  u.  2  Taf.) 
Stuttgart,  Metzler.  4  Mk. 


Technik. 

Bach,  C,  die  Maschinen-Elemente.  Ihre  Berechnung  u.  Kon- 
struktion mit  Rücksicht  auf  die  neueren  Versuche.  6.  Aufl.  2  Bde. 
Mit  in  den  Text  gedr.  Abbildgn.',  3  Texttaf.  m.  54  Taf.  Zeichngo. 
Lex.-8°.   (XVIIT,  702  u.  29  8.)   Stuttgart,  Bergsträsser.   30  Mk. 

Bibliothek,  polytechnische.  1.  Bd.:  Weiler,  W.,  die  Dy- 
namomaschine. Physikalische  Prinzipien,  Arten,  Teile,  Wechsel- 
wirkung der  Teile  u.  Konstruktion  derselben.  3.  Aufl.  gr.8°.  (XVI, 
199  S.  m.  190  Fig.)   Magdeburg,  Faber.  4  Mk. 

Biscan,  Wilh.,  die  elektrischen  Messinstrumente.  Die  Wissen- 
schaft 1.  Messinstrumente  u.  Messbehelte.  gr.8*.  (IV,  102  S.  m.  98 
Abbildgn.)   Leipzig,  Leiner.   3  Mk. 

Eder,  Jos.  Maria,  ausführliches  Handbuch  der  Photographie. 
8.  Hft.:  Das  Bromsilber-Collodion,  sowie  das  orthochromatische  Col- 
lodion  Verfahren  u.  das  Bad-Coüodion-Trockenverfahren.  2.  Aufl. 
gr.8°.  (X,  VIH  u.  S.  365  —  595  m.  104  Holzschn.)  Halle,  Knapp. 
2  Mk. 

Erhard,  Thdr.,  Einführung  in  die  Elektrotechnik.  Die  Er- 
zeugung starker  elektr.  Ströme  u-  ihre  Anwendung  zur  Kraftüber- 
tragung.  gr.8°.   (VI,  183  S.  m.  95  Fig.)   Leipzig,  Barth.   4  Mk. 

Hochenegg,  C,  Anordnung  u.  Bemessung  olektr.  Leitungen. 
2.  Aufl.  gr.8°.  (VIII!,  214  S.  m.  12  Fig.)  Berlin,  Springer.  Geb. 
6  Mk. 

Holzmüller,  Gust,  die  Ingenieur-Mathematik  in  elementarer 
Behandlung.  1.  Tl.,  enth.  die  statischen  Momente  u.  Schwerpunkts- 
lagen, die  Trägheits-  u.  Centrifugal-Momente  für  die  wichtigsten 
Querschnittsformen  u.  Körper  der  techn.  Mechanik  in  rechn.  u.  graph. 
Behandlung  unter  Berücksichtigung  der  Metboden  von  Nehls,  Mohr, 
Culmann,  Land  u.  Heye.  Mit  287  Fig.  u.  zahlreichen  Uebungsauf- 
gaben.  gr.8°.  (XI,  340  S.)   Leipzig,  Teubner.   Geb.  5  Mk. 

Holzt,  A.,  Elektrotechniker.  22.  u.  23.  Hft.  Leipzig,  Schäfer, 
ä  75  Pf. 
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Jenisch,  Y.f  Haustelegrapbic.  Eine  gemeinverständliche  Anlei- 
tung zum  Bau  von  elektrischen  Haustelegraphen-,  Telephon-  u. 
Blitzableiter- Anlagen.  gr.8«.  (VII,  233  S.  m.  312  Abbildgn.)  Berlin, 
Rockenstein.   3  Mk. 

Kapp,  Gisbert,  Dynamomaschinen  für  Gleich-  u.  Wechsel- 
strom u.  Transformatoren.  Deutsch  v.  L.  Holborn  u.  K.  Kahle.  2.. 
Aufl.  gr.8°.  (VIU,  374  8.  m.  165  Fig.)  Berlin,  Springer.  Geb.  8Mk. 

Keck,  Wilh.,  Vorträge  Uber  Mechanik  als  Grundlage  für  das 
Bau-  u.  Maschinenwesen.  II.  Thl.:  Mechanik  elastisch-fester  u. 
flüssiger  Körper.  gr.8#.  (VIII,  367  S.  m.  364  Holzschn.)  Hannover, 
Helwing    12  Mk. 

Lueger's,  0.,  Lexikon  der  Technik.  22.-24.  Abtlg.  Stutt- 
gart, Deutsche  Verlagsanst.   ä  5  Mk. 

Meissner,  Geo.,  die  Kraftübertragung  auf  weite  Entfernungen 
u.  die  Konstruktion  der  Triebwerke  u.  Regulatoren.  2.  Aufl.  v.  Jos. 
Krämer.  1.  Lfg.   gr.8°.  (64  S.  m.  5  Taf.)  Jena,  Costenoble.  3  Mk. 

Parseval,  A.  v.,  der  Drachen-Ballon.  gr.8°.  (32  S.  m.  Fig.) 
Berlin,  Mayer  &  Müller.    1,50  Mk. 

Rummer  v.  Rummershof,  Adf.,  die  Photogrammetrie  im 
Dienste  der  Militär-Mappierung.  gr.8°.  (32  S.  m.  9  Fig.)  Wien, 
Lechner.   1  Mk. 

Sammlung  elektrotechnischer  Vorträge.  Hrsg.  v.  Ernst  Voit. 
1.  Bd.  3.  Hft.  Feussner,  K.,  die  Ziele  der  neueren  elektrotechni- 
schen Arbeiten  der  physikalisch-technischen  Reichsanstalt,  gr.  8°* 
)S.  115-149  m.  9  Abbild.)   Stuttgart,  Enke.    1  Mk. 

Schulte,  A.,  Wirkungsweise  des  Wassers  im  Laufrade  der  Tur 
binen.   gr.4°.    (16  S.  m.  10  Fig.)    Berlin,  Siemens.   80  Pf. 

Thaa,  Geo.  v.,  Anleitung  zum  Gebrauche  des  logarithmischen 
Rechenschiebers  f.  die  Zwecke  des  Technikers.  8°.  (59  S-  m.  Fig.) 
Wien,  Hof-  u.  Staatsdruckere  .   80  Pf. 

Thompson,  Silvanus  P.,  die  dynamoelektrischen  Maschinen. 
5.  Aufl.  Uebers.  v.  C.  Grawinkel.  Nach  dem  Tode  des  üeber- 
setzers  besorgt  v.  K.  Strecker  u.  F.  Vesper.  2  Thle.  gr.8°. 
(VII,  IX,  790  S.  m.  520  Abbild,  u.  19  Taf.)   Halle,  Knapp.  24  Mk. 

Weiler,  W.,  der  praktische  Elektriker.  Populäre  Anleitung 
zur  Seihstanfertiguog  elektrischer  Apparate  u.  zur  Anstellung  zuge- 
höriger Versuche,  nebst  Schlussfolgerungen,  Regeln  und  Gesetzen. 
3.  Aufl.   8°.   (XXXII,  614  S.  m.  466  Fig)  Leipzig,  Schäfer.  8  Mk. 

Wietz,  Hugo,  die  isolierten  elektrischen  Leitungsdrähte  u. 
Kabel.  Ihre  Erzeugung,  Verlegung  u.  Unterhaltung.  Dargestellt  u. 
durch  159  in  den  Text  gedr.  Fig.  erläutert,  gr.  8»  (VIII,  236  S.) 
Leipzig,  Leiner.  7  Mk 
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Optik,  Akustik  und  Elasticitat. 

Kerb  er,  Arthur,  Beiträge]  zur  Dioptrik.  3.  Hft.  gr.  8°. 
(16  S.)   Leipzig,  Fock.   50  Pf. 

Röntgen,  W.  C,  weitere  Beobachtungen  über  die  Eigenschaften 
der  X-Strahlen.   gr.8°.   (17  S.  m.  1  Fig.)    Berlin,  Reimer.   1  Mk. 

Tyndall,  John,  der  Schall.  Nach  der  6.  engl.  Aufl.  des  Ori- 
ginals bearb.  v.  A.  v.  Helmholtz  u.  CI.  Wiedemann.  3.  Aufl.  gr.8°. 
(XXII,  548  S.  m.  204  Holzst)   Braunschweig,  Vieweg.   10  Mk. 


Erd-  und  Himmelskunde. 

Annalcn  der  schweizerischen  meteorologischen  Central -Anstalt 
1894.  „Der  schweizerischen  meteorologischen  Beobachtungen"  31. 
Jahrg.   gr.4°.   Zürich,  Fäsi  u.  Beer.    18  Mk 

Beobachtungen  des  Tiflisser  physikalischen  Observatoriums 
i.  J.  1895.  (Russisch  u.  deutsch.)  gr.4°.  (IV,  XXIX,  198  S,) 
Petersburg,  Eggers.   10  Mk. 

Brenner,  Leo,  Jupiter-Beobachtungen  an  der  Manora-Stern- 
warte  1895—1896.  gr.4°.  (24  S.  m.  8  Farbendr.  u.  8  Pausen.) 
Wien,  Gerold.   7,60  Mk. 

C atalog  der  astronomischen  Gesellschaft.  1.  Abth.  Catalog 
der  Sterne  bis  zur  9.  Grösse  zwischen  80°  nördlicher \  u.  2°  südlicher 
Declination  für  das  Aequinoctium  1875.  9.  Stück:  Graham,  A- 
Catalogue  of  14  464  stars  between  24°  15'  and  30°  57'  of  north 
declination  1855  for  the  epoch  1875  from  observations  made  aecor- 
ding  to  tbe  programme  of  the  Astronomische  Gesellschaft  at  the 
university  observatory  Cambridges,  England  during  the  years  1872 
to  1896.   gr.4°.    (X,  308  S.)   Leipzig,  Engelmann.   26  Mk. 

Falb's,  Rud.,  neue  Wetter-Prognose  u.  Kalender  der  kritischen 
Tage  f.  1897  Juli-Dez.   16°.   (82  S.)   Berlin,  Steinitz.   1  Mk. 

Handwörterbuch  der  Astronomie.  9.  Lfg.  Breslau,  Tre- 
wendt.   3,60  Mk. 

Hartl,  Heinr.,  meteorologische  u.  magnetische  Beobachtungen 
in  Griechenland.  2.  Bericht.  gr.8°.  (32  S.  m.  Fig.  u.  1  Taf.) 
Wien,  Lechner's  Sort.   1  Mk. 

Heinrich,  Ergebnisse  der  meteorologischen  Beobachtungen, 
angestellt  auf  der  landwirtschaftlichen  Versuchsstation  zu  Rostock 
i.  J.  1896.   gr.8°.   (2  Tab.  u  1  Taf)  Güstrow,  Opitz  &  Co.  50  Pf. 

Jahrbuch,  deutsches  meteorologisches.  Jahrg.  1895.  Me- 
teorologische Beobachtungen  in  Württemberg  i.  J.  1895.  Mittei- 
lungen der  mit  dem  kgl.  statistischen  Landesamt  verbundenen  me- 
teorologischen Zentralstation.  Bearb.  v.  L.  Meyer  unter  Mitwirk.  v. 
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Mack.  Mit  7  Uebersichtskarten.  gr.  4°.  (94  S.)  Stuttgart,  Metz- 
ler. 4,50  Mk. 

Jahres-Bericht  des  Centraibureaus  f.  Meteorologie  u.  Hydro- 
graphie i.  Grosshrzogth.  Baden,  mit  den  Ergebnissen  der  meteoro- 
logischen Beobachtungen  u.  Wasserstandsaufzeichnungen  am  Rhein 
u.  seinen  grösseren  Nebenflüssen  f.  d.  J.  1896.  Mit  e.  Anh.  betr. 
die  Hochwasserkatastrophe  v.  März  1896.  gr.  4°.  (IV.  117  S.  m. 
11  Taf.)   Karlsrohe,  Braun.   6  Mk. 

—  ,  5.,  dos  Sonnblick- Vereins  f.  d.  J.  1896.  Lex.-8°.  (40  S. 
m.  2  Abbild,  u.  3  Taf.)    Wien,  Gerold.    3  Mk. 

Ledöchowski,  Jos.,  Graf,  Wetterprognose,  giltig  für  Nieder. 
Österreich,  Theile  v.  Oberösterreich,  Süd  Mähren  u.  Westungarn  für 
d.  Monat  Mai  1897.   12°.    (I  Bl.)   Wien,  Brauraüller.   20  Pf. 

Lemke,  H.,  über  die  Mars-  u.  Jupiter-Störungen  des  kleinen 
Planeten  vom  Hebe-Typus.  4°.  (37  S.)  Berlin,  Mayer  &  Müller. 
2  Mk. 

Müller,  G.,  die  Photometrie  der  Gestirne,  gr.  8°.  (X,  556  S. 
m.  81  Fig.)   Leipzig,  Engelmann.   20  Mk. 

Pernter,  J.  M.,  die  Farben  des  Regenbogens  u.  der  weisse 
Regenbogen,   gr.8«.   (101  S.  m.  3  Steintaf.)   Wien,  Gerold.   2  Mk. 

Publikationen  der  astronomischen  Gesellschaft.  XXI.  Gylden, 
Hugo,  Hülfstafeln  zur  Berechnung  der  Hauptungleichheiten  in  den 
absoluten  Bewegungstheorien  der  kleinen  Planeten.  Unter  Mitwirkung 
v.  S.  Oppenheim  hrsg.   gr.4°.  (LIII,  242  S.)    Leipzig,  Engelmann. 
30  Mk. 

—  des  astropbysikalischen  Observatoriums  zu  Potsdam.  Nr.  35. 
(XI.  Bd.,  2.  Stück.)  Scheiner,  J.,  Ausmessung  des  Orionnebels  nach 
physikalischen  Aufnahmen,  gr.  4°.  (68  S.  m.  2  Photograv.)  Ebd. 
4  Mk. 

Schein  er,  J.,  die  Photographie  der  Gestirne.  Mit  1  Taf.  u. 
52  Fig.  i.  Text.  gr.  8°.  (V,  382  S.)  Nebst  e.  Atlas  v.  11  Taf.  mit 
textl.  Erläuterungen.   4°.   (6  S.)   Ebd.   21  Mk. 

Servus,  Herrn.,  Neue  Grundlagen  der  Meteorologie.  4*. 
(24  S.)   Berlin,  Gärtner.   1  Mk. 

Sinram,  A-,  Fragmente  zum  kosmischen  Bewegungsgesetz  (In- 
citation8-Theorie)  u.  zur  Mechanik  des  Himmels.  gr.8°.  (32  8.) 
Hamburg,  Gräfe  &  Sillem.   1  Mk. 

Stechert,  Carl,  Tafeln  für  die  Vorausberechnung  der  Stern- 
bedeckungen. Mit  2  im  Text  gegeb.  Fig.  u.  1  Diagramm  in  2 
Expln.   gr  4».   (II,  43  S.)   Hamburg,  Friederichsen.   6  Mk. 

Veröffentlichungen  des  kgl.  preuss.  meteorologischen  In- 
stituts. Hrsg.  durch  Wilh.  v.  Bezold.  Ergebnisse  der  magnet.  Be- 
obachtungen in  Potsdam  i.  J.  1894.  2.  Hft.  gr.  4°.  (44  S.  m.  4 
Taf.)   Berlin,  Asher.   3,50  Mk. 


Veröffeutlichungen  des  kgl.  preoss.  meteorologischen  In- 
stituts.  Hrsg.  durch  Wilh.  v.  Bezold.    Ergebnisse  der  magnet  Be 
obachtungen  in  Potsdam  i.  J.  1895.    2.  Hft.   gr.  4°.   (43  S.  m.  4 
Taf.)   Berlin,  Asher.   3,50  Mk. 

—  dasselbe.  Ergebnisse  der  Niederschlags-Beobachtungen  i.  J. 
1894.   gr.  4°.   (XL,  206  S.  m.  2  Karten.)   Ebd.    10  Mk. 

—  dasselbe.  Ergebnisse  der  Beobachtungen  an  den  Stationen 
II.  u.  III.  Ordng.  i.  J.  1896,  zugleich  deutsches  meteorologisches 
Jahrbuch  für  1896.  Beobachtungssystem  des  Königreich  Preussen 
u.  benachbarter  Staaten.   2.  Hft   gr.4°.   (S.  67— 110.)   Ebd.  3  Mk. 

—  dasselbe.  Ergebnisse  der  meteorologischen  Beobachtungen 
in  Potsdam  i.  J.  1895.   gr.4°.  (XII,  119  S.  m.  4  Fig.)  Ebd.  8Mk. 

Vierteljahrschrift  der  astronomischen  Gesellschaft.  31.  Jahrg. 
4.  Hft.   Leipzig,  Engelmann.   2  Mk. 


Nautik. 

Segelhandbuch  für  den  Stillen  Ozean.  Mit  e.  Atlas  v.  31 
Karten.  Hrsg.  v.  d.  Direktion  der  deutschen  Seewarte.  Mit  32  in 
den  Text  gedr.  Figuren  u.  9  Steindr.  Taf.  Lex.-8°.  (XII,  916  S.) 
Hamburg.  Friederichsen.   Geb.  36  Mk. 


Physik. 

Abhandlungen,  physikalische,  der  kgl .  Akademie  der  Wissen- 
schaften zu  Berlin.  Aus  d.  J.  1896.  gr.4°.  (27,  36  u.  66  S.  m. 
6  Taf.)   Berlin,  G.  Reimer.   Kart.  9,50  Mk. 

Albrecbt,  Gust,  die  Elektricität.  8°.  (167  S.  m.  38  Abbild.) 
Heilbronn,  Schröder  &  Co.   Geb.   2  Mk. 

Bezold,  Wilh.  v.,  zur  Theorie  des  Erdmagnetismus,  gr.  8°. 
(36  S.  m  2  Fig.  u.  2  Taf.)   Berlin,  G.  Reimer.   2  Mk. 

Celli  er,  Leon,  Leitungsvermögen  der  schwarzen  Kohle  für 
Wärme  u.' Electricität.  Diss.  gr.8°.  (132  S.)  Zürich,  Speidel. 
*  3  Mk. 

Cohn,  Emil,  elektrische  Ströme,  10  Vorträge  über  die  phy- 
sikalischen Grundlagen  der  Starkstrom-Technik,  gr.  8°.  (IV,  182  S. 
m.  70  Abbild.)   Leipzig,  Hirzel.   3,60  Mk. 

Do  nie,  Wilb.,  Lehrbuch  der  Experimentalphysik  für  Real- 
schulen u  Realgymnasien,  nach  den  minist.  Lehrplänen  bearb.  Ausg. 
A.  Mit  173  in  den  Text  gedruckten  Abbildungen  u.  625  üebungs- 
aufgaben.   gr.  8°.   (VIII,  268  S.)   München,  Wolff.  Geb.  3  Mk. 
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Ebert,  H-,  magnetische  Kraftfelder.  Die  Erscheiuuugen  des 
Maguetismus,  Elektromagnetismus  u.  der  Induktion,  dargestellt  auf 
Grund  des  Kraftlinien-Begriffes.  2.  Tl.  Mit  47  Abbild,  im  Text  u. 
auf  einer  Tafel,  gr.8".  (XVIII  u.  S.  225  — 499.)  Leipzig,  Barth. 
10  Mk. 

Götz,  Hans,  Leitfaden  der  Physik.  Zum  Gebrauch  an  huma- 
nistischen Anstalten.  Mit  180  in  den  Text  gedr.  Figuren  u.  zahl- 
reichen Uebuugsaufgaben.  gr.8°.  (VIII,  245  S.)  München,  Franz. 
2,80  Mk. 

Hell  mann,  G.,  die  Anfänge  der  magnetischen  Beobachtungen 
Lex.-8°.    (21  S.  m.  3  Fig. )   Berlin,  Kühl.    1,50  Mk. 

Klemencic,  Ign.,  Ueber  magnetische  Nachwirkung.  gr.8° 
(18  S.  m.  1  Fig.)   Wien,  Gerold.   40  Pf. 

Müllcr-Pouillet's  Lehrbuch  der  Physik  u.  Meteorologie.  9.  Aufl. 
v.  Leop.  Pfaundler  unter  Mitwirkung  v.  Otto  Lummer.  (In  3  Bdn.) 
Mit  gegen  2000  Holzst.  u.  Taf.  2.  Bd.  1.  Abth.  3.  Lfg.  gr.8°. 
(XX  u.  S.  609—1192.)    Braunschweig,  Vieweg.   9,50  Mk. 

Planck,  Max,  Vorlesungen  über  Thermodynamik!  gr.8°.  (VII, 
248  S.  m.  5  Fig.)   Leipzig,  Veit.   Kart.  7,50  Mk. 

W a  1 1  e n  t i  n ,  Ign.  G.,  Lehrbuch  der  Elektricität  u.  des  Magne- 
tismus. Mit  besonderer  Berücksichtigung  der  neueren  Anschauungen 
über  elektrische  Energieverhältnisse  u.  unter  Darstellung  der  den 
Anwendungen  in  der  Elektrotechnik  zugrunde  liegenden  Principien 
gr.b».    (VIII,  394  S.  m.  230  Holzschn.)   Stuttgart,  Euke.   8  Mk. 

Vermischte  Schriften. 

Abhandlungen  der  kaiserl.  Leopoldinisch-Carolinischen  Aka 
demie  der  Naturforscher.  LXXI.  Bd.  gr.  4°.  Leipzig  ,  Engelmann. 
—  Nr.  1.  Braunmühl,  A.  v.,  Beiträge  zur  Geschichte  der  Trigono- 
metrie. (30  S  m.  1  Taf.)  1,50  Mk.  —  Nr.  3.  Kutta,  W.  M.,  zur 
Geschichte  der  Geometrie  mit  konstanter  Zirkelöffnung.  (33  S.  m- 
3  Taf.)   2,50  Mk. 

Berichte,  mathematische  u.  naturwissenschaftliche,  aus  Ungarn. 
Hrsg.  v.  Roland  Baron  Eötvös,  Jul.  König,  Carl  t.  Than.  Red.  v. 
J.  Fröhlich.  13.  Bd.  2.  Hlfte.  gr.h».  (IV  u.  S.  193—464  m.  Ab- 
bild.)  Budapest,  Akademie  d.  Wissensch.   4  Mk. 

—  der  sächs.  Gesellsch.  d  Wissenschaften.  Math.-pbysik.  Classe. 
1897.   I.  u  ..II.  Hft.   Leipzig,  Hirzel.  ä  1  Mk. 

Bibliothek,  internationale  wissenschaftliche.  59.  Bd.  Mach. 
Ernst,  die  Mechanik  in  ihrer  Entwickelung  historisch-kritisch  darge- 
stellt. 3.  Aufl.  8°.  (XII,  505  S.  m.  250  Abbild.)  Leipzig,  Brock- 
haus.  8  Mk. 
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B  i  b  1  i  o  t  h  ek  \  photographische.  (Sammluug  kleinerer  photograph. 
Hilfsbücher.)  Nr.  5—7.  gr.8°.  Berlin,  G.  Schmidt.  -  5.  Sehultz- 
Heuckc,  D.,  Anleitung  zur  photographischeu  Ketouche  u.  zum  Ueber- 
malen  v.  Photographien.  3.  Aufl.  v.  Kopske's  Anleitg.  zum  Retouchie- 
ren.  Mit  2  Lichtdr.-Taf.  u.  21  Fig.  im  Text.  (VIII,  121 S.)  2,50  Mk.  — 
6.  Parzer-Mühlbacher,  Alfr.,  photographische  Aufnahme  u.  Projek- 
tion m.  Röntgenstrahlen  mittels  der  Intiuenz-Elektrisirmaschine  Eine 
Anleitg.  f.  die  Praxis.  Mit  10  Tat",  nach  Orig.-Aufnahmen  des  Verf. 
u.  15  Fig.  im  Text.  (V,  47  S.)  1,80  31k.  —  7.  Hauncke,  Paul,  das 
Celloidinpapier,  seine  Herstellung  u.  Verarbeitung.  Mit  besond.  Be- 
rücksicht.  der  Anfertig,  v.  Mattpapieren  sowio  des  Piatintouprozesses. 
Mit  15  Fig.  im  Text.   (VII,  131  S.)   3  Mk. 

Jahresbericht  der  deutscheu  Mathematiker- Vereinigung. 
4.  Bd.  1894-95.  gr.8°.  (V,  XVIII,  546  S.)  Berlin,  G.  Reimer. 
16  Mk. 

—  dass.  5.  Bd.  1896.  l.Hft.  gr.8°.  (94  S.)  Leipzig,  Teubner. 
2,80  Mk. 

Nachrichten  v.  der  kgl.  Gesellschaft  der  Wissonschafteu  zu 
Göttingen.  Mathematisch-physikal.  Klasse,  nebst  geschäftl.  Mitteilgn. 
1897.  Lcx.-b°.    Göttingen,  Horstmann.    5  Mk. 

Ostwald's  Klassiker  der  exakten  Wissenschaften.  Nr.  86.  u. 
87.  Leipzig,  Engelmann.  Kart.  —  86.  Faraday,  Mich.,  Experimen- 
taluntersuchungen  über  Elektricität.  (Aus  den  Philosoph.  Trausact.) 
Hrsg.  v.  A.  J.  v.  Oeningen.  III.— V.  Reihe.  1*33.  (104  S.  m.  15 
Fig.)  1,6 J  Mk.  —  87.  Dasselbe.  VI.-VIII.  Reihe.  1834.  (180  S. 
m.  48  Fig.)    2,60  Mk. 

Sitzungsberichte,  Münchener.  Math.  Olasse.  1896.  IV.  Uft 
München,  Franz.   1,20  Mk. 

— ,  Wiener.  Mathem.-naturw.  Classe.  Wieu,  Gerold.  1.  Abth. 
105.  Bd.  8.— 10.  Hft.  5  Mk.  —  Abth.  IIa.  105.  Bd.  8.-10.  Hft. 
7  Mk.  —  Abth.  II b.  105.  Bd.  8.-10.  Hft.  1,60  Mk.  -  Abth.  HI. 
105.  Bd.   8.-10.  Hft.   3  Mk. 

Verhandlungeu  der  v.  15.— 21.  X  lt-96  in  Lausaune  abge- 
haltenen Conferenz  der  permanenten  Commission  der  internationalen 
Erdmessung.  Red.  v.  A.  Hirsch.  Zugleich  rai^  deu  Berichten  über 
die  Fortschritte  der  Erdmessung  in  den  einzelnen  Ländern  während 
des  letzten  Jahres.  (Deutsch  u.  französ.).  gr.4°  (318  S.  m.  Fig- 
u.  13  Taf.  u.  Karten.)   Berlin,  G.  Reimer.   6  Mk. 
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LXII. 


(beschichte  der  Mathematik  und  Physik. 

The  works  of  Archimeds.  Edited  in  modern  notation  witb  iu- 
troduetory  chapters  by  T.  L.  Ileatli,  Sc.  D.  some  time  Fellow  of 
Trinily  College,  Cambridge.  Cambridge  18(J7.  University  press. 
London.  C.  J.  Clay.    Leipzig,  F.  A.  Brockbaus.    1F6  -f-  325  S. 

Dies  Buch  enthält  einleitend  in  vielseitigst  umfassender  kriti- 
scher Behandlung  über  Archimedes.  sein  Leben,  seine  Geistesrichtung 
und  seine  Werke,  alles,  was  sich  aus  vorhandenen  Daten  ermitteln 
lässt  ,  dann  die  englische  Uebersetzung  seiner  erhaltenen  Schriften. 
In  gleicher  Weise  hat  der  Verfasser  die  Werke  von  Apollonius  be- 
handelt und  bereits  herausgegeben.  Dem  Urteil  von  Chasles  folgend 
findet  er  in  beiden  den  in  der  Neuzeit  bedeutungsvollen,  hier  schon 
im  Altertum  hervortretenden  Gegensatz,  dass  Apollonius  seine  For- 
schung auf  die  Geometrie  der  Form  und  Lage ,  Archimedes  auf  die 
Geometrie  des  Masses  richtet.  Die  Einleitung  gibt  zuerst  Notizen 
aus  dem  Leben  —  geboren  287  gestorben  213  v.  Chr.  in  Syrakus, 
Sohn  des  Astronomen  Pheidias.  Eine  beträchtliche  Zeit  verlebte 
er  in  Alexandria.  Ausser  Geometrie  und  Arithmetik  trieb  Archi- 
medes auch  Mechanik,  aber  nicht  sowol  in  wissenschaftlichem  Streben, 
sondern  zu  vorliegenden  technischen  Zwecken.  —  Ferner  berichtet 
die  Einleitung  über  Manuscripte,  Hauptausgabent  verlorene  Werke 
u.  a.  ferner  über  die  Beziehungen  des  Archimedes  zu  seinen  Vor- 

ArcU.  «1.  Math.  u.  IMiy«.   2.  Rlm1h\  T.  XVI.  2 
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gängern.  Dann  wird  das  Wesen  seiner  Arithmetik  dargelegt,  dann 
die  Probleme  besprochen,  welche  Apollonius  und  Archimedes  mit 
vtvaeig  bezeichnen.  Pas  Folgende  betrifft  die  kubischen  Gleichun- 
gen, Anticipationen  der  Integralrechnung  und  die  Terminologie.  — 
Die  übersetzten  Werke  des  Archimedes  sind  folgende:  Ueber  Kugel 
und  Cylinder,  2  Bücher.  Ueber  Konoide  und  Sphäroide.  Ueber 
Spiralen.  Ueber  das  Gleichgewicht  von  Ebenen,  2  Bücher.  Der  Sand- 
rechner, Quadratur  der  Parabel.  Ueber  schwimmende  Körper,  2 
Bücher,  Buch  der  Lemmata.  Das  Rinderproblem.  Jedes  dieser  13 
Bücher  besteht  aus  einer  Anzahl  Sätze  und  Aufgaben.  H. 

Der  Mathematiker  Jakob  Steiner  von  Utzensdorf.  Ein 
Lebensbild  und  zugleich  eine  Würdigung  seiner  Leistungen.  Von 
Dr.  phil.  J.  H.  Graf,  ordentl.  Professor  der  Mathematik  an  der 
Hochschule  in  Bern.  Mit  dem  Portrait  und  dem  Facsimile  eines 
Briefes  Steiuers.   Bern  1897.   K.  J.  Wyss.   54  S . 

'Jakob  Steiner,  jüngster  Sohn  des  Landwirts  und  Viehzüchters 
Nikiaus  Steiuer  und  Anna  Barbara  geb.  Weber  in  Utzensdorf 
(im  Tale  der  Emme,  Kanton  Bern)  ist  geboren  am  1«.  März 
1796,  gestorben  1863.  Er  verliess  1^14  trotz  des  heftigen 
Widerstandes  seiner  Eltern  aus  Lernbegierde  seine  Heimat  und 
gieng  nach  der  Anstalt  Pestalozzis  in  Yvcrdon,  der  ihn  auf- 
nahm, und  wo  er  )£  Jahr  als  Schüler,  dann  noch  einige  Zeit  als 
Lehrer  gewesen  ist.  Von  1818  an  setzte  er  seine  Studien  in  Heidel- 
berg fort,  wo  er  bei  Prof.  Schweins  höhere  Analysis  hörte,  sich  aber 
später  mit  demselben  überwarf  und  desseu  Metbode  verspottete.  Von 
1821  bis  1822  war  er  Lehrer  am  Werderseben  Gymnasium  in  Berlin, 
gab  jedoch  die  Stelle  wegen  des  ihm  verhassten,  von  seinem 
Director  eingeführten  Lehrbuchs  auf.  Als  Privatlehrer  in  Berlin 
gewann  er  dann  hohe  Anerkcnuung  beim  Prinzen  August,  Wilhelm 
von  Humboldt  und  den  hervorragendsten  Familien ,  deren  Söhne  er 
unterrichtete.  1834  ward  er  zum  ausserordentlichen  Professor  an 
der  Universität  und  zum  Mitglied  der  Akademie  ernannt.  Aus  dieser 
Zeit  stammt  der  grösste  und  wichtigste  Teil  setner  litterarischen  Pro- 
duetivität  Hervorzuheben  ist  sein  Umgang  mit  Jacobi,  mit  dem  er  in 
gegenseitig  beeinflussender  Beziehung  stand.  Sein  späteres  Leben  ver- 
brachte er  zum  grossen  Teil  in  der  Schweiz,  wo  er  mit  Schläfli  dauernd 
wissenschaftlich  verkehrte,  aber  schliesslich  sich  doch  definitiv  von 
ihm  trennte.  Die  vorliegende  Lebensbeschreibung  ist  voll  von  cha- 
rakteristischen Zügen.  An  allen  erkennt  man  eine  ganz  cigentüm» 
liehe  Geistesrichtnng.  Er  betrachtet  seine  Sätze  nicht  als  erruugen, 
nicht  als  hergeleitet  nach  alteu  oder  neueren  Methodeu,  soudern  als 
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selbstverständlich  sich  darbietend  vermöge  einer  alles  umfassenden 
und  beherrschenden  Ranmanschanung.  Deren  immer  weiteres  Vor- 
nnd  Eindringen  macht  den  ganzen  Fortschritt  seiner  Erkenntniss 
aus.  So  hat  er  nicht  anfangs,  sondern  erst  später  die  räumlichen 
Gestalten  in  sein  Gebiet  gezogen.  Es  werden  jedoch  auch  Fälle  er- 
wähnt, wo  Steiner  nach  vergeblichem  Suchen  die  Hülfe  anerkennen 
musste,  die  ihm  .in  analytischer  Deduction  dargeboten  ward,  was  ihn 
solange  ganz  entmutigte,  bis  es  ihm  gelang,  wenigstens  nachträglich 
seine  Anschauung  dahin  zu  ergänzen,  dass  sie  das  Vermisste  ent- 
hielt. H. 


Geschichte  der  darstellenden  und  projectiven  Geometrie  mit  be- 
sonderer Berücksichtigung  ihrer  Begründung  in  Frankreich  und 
Deutschland  und  ihrer  wissenschaftlichen  Pflege  in  Oesterreich.  Vom 
Professor  Ferdinand  Jos.  Obenrauch.  Brünn  1897.  Carl 
Winiker.   442  S. 

Berücksichtigt  ist  bereits  die  Geschichte  der  darstellenden  und 
projectiven  Geometrie  in  Chr.  Wiener's  Lehrbuch  der  darstellenden 
Geometrie  1884,  wenn  auch  nur  in  gedrängter  Kürze,  ferner  den 
Werken  von  Wilhelm  Fiedler,  H.  Mannheim  und  A.  G.  V.  Peschka. 
Es  ist  unstreitig  ein  höchst  verdienstliches  Werk,  welches  hier  die 
Geschichte  der  beideu  nahe  verwandten  Zweige  der  Geometrie  für 
sich  in  voller  Ausführlichkeit  und  nach  allen  Gesichtspunkten  giebt 
Das  Buch  besteht  aus  2  Teilen.  Der  erste  handelt  ausschliesslich 
vom  Leben  und  Wirken  Monge's.  Alle  Angaben  über  Anbahnung 
der  darstellenden  Geometrie  von  den  ältesten  Zeiten  an  werden  nur 
im  Laufe  der  Einleitung  gemacht.  Gaspard  Monge,  geboren  am 
10.  Mai  1746  im  burgundischen  Städtchen  Beaume  im  Departement 
Cötc  d'or,  erfand  die  descriptive  Geometrie,  durfte  aber,  weil  das 
GeniecorpB  sie  als  Staatsgeheimniss  betrachtete,  30  Jahre  lang 
nichts  darüber  veröffentlichen.  Erst  1794  ward  nach  Errichtung 
der  ficole  normale  ihm  gestattet  darüber  öffentliche  Vorträge  zu 
halten.  —  Es  folgt  dann  die  Gründung  der  ßcole  polytechnique,  der 
weitere  Ausbau  der  darstellenden  Geometrie,  in  der  neuern  Geome- 
rie ,  Monge's  Iniinitesimalgeometrie  und  sein  späteres  Leben.  —  Der 
2.  Teil  geht  sehr6weit  auf  die  Vorgeschichte  der  projectiven  Geome 
trie  ein.  Dann  folgt  die  neue  Geometrie  in  den  Werken  von  Car- 
not,  Brianchon,  Poncelet,  Gergoune,  Möbius,  Plücker,  Steiner,  von 
Staudt,  Hesse,  Kummer,  Schröter,  Reye,  Sturm,  Wiener,  Chasles) 
Brasseur,  de  la  Gournerie,  Mannheim,  Cayley,  Cremona,  Veronese, 
Segre  und  Zeuthen.  H. 
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Methode  und  Principien. 

Die  Wahrscheinlichkeitsrechnung.  Versuch  einer  Kritik.  Von 
Dr.  Ludwig  Goldschmidt,  mathematischem  Revisor  der  Lebens- 
versicherungsbank für  Deutschland  in  Gotha.  Hamburg  und  Leipzig 
1897.   Leopold  Voss.   279  S. 

Der  Titel  des  Buchs  lässt  erwarten,  dass  es  sich  zur  ersten 
und  Hauptaufgabe  machen  würde,  die  unter  der  Praxis  und  vieltei- 
ligen  Anwendung  aufgenommenen,  dunkel  gebliebenen  Elemente  der 
Theorie  einmal  sorgfältig  auf  feste  Begriffe  zu  reduciren.  Das  ge- 
genteilige Streben  findet  man  hier  durchweg  betätigt.  Mit  wol  hun- 
dertmal so  vielen  Worten,  als  hingereicht  hätten,  die  Sache  klar  zu 
stellen,  beständig  abschweifend  und  ohne  sichtliche  Beziehung  zum 
Gegenstande,  wird  auf  den  Eindruck  hingearbeitet,  dass  es  sich  um 
eine  schwierige,  streitige,  der  Logik  fremde  Sache  handele.  Alle 
exaete  Aussage  wird  mit  Fleiss  gemieden,  alles,  wonach  man  des 
Verständnisses  wegen  fragen  muss,  verschwiegen.  Das  Inhaltsver- 
zeichniss  lautet:  Einleitung.  Die  mathematische  Wahrscheinlichkeits- 
rechnung. Die  gleich  wahrscheinlichen  Fälle.  Das  Gesetz  der 
grossen  Zahlen-,  die  logische  Theorie  und  dieses  Gesetz.  Die  Bayes- 
sche  Regel.  Der  Bernoulli'sche  Satz  und  diese  Regel.  Schlussbe- 
trachtungen. Im  Vorwort  nennt  der  Verfasser  einige  Autoreu  in 
Beziehung  zur  Wahrscheinlichkeitstheorie:  Kant,  Kries  Lotze,  v. 
Kries,  und  erklärt  sich  tür  oder  wider  deren  Ansichten,  ohne  von 
letzeren  ein  Wort  zu  sagen,  ebenso  gibt  er  an,  dass  Jakob  Bernoulli  das 
Gesetz  der  grossen  Zahleu  bewiesen  habe;  aber  in  dem  63  Seiten 
langen  Artikel  sucht  mau  vergeblich  nach  einer  Aufstellung  dieses 
Gesetzes;  ob  irgendwo  ein  vermeintlicher  Beweis  steht,  entdeckt 
vielleicht  noch  jemand.  Die  ganze  Abfassung  charakterisirt  sich 
durch  eine  heutzutage  ungewöhnliche  Ueberschätzung  der  formaleu 
Logik.  Zwar  erkennt  der  Verfasser  an,  dass  sie  unzureichend  sei; 
doch  meint  er  nur  das  Reich  der  Gefühle  mit  dem,  was  sie  nicht 
beherrsche.  Es  ist  aber  überhaupt  die  neue  Wissenschaft  und  For- 
schung, in  der  sie  bereits  bedeutungslos  geworden  ist.  In  so  fern 
ist  es  wol  begreiflich,  dass  die  Versation  im  engen  Gebiete  formaler 
Logik  gegen  sachliche  Erfordernisse  blind  macht,  dass  also,  was 
oben  als  Tendenz  ausgelegt  ward,  sich  vielleicht  durch  zu  grosse 
Bevorzugung  formaler  Logik  erklären  mag. 

Hopp  e. 

Der  verjüngte  Magister  Matheseos.  Ein  Beitrag  zur  Sphärik 
und  absoluten  Geometrie.  Von  Dr.  K.  Traub,  Prof.  a.  D.  Lahr 
189G.    Moritz  Schauenburg.    12  S. 
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Der  Verfasser  fiudot,  dass  der  pytkagoräisehe  Lehrsatz  in  einigen 
Formen  ausgesprochen  sich  gleichlautend  auf  sphärische  und  absolute 
Geometrie  übertragen  lässt,  und  hofft  durch  gegenwärtige  Mitteilung 
Manchen  für  das  Studium  der  absoluten  Geometrie  zu  gewinnen. 


Hermann  von  Holmholtz  's  Untersuchungen  über  die  Grund- 
lagen der  Mathematik  und  Mechanik.  Von  Dr.  Leo  Koenigsber- 
ger,  Professor  der  Mathematik  an  der  Universität  zu  Heidelberg. 
Mit  einem  Bildniss  Hermann  von  Helmholtz's.  Leipzig  1896.  13.  G. 
Teubuer.    58  S. 

Die  in  vorliegender  Rede  enthaltenen  Untersuchungen  gelten 
nicht  allein  den  bewährten  und  daher,  woran  niemand  zweifelt,  ewig 
dauernden  Grundlagen  jener  Wissenschaften,  sondern  zu  noch  grösse- 
rem Teile  den  problematischen  Grundlagen  einiger  Zweige  derselben, 
von  deren  definitiver  Feststellung  wir  gegenwärtig  noch  weit  ent- 
fernt sind.   In  Betreff  der  erstem  ist  zu  betonen,  dass  das  gesamte 
Zuwerkegehen  vollkommene  Freiheit  bekundet  von  den  Kant'scheu 
Vorurteilen  des  absoluten  Apriori,  des  Transscendentalen  und  der 
Metaphysik.   Die  gänzliche  Lossagung  würde  noch  entschiedener  au 
den  Tag  treten,  wenn  Helmholtz  nicht,  statt  einer  nutzlosen  Be- 
kämpfung, es  klugerweise  stets  vorgezogen  hätte,  in  respectvoller 
Ferne  an  solchen  Lehren  vorüberzugehen.    Wäre  die  Herrschaft  und 
Präoccupatiou  frant'scher  Irrlehren  nicht  selbst  jetzt  noch  so  gross 
und  verbreitet,  so  würde  man  die  Forschungswege  von  Helmholtz 
nicht  sowol  für  originell,  sondern  vielmehr  für  natürlich  halten  und 
nicht  auf  Priorität  Gewicht  legen  wollen  in  Ideeu,  mit  denen  mau 
längst  vertraut  war,  wenn  man  sie  auch  nicht  mit  gleichem  Erfolge 
verkündigt  hatte.    Dies  hat  erweiternde  Auwendung  auf  ein  Urteil 
von  Koenigsberger.    Ihm  zufolge  untersuchte  Helmholtz  nicht  mathe- 
matische Problemo  um  ihrer  selbst  willen  mit  Anwendung  auf  die 
Naturwissenschafteu ;  er  holte  sie  sich  vielmehr  aus  der  Beobachtung 
der  Natur  zu  dem  Zwecke,  die  Probleme  der  Natur  mathematisch 
zu  formulireu.    Im  Gegenwärtigen  aber  handelt  es  sich  uicht  um 
mathematische  Probleme,  sondern  um  philosophische  Fragen  der 
psychischen  Genesis  des  Erkennens.    In  diesen  heisst  es,  nahm  er 
ein  unmittelbares  Interesse.   Auch  hier  ist  es  die  Freiheit  von  Vor- 
urteilen, was  von  Vielen  der  Originalität  der  Entdeckung  zugerechnet 
wird.   Zunächst  ist  es  nicht  neu,  sondern  in  der  Forderung  Bako's 
alle  Begriffe  zn  ihrer  scientiven  Gültigkeit  durch  Erfahrung  zu  be- 
gründen enthalten,  dass  man  den  Ursprung  der  Grundbegriffe  der 
Mathematik  und  Mechanik,  in  Betreff  des  Raumes,  der  Zeit  und  der 
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Masse  in  der  Erfahrung  gesucht  hat.  Unterbrochen  und  beiseite 
geschoben  dnreb  Kant's  unwissenschaftliche,  aber  populäre  Lehre 
vom  Apriori  ward  dann  die  Untersuchung  wieder  aufgenommen  von 
Riemaun,  welcher  die  unterschiedlichen  empirischen  Elemente  des 
Raumbegriffs  ermittelte.  Für  ihn  war  das  Problem  ein  mathematisch 
logisches.  Für  Helmholtz  war  die  Aufgabe  vorbehalten  den  exaeten 
Nachweis  der  Erfahrung  durch  präcise  Experimente  zu  geben.  Der 
Anfang  und  das  unmittelbare  Interesse  seiner  Tätigkeit  war  daher 
auf  Beobachtung  der  Sinnesorgaue  und  ihrer  Functionen  gerichtet- 
Dieae  physiologische  Untersuchung  eröffnete  ihm  die  Bahn  zur  Lö- 
sung der  psychologischen  Aufgabe,  die  Construction  des  dreifach 
orthogonalen,  homogenen  ,  unendlichen,  translocabeln  und  drehbaren 
Raumsystems  und  des  Congruenzbegriffs  von  Seiten  des  erkennenden 
Geistes  zum  Bewusstsnin  zu  führen  und  die  Axiome  der  Geometrie 
in  Betreff  der  Geraden ,  der  Ebene,  der  Parallelen  empirisch  zu  be- 
gründen, d.  h.  auf  rein  gegebene  Tatsachen  zurückzuführen.  Die  Lö- 
sung mag  unvollendet,  zum  Teil  bestreitbar  sein,  immer  ist  doch 
Helmholtz  der  erste,  der  sie  ernstlich,  mit  Bewusstsein  der  Erfor- 
dernisse in  Angriff  genommen  hat.  So  gilt  denn  Kocnigsberger's 
charakteristische  Bemerkung  nicht  allein  von  mathematischen  Pro- 
blemen, sondern  auch  von  einer  philosophischen  Frage  von  didaktisch 
pädagogischer  Bedeutung  für  den  mathematischen  Schulunterricht. 
—  In  der  Mechanik  handelt  es  sich  um  das  Princip  der  summarisch, 
unveränderlichen  lebendigen  Kraft,  äntieipirt  von  Cartesius  in 
voller  Allgemeinheit  für  die  gesamton  Naturvorgänge ,  wiewol  bei 
problematisch  bleibendem  Wesen,  begrifflich  exaet  aufgestellt  von 
Leibniz,  nach  Ergänzung  durch  das  Potential  als  Magazin  der 
lebendigen  Kraft  für  Bewegung  fester  Körper  (und  deren  Atome) 
durch  bewiesenen  Lehrsatz  bestimmt  von  Huygens,  ausgedehnt  auf 
die  Wärme  von  Robert  Mayer.  Die  Existenz  dieses  in  allen 
Naturvorgängen  herrschenden  Gesetzes  ist  also  kein  Gedauke  der 
Neuzeit.  Uebrig  blieb  uud  bleibt  die  Entdeckuug  und  der  Nachweis 
des  unveränderlichen  Elements  in  der  Hydrodynamik,  der  Aerody- 
namik, der  Elektricität ,  des  Magnetismus  und  dem  Lichte.  Was 
Helmholtz  für  diese  Aufgabe  geleistet  hat,  wird  im  übrigen  Teile  der 
Rede  dargelegt.  H. 


Die  Zahl  und  das  Unendlichkleine.  Von  Dr.  Karl  Goebel- 
Soest   Leipzig  1896.   Gustav  Fock.   47  S. 

Der  Titel  nennt  den  Gegenstand,  über  den  der  Verfasser  sich 
äussern  will;  was  er  zu  geben  gedenkt,  sagt  der  Titel  nicht.  Die 


Digitized  by  Google 


Litleraritchtr  Bericht  LX11. 


19 


Anfaugs worte  der  Schrift  scheinen  die  Absicht  zu  verraten  ihn  nieht 
erklären,  sondern  in  mystisches  Dunkel  hüllen  zu  wollen.  Doch 
fern  von  aller  täuschendeu  Kunst  setzt  sie  auseinander,  was  keinem 
Rechner  unbekannt  ist,  ohne  je  die  Punkte  zu  berühren,  welche  zu 
principiellen  Untersuchungen  Anlass  geben.  Die  ganze  hinzugefügte 
Logik  besteht  im  Gegensatz  des  Aligemeinen  und  Besondern.  Das 
Motiv  der  Schrift  ist  also  aus  ihr  so  wenig  wie  aus  dem  Titel  zu 
ersehen.  Zu  erwähnen  sind  einige  historische  Angaben  betreffend 
Galilei,  Fermat  und  Newton.  Hoppe. 

Kritik  der  exaeten  Forschung.  Von  Friedrich  Ego.  Gedruckt 
auf  Kosten  des  Verfassers.   Leiden  1897.   E.  J.  Hrill.    81  S. 

Kritik  ist  im  ganzen  Buche  nicht  zu  finden;  die  eigentümlichen 
Meinungen  des  Verfassers  werden  stets  imperatorisch  ausgesprochen 
und  nirgends  ein  Versuch  gemacht  sie  dem  Leser  überzeugend  dar- 
zutun. Auch  wird  dies  Verhalten  gar  nicht  verhehlt;  denn  gleich 
im  Anfang  erklärt  der  Verfasser  das  Gemüt  für  den  Grund  aller  Er- 
kenntniss  und  Richter  über  dieselbe  und  äussert  sich  geringschätzig 
über  die  Objectivität  des  Urteils.  Für  richtig  gilt  ihm,  was  dem 
Ego  zusagt,  der  stets  im  Namen  aller  urteilt  Da  nun  die  Schrift 
nur  beliebige  Stücke  aus  Doctrineu  bespricht,  die  für  sich  weder 
instruetiv  noch  anziehend  sind,  so  dürfen  wir  sie  wol  für  ganz  un- 
schädlich halten,  nur  berechnet  auf  das  Gemüt  des  Ego  als  einzigen 
Lesers.  Hoppe. 

Introduction  ä  la  geometrie  diff6rentielle  suivant  la  möthode  de 
H.  Grassmann.  |Par  G.  Burali  Forti,  Professeur  ä  TAcademie 
militaire  de  Turin.   Paris  1897.   Gauthier-Villars  et  tils.   165  S. 

„Das  Buch  enthält  eine  kurze  Darlegung  des  geometrischen 
Calculs  nebst  mehreren 'Anwendungen  auf  die  elementare  differenticlie 
Geometrie.  Der  geometrische  Calcul  ist  1679  erfunden  von  Leibniz, 
dem  ersten,  der  es  für  bequem  oder  notwendig  hielt,  direct  auf  die 
geometrischen  Elemente  zu  operiren,  während  die  analytische  Geo- 
metrie auf  Zahlen  operirt,  die  eine  indirecte  Beziehung  zu  den  re- 
präsentirten  Elementen  haben."  Die  Gegenstände  sind:  die  geome- 
trischen Formen,  nämlich  Definitionen  und  Regeln  des  Calculs, 
Vectoren  und  ihre  Producte,  Reduction  der  Formen,  regressive  Pro- 
duete,  Coordinaten;  variable  Formen,  nämlich  Derivirte,  Linien  und 
Enveloppen,  Regelflächen ,  Fresnel'schen  Formeln;  Anwendungen, 
nämlich  Helix,  Regelflächen  bezüglich  auf  eine  Curve,  orthogonale 
Trajectorien.  H. 
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An  essay  on  the  foundatious  of  geometry.  By  Bertrand  A. 
W.  Russell.  M.  A.  Fellow  of  Triuity  College,  Cambridge.  Cam- 
bridge 1897.    Univcrsity  press.   201  S. 

Die  Abscbnitte  des  Buchs  sind  folgende  Einleitung,  unser  Pro- 
blem definirt  durch  seiue  Beziehungen  zur  Logik,  Psychologie  und 
Mathematik.  Geschichte  der  Metageometrie.  Kritischer  Bericht 
über  einige  der  Geometrie  vorausgehende  philosophische  Theorien. 
Die  Axiome  der  projectiven  Geometrie,  die  der  metrischen  Geome- 
trie, die  der  Freibeweglichkeit,  das  Axiom  der  Dimensionen,  das 
der  Eutferuuug.  Philosophische  Cousequenzen  Der  Verfasser  ist 
Anhänger  von  Kant,  dem  gegenüber  er  wenig  eigenes  Urteil  dar- 
bietet. Er  lässt  es  oft  bei  kurzer  Formulirung  bewenden ,  wo  ein- 
gehende Erörterung  erwartet  werden  durfte.  H. 


Die  Gruudlagc  der  modernen  Weitlehre:  Daniel  Bernoulli, 
Versuch  einer  neuen  Theorie  der  Wcrtbcstimmuug  vou  Glücksfällen. 
Herausgegeben  |von  A.  Pringsheim.  Leipzig  1890.  Duncker 
u.  Humblot.   60  S. 

Daniel  Bernoulli,  Sohn  des  Professors  der  Mathematik  Johann 
Bernoulli,  geboren  1700  in  Groningen,  ward  1725  (Professor  in 
Petersburg,  1733  Professor  in  Basel,  zunächst  für  Anatomie  und 
Botanik,  später  auch  für  Physik,  und  starb  1782.  Die  von  ihm  ver- 
fasste,  1738  von  der  Petersburger  Akademie  herausgegebene  Abhand- 
lung, von  welcher  hier  die  Rede  ist,  hat  den  Titel:  Specimcn  theoriae 
novae  de  mensura  sortis,  auetorc  Daniele  Bernoulli  Von  ihr  wird 
im  Vorliegenden  eine  deutsche  Ueberset/.ung  gegeben.  Voraus  geht 
eine  Einleitung,  unterschrieben:  Ludwig  Kick.  Hauptsächlich  in  letz- 
terer  tritt  besonders  deutlich  und  auffällig  der  verhängnissvolle  Fehler 
der  Forschuug  hervor,  dass  man  nach  Lösung  von  Fragen  sucht 
ehe  man  die  Fragen  verstanden  hat.  Seit  Jahrhunderten  ist  die 
richtige  Wertschätzung  in  Frage,  uud  bis  heute  hält  mau  es  lür  zu 
umständlich,  uud  Fick  denkt  gar  nicht  daran,  die  Bedeutungen  des 
Wortes  aus  den  verschiedenartigen  Bedürfnissen  seiner  Auwendung 
herzuleiten.  Er  betrachtctjioch  immer  das  Wort  als  Vertreter  eines, 
wenn  auch  bcsseruugsbedürftigeu  Begriffs  und  die  Zuziehung  zu  be- 
rücksichtigender Umstände  als  Fortschritt  und  Berichtigung,  lu  der 
Tat  besitzen  wir  auf  gegenwärtigem  Staudpuukt  erst  eine  Vielheit 
von  Begriffen  des  Wertes  gültig  für  die  respectiven  in's  Auge  ge- 
fassten  FäHe,  deren  manche  sich  vielleicht  nachweisbar  vereinigen 
lassen.   Fick  sieht  in  Bernoulli's  Schrift  einen  epochemachenden 
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Fortschritt  der  Theorie  des  Weites  über  die  bisherige,  welche  auf 
objectiver  Grundlage  ruht.  Bernoulli  selbst  legt  nur  Gewicht  dar- 
auf, dass  seine  Theorie  neu  ist.  Neu  ist  sie  durch  die  Annahme, 
dass  Jeder  seinen  Gewinn  und  Verlust  nach  dessen  Quotienten  durch 
sein  Vermögen  schätzt  (nach  gleichem  Princip,  wie  später  Fechner 
die  Grenze  der  Einpfmdbarkeit  von  Sinnesreizen  als  den  Quotienten 
des  Unterschiedes  durch  den  gesamten  Reiz  mit  Experimenten  nach- 
wies). Aber  ein  Fortschritt  der  Theorie  ist  aus  dcrZuziehuug  eines 
subjectiven  Elements  nicht  ersichtlich:  es  sind  eben  nur  andre  Fälle 
in  Betracht  gezogen,  auf  welche  der  neue  Begriff  des  Wertes  passt 
(sei  es  dass  man  fragt,  ob  oder  bei  wieviel  Einsatz  man  auf  ein  ge- 
botenes Spiel  eingehen  will,  oder  dass  man  mit  der  Spielregel  Gimpel 
zu  taugen  gedenkt  u.  s.  w.)  Auf  die  Fehler,  welchen  dadurch  Kaum 
gegeben  wird,  dass  mau  Bernoulli's  Hypothese  allgemein,  mithin  auch 
au  unpassender  Stelle,  wo  die  Frage  mit  subjektiver  Schätzung  nichts 
zu  tuu  hat,  auwendet,  wollen  wir  nicht  eingehen,  sondern  nur  einen 
von  Bernoulli  selbst  begangenen  Fehler  erwähnen,  der  an  eiuem 
Beispiel  das  Ungenügende  der  alten  Theorie  zeigen  will.  Er  lässt 
wiederholt  ein  Geldstück  werfen,  so  dass  2  Fälle  gleich  möglich 
sind;  nach  jedem  Wurfe  soll  sieh  der  Preis  für  den  glücklichen 
Wurf  von  «  au  verdoppeln;  mit  letzterem  endet  das  Spiel.  Er  be- 
hauptet, nach  alter  Theorie  wäre  der  Wert  der  Hoffnung  offeubar 
unendlich.    Nach  einfacher  Wahrscheinlichkeitsrechnung  ist  derselbe 

=  (2"-1  .  2";  =  \a 

und  anfangs  einzusetzen.  Um  den  Irrtum  zu  erkläreu,  könnte  man 
annehmen,  Bernoulli  habe  im  Sinne  gehabt  (wovon  er  nichts  sagt,  wie 
er  überhaupt  von  veränderlichen  Werten  nie  spricht)  der  Spieler 
habe  naih  dem  witen  unglücklichen  Wurfe  seinen  Anspruch  an  einen 
andern  verkauft  (auch  die  Zuiässigkeit  der  Uebertragung  durfte  nicht 
verschwiegen  werden)  Das  Spiel  wäre  dann,  vorher  um  die  Einheit 
«,  von  da  au  in  ein  ein  gleiches  um  die  höhere  Eiuheit 

übergegangen.  Ist  nuu  der  Käufer  keiu  Freuud  von  hohem  Glücks- 
spiel, so  kann  er  sich  mit  dem  eisten  Spieler  auch  auf  einen  niedern 
Preis  c  einigem,  wenn  nämlich  dieser  den  gewissen  Gewiuu  der  Hoff- 
uuug  dermasseu  vorzieht,  dass  er  gern  ein  Geschenk  von  a—c  dazu 
verwendet,  die  Unlust  des  Käufer's  zu  überwinden.  So  lassen  sich 
in  der  Tat  subjective  Elemente  beim  Handel  mitwirkend  denken;  nur 
6ind  diese  gauz  verschieden  von  den  in  Bcmoulli's  Hypothese  vor- 
ausgesetzten. Das  augeführte  Heispiel  zeigt  weder  einen  Mangel  der 
alten  Theorie  noch  eine  Besserung  durch  die  neue. 

  Hoppe. 
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Digitized  by  Google 


Stahcl'8  Sammlung  von  Prüfungsaufgaben  Nr.2.:  Absolutorial- 
aufgaben  in  Bayern.  1.  Hft.  Ducrue ,  Jos.,  Aufgaben  aus  der 
Mathematik  u.  Naturwissenschaft',  gegeben  an  'den  humanist.  Gym- 
nasien ,  Real-Gymnasien  u.  Realschulen  Bayerns.  Als  üebungs- 
stoflf  f.  den  Repetitionsunterricht  zusammengestellt.  7.  Aufl.  (Er- 
gänzt bis  1897.)    12°.    (III,  li>4  S.)    Würzburg,  Stahel.   1  Mk. 

Vöbringer,  L.,  Rechcnschulo.  Stufenmässig  geordnete  Bei- 
spielsammlg.  f.  das  mündl.  u.  scbriftl.  Rechnen  in  niederen  u.  höhercu 
Schulen.  III.  Bdchn.  Das  Rechnen  mit  mehrfach  benannten  ganzen 
Zahlen  im  4.  Schuljahr.  3.  Aufl.  8°.  (VII,  119  S )  Stuttgart, 
Luug.    Kart.  DO  Pf. 

Wenzel,  Karl,  Rechenbuch  f.  kaufmännische  Fortbildungs- 
schulen. Autwortenheft.  1.  u.  2.  Tl.  gr.  8°.  (29  u  40  S.)  Hannover, 
Meyer,    ä  60  Pf. 


Tabellen. 

Biscan,  Wilh.,  Formeln  u.  Tabellen  f.  den  praktischen  Elektro- 
techniker. Ililfs-  u.  Notizbuch.  Mit  Holzsch.  u.  4  Tat*.  3.  Aufl. 
12°.    (IV.  130  S.  m.  Notizbuch.)    Leipzig,  Leiner.    Geb.  2  Mk. 

Engelmann,  Th.  W.,  Tafeln  u.  Tabellen  zur  Darstellung  der 
Ergebnisse  spectroskopischer  u.  spectrophotomotrischer  Beobachtungen. 
gr.8°.  (4  S.  m.  2  Tab.  u.  2  färb.  Tat.  in  je  10  Explren.)  Leipzig, 
Engelmann.  1,80  Mk.;  10  Expl.  einer  Taf.  ohne  Text  u.  Tab.    1  Mk. 

H  arten  st  ei  n ,  IL,  fünfstellige  logarithmische  u.  trigonometrische 
Tafeln,  f.  d.  Schulgebrauch  hrsg.  gr.fc".  (III,  123  S.)  Leipzig, 
Teubner.    Geb.  1  Mk.  40  Pf. 

Jelinek,  Laur. ,  logarithmischo  Tafeln  f.  Gymnasien  u.  Real- 
schulen. 3.  Aufl.  Sammt  Anleitg.  gr.8°.  (IV,  1;>7  S.j  Wien,  Pichler's 
Ww.,  Sohn.    Geb.  1,50  Mk. 

Müller,  Carl,  Adf,  Multiplikations-Tabellen,  auch  f.  Divi- 
sionen anwendbar.  Bearb.  nach  e.  neutu  Anordnung,  gr. 8°  (VIII, 
2ul  S.  m.  1  Tab.  auf  Leiuw.-Pap.)  Karlsruhe,  G.  Braun.  Geb.  3  Mk. 

Murai,  Ilcinr.,  Zinseszinsen-,  Einlage-,  Renten-  u.  Amortisa- 
tions-Tabellen, auf  10  Decimalstellen  berechnet.  Mit  362  ausge- 
arbeiteten Amortisationsplänen,  gr.b".  (157  u.  IV,  344  S.)  Berlin, 
Gosellius.    Geb.  20  Mk. 

Opus  palatinum,  Sinus-  u.  Cosinus- Tafeln  von  10'  z.  10". 
Hrsg.  v.  W.  Jordan.   gr-b°.    (VII,  270  S.)    Hannover,  Hahn.  7  Mk. 

Person,  Bonj.,  Tabellen  zur  Bestimmung  der  Trägheitmomente 
symmetrischer  u.  unsymmetrischer  beliebig  zusammengesetzter  Quer- 
schnitte für  Bauingenieure,' Maschineningnieurc  u.  Architeken.  gr.  4°. 
(V,  20  S.  m.  5  Fig.)    Zürich,  Speidel.    2  Mk. 
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Reinhardt,  Karl,  Steuerungstabellen  für  Dampfmaschinen 
mit  Erläuterungen  nach  den  Müller'schen  Schieberdiagrammen  u.  mit 
Berücksichtigung  einer  Pleuelstangenlänge  gleich  dem  fünffachen  Kur- 
belradius, sowie  beliebiger  Exzenterstangenlänge  für  einfache  u.  Doppel. 
Schiebesteurgn.  Mit  zahlreichen  Beispielen.  Lex.-8*  (VIII,  Iii  S. 
m  Fig.)   Berlin,  Springer.   Geb.  6  Mk. 

Sachs,  J.,  Tabelle  der  Elemente  der  regelmässigen  Vielecke, 
gr.fol.   Stuttgart,  Mai  er.   50  Pf. 

Schmidt,  H.  C,  Zahlenbuch.  Produkte  aller  Zahlen  bis  10C0 
mal  1000.  Ein  Hülfsrcchenbuch  das  alle  Multiplicationen  erspart,  u. 
das  übrige  Zahlenrechnen  ausserordentlich  abkürzt.  Entworfen  v. 
C.  Caris.  Lox.-8°.  (VII,  279  S.)  Aschersleben ,  Bennewitz.  Geb. 
10  Mk. 

Schülke,  A.,  vierstellige  Logarithmen-Tafeln,  nebst  mathomat., 
physikal.  u.  astronom.  Tabellen  für  den  Scnulgebrauch  zusammenge- 
stellt.  2.  Aufl.  Lex.-8°.  (IV,  18  S.)  Leipzig,  Teubner.  Kart.  60  Pf. 

Schultz,  E.,  vierstellige  mathematische  Tafeln.  (Ausg  A.)  für 
gewerbliche  Lehranstalten.  2.  Aufl.  gr.8°.  (V,  80  S.)  Nebst  An- 
leitung zum  Gebrauche  der  mathomat.  Tabellen. in  den  techn.  Kalendern. 
An  25  Beispielen  aus  der  Praxis  erläutert.  2.  Aufl.  16*.  (31  S.) 
Essen,  Baedeker.   Geb.  1,20  Mk. 

—  ,  dass.  (Ausg.  B.)  f.  höhere  Schulen.  2.  Aufl.  gr.8°.  (VIII, 
46  u.  fcO  S.)   Ehd.   Geb.  1  Mk. 

—  ,  mathematische  u.  technische  Tabellen  f.  Handwerker-  u. 
Fortbildungsschulen.  2.  Aufl.  gr.fe0.  (VIII,  64  S.)  Ebd.  Geb.  CO  Pt. 

—  ,  vierstellige  Logarithmen  der  gewöhnlichen  Zahlen  u.  der 
Winkelfunktionen  zum  Gebrauche  an  Gymnasien.  gr.8#.  (IV,  80  S) 
Ebd.   Geb.  80  Pf. 


Arithmetik,  Algebra  und  reine  Analysls. 

Blanke,  W.,  Rechenschule.  2.  Hft.  Das  Rechnen  mit  be- 
nannten Zahlen.  3.  Aufl.  gr.8°.  (IV,  64  S.)  Bremen,  Kaiser. 
Geb.  66  Pf. 

Büttner,  A.,  Kopfrechenschule.  2.  Tl.  Rechenstoffe  f.  die 
Oberstufe  mehrklass.  Schulen,  sowie  f.  Präparandenanstalten  u.  Fort- 
bildungsschulen. 2.  Aufl.  8».  (110  S.)  Leipzig,  Hirt  &  Sohn. 
Geb.  1,25  Mk. 

Feller,  F.  E.  u.  C.  G.  Odermann,  das  Ganze  der  kaufmän- 
nischen Arithmetik  zum  10.  Male  bearb.  v.  Carl  Gust.  Oderraann. 
17.  Aufl.  gr.8°.  (X,  467  S.)  Leipzig,  0.  A.Schulz  Verl.  4,50 Mk. 
Auflösungen  der  Uebungsaufgaben  (20  S.)   60  Pf. 

Fricke,  R.  n.  Fei.  Klein,  Vorlesungen  üb.  d.  Theorie  der 
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automorphen  Functionen.  1.  Bd.  Die  gruppentheoret.  Grundlagen. 
gr.8°.   (XIV,,  634  8.  m.  192  Fig.)   Leipzig,  Teubner.    22  Mk. 

Hintz,  0.,  grosser  Rechenmeister.  Eine  gründliche  Unterweisg. 
in  der  gesamten  Rechenkunst.  Zum  Selbstunterricht,  sowie  zum  Ge- 
brauche in  Fortbildungsschulen  hrsg.  b°.  (XI,  515  S.  m.  55  Fig.) 
Berlin,  Friedberg  &  Mode.   3  Mk. 

—  ,  kleiner  Rechenmeister.  Praktische  Unterweisung  in  der 
Rechenkunst.  Zur  grttndl.  Selbstbelehrg.  f.  jedermann,  insbesondere  f. 
Gewerbetreibende,  Landwirte,  Militärpersonen,  Beamte  etc.  sowie  zum 
Gebrauche  in  Fortbildungsschulen  hrsg.  8".  (VI,  249  S.)  Ebd. 
1,80  Mk. 

Klein,  F.,  ausgewählte  Kapitel  der  Zahlentheorie  I.  u.  II.  Vor- 
lesung.  4°.   I.  Geh.  im  Wintersemester  1895-96.   Ausgearb.  v.  A. 
Sommerfeld.    (V,  391  autogr.  S.  m.  Fig.)   II.  Geh.  im  Sommer- 
semester  1896.   Ausgearb.  v.  A.  Sommerfeldt  u.  Ph.  Frutwängler. 
(V,  354  autogr.  S.)    Leipzig,  Teubner.    14,50  Mk. 

Krause,  Mart.,  Theorie  der  doppelperiodischen  Functionen  e. 
veränderlichen  Grösse.  2  (Schluss-)Bd.  gr.8°.  (XII,  306  S.)  Ebd. 
12  Mk. 

Kreibig,  Jos.  Edm.,  Leitfaden  des  kaufmännischen  Rechnens 
f.  zweiklassige  Handelsschulen,  gr.8*.  (VI,  287  S.)  Wien,  Hölder. 
Kart.  2,64  Mk. 

Küpper,  Karl,  die  primitiven  u.  unprimitiven  Specialgruppen 
auf  C,».   gr.8°.   (HS.)  Prag,  Rivna<\   2)  Pf. 

Laska,  W.,  Beitrag  zur  Integration  der  numerischen  Differen- 
tial-Gleichungen.  gr.8°.    (10  S.)   Ebd.    20  Pf. 

Lerch,  M.,  sur  quelques  formules  concernant  lesfonctions  ellip- 
tiques  et  les  integrales  Euleriennes.   gr  8°.   (II  S.)   Ebd.    2J  Pf. 

Loria,  Gino,  Integrali  Euleriani  e  spirali  sinosoidi.  gr.8. 
(6  S.)   Ebd.   20  Pf. 

Mertens,  F.,  über  Dirichlet's  Beweis  des  Satzes,  dass  jede  un- 
begrenzte ganzzahlige  arithmetische  Progression,  deren  Differenz  zu 
ihren  Gliedern  theilerfremd  ist,  unendlich  viele  Primzahlen  enthält. 
gr.8*.    (33  S.)   Wien,  Gerold' s  Sohn.   70  Pf. 

—  ,  über  e.  algebraischen  Satz.  gr.8°.   (9  S.)   Ebd.   30  Pf. 

—  ,  über  e  asyinptoti schon  Ausdruck.  gr.8°.  (11  S.J  Ebd. 
3  )  Pf. 

Pleskot,  Ant,  über  die  Grenzen  der  Wurzeln  e.  Gleichung 
m.  nur  reelleu  Wurzeln,   gr.  b°.    (»  S.)    Prag,  Rivnat-.   20  Pf. 

Rogel,  Frz.,  combinatorische  Beziehungen  zwischen  Summen 
von  Teilerpotenzen,   gr.  b°.   (9  S.)   Ebd.   20  Pf. 

Stolz,  0.,  zwei  Grenzwerte,  v.  welchen  das  obere  Integral  e. 
besonderer  Fall  ist.    gr.8°.   (15  S.)    Wien,  Gerold'»  Sohn.   4o  Pf. 
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Studnicka,  F.  J.,  Neuer  Beitrag  zur  Theorie  der  Potenz-  u. 
Kombinations-Determinanten,   gr.80.   (16  S.)  Prag,  Rivnä*.  24  Pf. 

Traber,  W.  L.,  Algebra.  Ein  Lehrheft  f.  Lehrer  u.  Schüler 
techn.  u.  gewerbl.  Lehranstalten.  Kurz  u.  leicht  fasslich  zusammen- 
gestellt.  2  Thle.   gr.8°.   Giessen,  Baiser.   Geb.  1,80  Mk. 

Würsdörfer,  J.,  Strömungen  aus  dem  Gebiete  des  Rechen- 
unterrichts m.  besonderer  Berücksichtigung  der  „Sachgebiete  des 
Rechnens11.  Vortrag.  gr.8°.  (33  S.)  Stuttgart,  Süddeutsche  Ver- 
agsbuchh.    50  Pf. 

Ziudler,  Konr,  über  die  Differentiation  mehrfacher  Inte- 
grale nach  e.  Parameter,  v.  dem  auch  die  Grenzen  abhängen.  gr.8° 
(6  S.)    Wien,  Gerold's  Sohu.    20  Pf. 


(Geometrie. 

Binder,  Wilh.,  die  Uudulationen  ebener  Curven  C*6.  (1-.  Mit- 
teilg.)   gr.  8°.    (28  S.  m.  12  Taf.)    Wien,  Gerold's  Sohn.    1,40  Mk. 

Dictsch,  Chrph.,  Leitfaden  der  darstell.  Geometrie.  Mit  88 
in  den  Text  eingedr.  Fig.  u.  sehr  vielen  Aufgaben.  3.  Aufl.  gr.  8°. 
(IV,  152  S.)    Leipzig,  Deichert  Nachf.    2,20  Mk. 

Dobriner,  Herrn.,  Leitfaden  der  Geometrie  f.  höhere  Schulen. 
Mit  375  z.  Tl.  färb.  Fig.  gr.H.  (XV.  13J  S.)  Leipzig,  Voigtläu- 
der.    2,4'J  Mk. 

Girudt,  Mart.,  Raumlehre  f.  Baugewerbcschuleu  u,  verwandte 
gewerbliche  Lehranstalten.  1.  Tl.:  Lehre  v.  den  ebenen  Figuren 
Mit  276  Fig.  im  Text  u.  227  der  Baupraxis  entlehnten  Aufgaben. 
gr.8°.    (VII,  99  S.)   Leipzig,  Teubner.   Kart.   2,40  Mk. 

Holl,  W.,  Lehrbuch  der  Geometrie.  Die  Lehre  v.  deu  geome- 
trischen Raumgrössen  in  geeigneter  Verbindung  mit  Zeichnen  u.  Rech- 
nen. 3.  Aufl.  v.  K.  Holl.  8°.  (IX,  131  u.  76  S.  m.  Fig.).  Stutt- 
gart, Kohlhammer.   Kart.  1,80  Mk. 

K  o  h  n ,  G  u  s  t.,  über  räumliche  Poneelet'scbe  Polygone,  gr.  8°. 
(7  S.)    Wien,  Gerold's  Sohn.    20  Pf. 

Molke,  Roman,  über  diejenigen  Sätze  Jacob  Steiner's,  welche 
sch  auf  die  durch,  e.  Punkt  gehenden  Transversalen  e.  Kurve  nter 
Ordnung  beziehen.   gr.8°.   (81  S.)   Breslau,  Schletter.   1  Mk. 

Pözl,  Wenzelaus,  Elemente  der  darstellenden  Geometrie,  zum 
Schulgebrauch  zusammengestellt.   I  Tl.:  Geradlinige  ebene  Gebilde. 
Neue  [Titel-] Ausg.    gr.8°.   (VI,  60  S.  m.  81  Fig.)   München,  Th. 
Ackermann.   1,20  Mk. 

Pyrkosch,  Rhld.,  über  Poncelet'sche  Dreiecke,  besonders 
solche,  welche  confocalen  Kegelschnitten  ein-  u.  umgeschrieben  sind. 
gr.8°.   (61  S.  m.  4  Fig.)   Breslau,  Schletter.   80  Pf. 


Rothe,  Rud.,  Untersuchungen  üb.  die  Theorie  der  isothermen 
Fliehen.    Diss.   gr.4°.   (42  S  )    Berlin,  Mayer  &  Müller.   2  Mk. 

Sachs,  J.,  Lehrbuch  der  ebenen  Elementar-Georaetrie  (Plani- 
metrie). 8.  Tl.:  Die  Anwendung  der  Aehnlichkeit  auf  die  Lehre  vom 
Kreis.  Bearb.  nach  System  Kleyer.  gr.8°.  (VII,  226  S.  m.  135  Fig. 
u.  1  Tab.)   Stutttgart,  Maier.   5  Mk. 

Scblotke,  J.,  Lehrbuch  der  darstellen  Geometrie  1.  Tl.. 
Specielle  darstell.  Geometrie.  Mit  1*3  Fig.  3.  Aufl.  gr.8°.  (IV,* 
154  S.)   Dresden.   Kühtmann.   3,«0  Mk. 

Tengler,  Frz.,  Construction  der  conjugirteu  Durchmesser, 
resp.  Achsen  eiues  Kegelschnittes,  der  einem  gegebenen  Polar  reeiprok 
ist.   gr.8»    (12  S.)   Klagenfurt,  Kleinmayr.   1  Mk. 

Waeisch,  Emil,  über  Flächen  mit  Lionville'schcm  Bogenelc- 
ment   gr.8°.   (6  S.)   Wien,  C.  Gerold's  Sohu.   20  Pf. 

Walter,  Alois,  über  c.  Satz  von  Cbasles  u.  üb.  dessen  Zu- 
sammenhang m.  der  Theorie  der  Momentanaxe.  gr.8°.  (13  S.) 
Leoben,  Nüssler.   1  Mk. 


Trigonometrie. 

Brüklen,  0,  Lehrbuch  der  ebenen  Trigonometrie  mit  Bei- 
spielen u.  280  Uebungsaufgabcn  f.  höhere  Lehranstalten  u.  zum 
Selbstunterricht.  8°.  (VII,  122  S.  in.  4)  Fi*.)  Hcilbronn, 
Schröder  <t  Co.   Geb.  1,50  Mk. 


Praktische  tieettetrie,  tieodnsie. 

Dreieck  netz,  das  schweizerische,  (der  internationalen  Erd- 
messung), hrsg.  v.  der  schweizer,  geodät.  Kommission.  7.  Bd. :  Messcr- 
sebmidt,  J.  B.,  Relative  Schwerebestimmungeu.  1.  Tl.  Im  Auftrage 
ausgeführt  u.  bearb.  gr.4ü.  (IV.  216  S.  m.  3  Taf.)  Zürich,  Fäsi  & 
Beer.  10  Mk. 

Höben  best  im»  ÜB  gen,  trigonometrische  u.  barometrische, 
(Normalnull-Höhen)  in  Württemberg,  bezogen  auf  den  einheitlich 
deutschen  Normalnull puukt.  Donaukreis.  14.  Hft.  Oberamtsbez.  Ulm. 
Bearb.  v.  C-  Kogel  mann.  Hrsg.  v.  dem  k.  Statist.  Landesamt.  gr.b*. 
(dB  &)  Stuttgart,  Lindemann.   Kart,  f.0  Pf. 

Jordan,  W.,  Handbuch  der  Vermessungskunde.  2.  Bd.:  Fcld- 
h.  Laad-Messg.  5.  Aufl.  Mit  636  Zekhngn.  im  Text.  2.  Lfg.  gr.8°. 
(XII  «.  8.  417  -785  u.  Ann  47  S.)  Stuttgart,  Metzler's  Verl.  8,30  Mk. 
(II.  Bd.  kplt.  1*,20  Mk.) 
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Landcs-Triangulation,  die  königl.  prcussischc.  Hauptdrei- 
ecke.  9.  Tbl.  A.  Die  rheiniseh-hcss.  Dreieckskette.  —  B.  Das  Basis- 
netz bei  Bonn.  -  C.  Das  niederrhein.  Dreiecksnetz.  Gcmesseu  n. 
bearb.  v.  der  trigonometr.  Abtheilg.  der  Landesaufnahme.  Mit  c. 
Uebersichtstaf.  u.  19  Skizzen.  Lex.  8°.  (XII,  484  S.)  Berlin,  Mitt- 
ler &  Sohn.    Kart.  15  Mk. 

Läska,  W.,  über  Hauptgleichungen  der  Geodäsie,  gr.  8ft.  (13  S.) 
Prag,  Rivnae.    20  Pf. 

Schreiber,  0.  die  konforme  üoppelprojektion  der  trigonome- 
trischen Abtheilg.  der  Landesaufnahme.  Lex.-8°.  (IV,  99  S.)  Berliu, 
Mittler  &  Sohn.   Kart.  3  Mk. 

Veröffentlichung  des  königl.  preussischen  geodätischen  In- 
stitutes. Kühnen,  Fr.,  die  Vermessung  der  Grundlinien  bei  Strehlen, 
Berlin  u.  Bonn,  ausgeführt  durch  das  geodät.  Institut.  Unter  Mit- 
wirkung v.  R.  Schumann  bearb.  gr.4°.  (IV,  121  S.  m.  4  Taf.) 
Berlin,  Staukiewicz.   9  Mk. 


Mechanik. 

Boltzniann,  Ludw.,  Vorlesungen  üb.  die  Principe  der  Mecha- 
nik. (In  3  Thln  )  I.  Tbl.,  enth.  die  Principe,  bei  denen  nicht  Aus- 
drücke nach  der  Zeit  integrirt  werden,  welche  Variationen  der  Coor- 
dinateu  od.  ihrer  Ableitgu.  nach  der  Zeit  enthalten.  gr.8°.  (X, 
241  S.  m.  16  Fig.)    Leipzig,  Barth.    6  Mk. 

Klein,  F.  u.  A.  Sommerfeld,  über  die  Theorie  des  Kreisels. 
1.  Hft.  Die  kiuemat.  u.  kinet.  Grundlagen  der  Theorie..  gr.8°. 
(196  S.)   Leipzig,  Teubuer.   5,60  Mk. 

Laucustein,  Ii,  die  graphische  Statik.  Elementares  Lehr- 
buch f.  techn.  ünterrichtsanstalten  u.  zum  Gebrauch  in  der  Praxis. 
4.  Aufl.  gr.8°.  (VI,  235  S.  in.  255  Abbildgn.)  Stuttgart,  Bcrg- 
strässcr.   Geb.  6  Mk. 

Schwartze,  Thdr.,  neue  Elcmentar-Mechanik  f.  technische 
Lehranstalten  u.  zum  Selbstunterricht.  Mit.  e.  Vorwort  v.  F.  Reuleaux. 
8°.  (XVI,  359  S.  m.  212  Abbildgn.)  Braunschweig,  Vieweg  &  Sohn. 
4,80  Mk . 

Weber' s  illustr.  Katechismen.  Nr.  70.  Hüber,  Ph.,  Katechis- 
mus der  Mechanik.  6.  Aufl.,  neu  bearb.  v.  Waith.  Lange.  Mit  196 
in  den  Text  gedr.  Abbildgn.  (XV,  271  S.)  12°.  Leipzig,  J.  J. 
Weber.   Geb.  3,50  Mk. 

Weisse,  H.,  das  Flug-Gesetz  als  Grundlage  zur  Lösung  des 
Flug-Problems  im  Sinne  des  Buttenstedt'schen  Princips.  Mit  1  Fig.- 
Taf.  gr.b0.   (45  S.)   Kiel,  Lipsius  &  Tischer.   1  Mk. 
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Wilczynski,  E.  J.,  Hydrodynamische  Untersuchungen  u.  An- 
wendungeil auf  die  Theorie  der  Sounenrotation.  Diss.  gr.  8°.  (34  S.) 
Berlin,  Mayer  &  Müller.    2  Mk. 


Technik. 

Anleitung  zum  Bau  elektrischer  Haustelegraphcu-,  Telephou- 
u.  Blitzableiter-Anlagen.  Hrsg.  v.  der  Aktiengesellschaft  Mix  & 
Genest.  4.  Aull.  gr.8".  (XV,  382  S.  m.  528  Abbildgn.)  Berlin, 
Polytechn.  Buchh.    A.  Seydel.   4,50  Mk. 

—  ,  praktische,  zur  Aulage  v.  Blitzableitern.  Mit  26  Abbildgn. 
in  Holzschu.    3.  Aufl.   gr.8°.    (44  S.)    Leipzig,  Leiner.   60  Pf. 

Bibliothek,  elektrotechnische.    11.  Bd.    Urbanitzki,  Alf.,  die 
elektrischen  Bclcuchtungs-Anlagen   m.    besond.  Berücksicht.  ihrer 
praktischen  Ausführung.  Mit  113  Abbildgn.    3.  Aufl.    (VIII,  240  S.) 
8°.   Wien,  Ilartleben.   3  Mk. 

Encyklopaedie  der  Photographie.  27.-29.  Hft.  gr.8°. 
Hallo,  Knapp.  27.  Mercator,  G. ,  die  Diapositivverfahren.  Prak- 
tische Anleitung  zur  Herstellg.  v.  Fenster-,  Steroscop-  u.  Pro- 
jektionsbildern  mittels  älterer,  neuerer  u.  neuster  Druckverfahren. 
(V,  93  S.)  2  Mk.  28.  Büttner,  0.  u  K.  Müller,  To  chnik  u.  Vcr- 
werthung  der  Röntgen'schcn  Strahlen  im  Dienste  der  ärztlichen 
Praxis  u.  Wissenschaft.  Mit  29  in  den  Text  gedr.  Abbildgu.  u.  5 
Taf.  (V,  146  S.)  3  Mk.  —  29.  David,  Ludw.,  die  Momcnt-Pboto- 
graphie.    Mit  122  Textbilderu.   gr.8°.    (VIII,  241  S.)   8  Mk. 

Eruecke,  Erich,  über  elektrische  Wellen  u.  ihre  Anwendung 
zur  Demonstration  der  Telegraphie  ohne  Draht  nach  Marconi.  Ex- 
perimentalvortrag.  gr.8.  (15  S.  m.  12  Abbildgn.)  Berlin,  Gaert- 
uer.    8U  Pf. 

Fortschritte  der  Elektrotechnik.  Berlin,  Springer.  9  Jahrg. 
1895.   2.  Hft.   5  Mk    11.  Jahrg.  1897.    i.  Hft.   5,60  Mk. 

Gaisberg,  S..  Taschenbuch  f.  Monteure  elektrischer  Beleuch- 
tungsanlagen. 14.  Aufl.  12°.  (VIII,  2i »3  S.  m.  Fig.)  München, 
Oldcnbourg.    Geb.  2,50  Mk. 

Grossmann,  Ludw.,  die  Mathematik  im  Dienste  der  National- 
ökonomie unter  Rücksichtnahme  auf  die  praktische  Handhabung  der 
Disciplincn  der  Finanzwissenschaft  u.  Versichcrungstechnik.  9.  Lfg. 
gr.8°.  (Suppl.-Bd.  VII,  80  S.)  Wien,  (III.  Sofienbrückeng.  14) 
Selbstverlag.   5  Mk. 

Grünwald,  E.,  die  Herstellung  u.  Verwendung  der  Akkumu- 
latoren in  Theorie  u.  Praxis.  Ein  Leitfadon.  2.  Aufl.  12°.  (VI, 
154  S.  m  83  Abbildgn.)   Halle,  Knapp.   3  Mk. 
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Gümbel,  L..  das  Stabilitätsproblem  des  Schiffbaues.  Mit  28 
Textfig.  u.  6  lith.  Taf.  gr>°   (VI,  49  S.)  Berliu,  Siemens.  2,40  Mk. 

Hartmann,  Konr.  u.  J.  0.  Knoke,  die  Pumpen.  Berech- 
nung u.  Ausführung  der  f.  die  Fördcruug  v.  Flüssigkeiten  gebräuchl. 
Maschinen.  2.  Aufl.  gr.8°.  (IX,  666  S.  m.  G64  Fig.  u.  6  Taf.) 
Berlin,  Springer.    Geb.  IG  Mk. 

Holzt,  A.,  Elektrotechniker.  24.  Hft.  Leipzig,  Schäfer.  75  Pf. 

Jungelaus,  H.  A.,  Magnetismus' u.  Deviation  der  Compasse. 

2  Aufl.  Anh.daza,  Ueber  die  Einwirkg.  der  elektr.  Licht-  u.  Kraft- 
übertragungs-Anlagen in  Schiffen  auf  den  Compass.  8°.  (24  S.) 
Bremerhaven,  Schipper.    6)  Pf. 

Kar  marsch,  Karl,  Uaudbuch  der  mechanischen  Technologie. 
Iu  5.  Aufl.  hrsg.  v.  E.  Hartig  G.  Aufl.  hrsg.  v.  Herrn.  Fischer.  14. 
Lfg.,  bearb.  v.  Herrn.  Fischer  u.  Ernst  Müller  gr.8°.  (3.  Bd. 
S.  1151-1296  m.  Abbildgn.)   Berlin,  W.  <fe  S.  Loewenthal.    5  Mk. 

Lewerenz,  Emst,  Hilfsbuch  f.  die  Telegraphen-  u  Fern- 
sprechtechnik. Unter  besonderer  Berücksichtigung  der  Telegrophen- 
u.  Fernsprecheiurichtungen  der  deutschen  Reichs-Post-  u.  Tclcgra- 
pbeuver waltung.  Mit  67  in  den  Text  gedruckten  Abbildungen  u.  4 
farbigen  Tafeln.    b°.    (XI,  134  S.)    Berlin,  Springer.   Geb.  4  Mk. 

Lisegang.  R.  Ed.,  die  Entwicklung  der  Auscopir-Papiere. 
gr.b0.   (60  S.)   Düsseldorf,  Liesegang.    1  Mk. 

Lolliug,  Heiko,  Konstruktionsblätter  praktisch  ausgeführter 
Maschinenanlageu,  nebst  erläut.  Text  u.  elementar  gehaltenen  Be- 
rechnung als  Unterlage  f.  prakt.  Ausführgn.  techn.  Lehranstalten  u. 
/um  Selbstunterricht  hrsg.  1.  Tl.  Dampfkessel-  u.  Dampfkesselan- 
lagen. Fol.  (III,  33  S.  m.  16  Taf.  iu  Aupeldruck.)  Köln.  Neubner, 
In  Mappe  3,60  Mk. 

Lueger's,  0.,  Lex.  d.  Technik.  25.  u.  26.  Abthlg.  Stuttgart, 
Deutsche  Verlags  Anstalt,   a  5  Mk. 

Luxenberg,  M.,  die  Bogenlicht- Schaltungen  u.  Bogenlampen- 
Gattungen.  2.  Aufl.  gr.8°.  (51  S.  ra  4  Taf.)  Leipzig,  Leiner. 
2.50  Mk. 

Meissner,  G.,  Hydraulik.   2.  Aufl.   23.  Lfg.  Jena,  Costenoble. 

3  Mk. 

—  ,  die  Kraftübertragung  auf  weite  Entfernungen  u.  die  Kon- 
struktion der  Triebwerke  u.  Regulatoren.  2.  Aufl.  v.  Jos.  Krämer. 
1.  Bd.    gr  8°    (387  S.  m.  30  Taf.)   Ebd    18  Mk. 

Pechan,  Jos,  Berechnung  der  Leistung  u.  des  Dampfver- 
brauches der  Zweicylinder-Dampfmaschineu  zweistufiger  Expansion. 
gr.b0.   (XV,  289  S.  m.  14  Fig.  u.  48  Tab.)  Wien,  Deutickc.  8  Mk. 

Rejtö,  Alex.,  die  innere  Reibung  der  festen  Körper  als  Bei- 
trag zur  theoretischen  mech.  Technologie.  Aus  dem  Ung.  übers,  v. 
Karl  Gaul.    gr.K°.    (VII,  111  S.  m.  22  Taf.)  Leipzig,  Felix.   7  Mk. 
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Schenkel,  Raim.,  der  überhitzte  Dampf.  Darstellung  seiner 
ausschliessl.  Anwendg.  in  den  gegenwärt.  u.  zukünft.  Dampfbetrieben, 
gr  8°.    (V,  132  S )    Wien,  Spielhagen  &  Schurich.    2,80  Mk. 

Sc  hiemann,  Max,  Bau  u  Betrieb  elektrischer  Bahnen.  An- 
leitung zu  deren  Projektierg.,  Bau  u.  Betriebsführg.  Strassenbahnen. 
Mit  364  Abbildgn.,  2  photo-lith.  Taf.,  3  Taf.  Diagramme  u-  mehreren 
Fig.-Taf.   2.  Aufl.   gr.8ü.    (VIII,  392  S.)   Leipzig,  Leiner.   12  Mk. 

Schmidt,  Geo.,  die  Wirkungsweise,  Berechuung u.  Konstruktion 
der  Gleichstrom-Dynamomaschinen  u.  Motoren.  Mit  204  Abbildgn., 
33  Taf.  Konstruktionsskizzen  u.  1  Diagrammtaf.  gr.8°.  (VIII,  272  S.) 
Ebd.   8,50  Mk. 

Sicherheitsregeln  f.  elektrische  Hochspannungs- Anlagen, 
hrsg.  vom  Verband  deutscher  Elektrotechniker.  12°.  (23  S.  m.  Fig.) 
Berlin,  Springer.   Kart.  50  Pf. 

Tuma,  Jos.,  eine  Quecksilberluftpumpe.  gr.8°.  (8  S.;  m.  4 
Fig.)   Wien,  Gerold's  Sohn.   40  Pf. 

Unterrichtsbriefe  d.  Elektrotechnik.  11.— 20.  Hft  Pots- 
dam, Bonness  &  Ilachfeld.   a  60  Pf. 

Vogel,  H.  W,  Ilaudbuch  der  Photographie.  4.  Aufl.  4  Thle., 
enth.  die  photograph.  Chemie,  Optik,  Praxis  u.  Kunstlehro.  III.  Thl. 
Die  photograph.  Praxis.  1.  Abthlg. :  Die  photograph.  Arbeitsräume 
u.  Geräte.  Der  photograph.  Negativprozess  m.  Kollodium  u.  Galaline- 
Emulsion.   gr.8".   (X.  310  S.  207  Illustr.)   Berlin,  Schmidt.    8  Mk 

Voit,  E.  u.  C.  Heinke,  elektrotechnisches  Praktikum.  Hilfs- 
buch f.  Studirende  der  Elektrotechnik.  2.  Thl.  Heinke,  C,  Wecbsel- 
strommessuugen  u.  magnetische  Messungen.  gr.8°.  (XXIII,  '.10  J  S. 
m  148  Fig.)   Leipzig,  Hirzel.   Geb.  8  Mk. 

Was  brauche  ich  zum  Photograp hieren?  Leitfaden. 
gr.8°.  (IV,  84  S.  m.  Abbildgu.  u.  1  Taf.)  Düsseldorf,  Liesegang. 
75  Pfg. 

Wiedemann,  Eilh.  u.  Herrn.  Ebert,  Physikalisches  Prakti- 
kum m.  besond.  Berücksichtigung  der  physikalisch-chemischen  Me- 
thoden. 3.  Aufl.  gr.8°.  (XXV,  49 0  S.  m.  316  Holzst.)  Braun- 
schweig, Vieweg.   9  Mk. 

Optik,  Akustik  und  Elastlcitttt. 

Exner,  Frz.  u.  E.  Haschek,  über  die  ultravioletten  Funken- 
spectra  der  Elemente.  Wien,  Gerold's  Sohn.  VII.  Mittheilg.  (enth. 
die  Spectrav.  Pb,  Zn,  Sn,  Cd,  AI,  Mg).  gr.8*>.  (15  S.  m.  6  Taf.) 
1,90  Mk.  VIII.  Mittheilg.  (enth.  die  Spectra  v.  le,  Hg,  Biy  Sk,  C). 
gr.8».  (20  S.  m.  2  Taf.)  1  Mk.  IX.  Mitth.  (enth.  die  Spectra  v. 
A',  A«,  Baf  Ho,  Fe).   gr.8n.   (27  S.  m.  2  Taf.)    1,10  Mk. 
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Laucnstein,  R.,  die  Festigkeitslehre.  Elementares  Lehrbuch 
f.  den  Schul-  u.  Selbstunterricht,  sowie  zum  Gebrauch  in  der  Praxis, 
nebst  e.  Anh.,  enth.  Tabellen  der  Potenzen,  Wurzeln,  Kreisumfänge 
u.  Kreisinhalte.  4.  Aufl.  gr  8".  (VI,  153  S.  m.  9  )  Abbildgn.) 
Stuttgart,  Bergsträsser.   3,50  Mk  ;  geb.  4,50  Mk. 

Lommel,  E.,  Theorie  der  Dämmerungsfarben.  er.  4°.  (60  S. 
m.  3  Fig.)   München,  G.  Franz's  Verl.    2,5 )  Mk. 

Schwei  dl  er,  A,  über  Rotationen  im  homogenen,  elektrischen 
Felde.   gr.8°.   (7  S.)    Wien,  Gcrold's  Sohn.    20  Pf. 


Erd-  nnd  lliiiiiiieUkunde. 

Anleitung  zur  Messung  u.  Aufzeichnung  der  Niederschläge. 
Hrsg.  vom  König),  preuss.  meteorologischen  Institut.  3.  Anfl.  Lex.-sü . 
(12  S.  m.  3  Holzschn.)    Berlin,  Asher  &  Co.    60  Pf. 

Beobachtuugsergebnisse  der  königl.  Sternwarte  zu  Berlin. 
7.  Hft.  Marcuse,  Adf.,  Photographische  Bestimmungen  der  Pol  höhe. 
(?9  S.  m.  3  Fig.J.   gr.4°.   Berlin,  Üümmler's  Verl.    3  Mk. 

Bussler,  Fr.,  die  Elemente  der  mathematischen  u.  der  astro- 
nomischen Geographie.  Für  die  Prima  höherer  Lehranstalten  bearb. 
gr.8°.  (VI,  71  S.  m.  24  Fig.  u.  1  Sternkarte.)  Dresden,  Ehlermaun. 
Geb.  J,50  Mk. 

Cohn,  Bertb.,  über  die  Gauss'sche  Methode,  aus  den  Beobach- 
tungen dreier  gleicher  Steruhöhen  die  Höhe,  Zeit  u.  Polhöhe  zu 
finden  u.  praktische  Hilfsmittel  zu  ihrer  Anwendung.  gr.4°.  (70  S. 
m.  Fig.,  2  Karten  u.  2  Transparenten.)    Strassburg,  Singer.   4  Mk. 

Ergebnisse  der  Untersuchung  der  Hochwasserhältnisse  im 
deutschen  Rheingebiet.  Auf  Veraulassg.  der  Reichskommission  zur 
Untersuchg.  der  Stromverhältnisse  des  Rheins  u.  seiner  wichtigsten 
Nebenflüsse  u.  auf  Grund  der  v.  den  Wasserbaubehörden  der  Rhein- 
gebietsstaaten gelieferten  Aufzeichnungen  bearb.  u.  hrsg.  v.  dem 
Centraibureau  f.  Meteorologie  u.  Hydrographie  im  Grossherzogth. 
Baden.  III.  Hft.  Die  Anschwellgu.  im  Rhein,  ihre  Fortpflanzung  im 
Strome  nach  Mass  u.  Zeit  unter  die  Einwirkuug  der  Nebenflüsse. 
Bearb.  von  M.  v.  Tcin.  Mit  10  Taf.  IV.  Hft.  Auftreten  u.  Ver- 
lauf des  Hochwasser  vom  März  -April  1895.  Bearb.  von  M.  v.  Teiu. 
Mit  5  Taf.  Fol.  (V,  91,  57  S.)  Berlin,  Ernst  &  Sohn.  Kart.  24  Mk. 

Eschenhageu,  M.,  über  schnelle  periodische  Veränderungen 
des  Erdmagnetismus  v.  sehr  kleiner  Amplitude.  gr.sw.  (9  S.  m. 
1  Taf.)   Berlin,  Reimer.   50  Pf. 

F ritsch e,  H.,  über  die  Bestimmung  der  Coefficienten  der  Gauss- 
schen  allgemeinen  Theorie  des  Erdmagnetismus  f.  d.  J.  1885  u.  üb. 
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den  Zusammenhang  der  drei  erd magnetischen  Elemente  untereinan- 
der. gr.8*.  (86  autogr.  S.)  St  Petersburg  (Strelniuskaya  ulitzka 
4),  Selbstverlag.  —  Ratzeburg,  Fräulein  Louise  Fritsche.   4  Mk- 

Homen,  Thdr.,  der  tägliche  Wärmeumsatz  im  Boden  u.  die 
Wärmestrahlung  zwischen  Himmel  u.  Erde.  gr.4°.  (147  S.  m.  5 
Abbildgn.  u.  10  lith.  Taf)   Leipzig,  Engelmann.    JO  Mk. 

Jäger,  Gust.,  die  Lösung  der  Mondfrage.  gr.8°.  (III,  59  S. 
m.  1  Taf.)   Stuttgart,  Kohlhammer.   2  Mk. 

Jahrbuch,  deutsches  meteorologisches,  f.  1896.  Beobachtungs- 
system der  meteorolog.  Stationen  I.  Ordnung.  Aachen.  Ergebnisse 
der  meteorolog.  Beobachtgn.  an  der  Station  I.  Ordng.  Aachen  u. 
deren  Nebenstationen  im  J.  1896.  Hrsg.  im  Auftrage  der  Stadtver- 
waltg.  v.  Dir.  P.  Polis.  II.  Jahrg.  gr.4°.  (VI,  74  S.  m.  4  Ab- 
bildgn. u.  1  Taf.)   Karlsruhe,  Braun.   5  Mk. 

König,  Arth.,  die  Abhängigkeit  der  Farben-  u.  Helligkeits- 
gleichungen v.  der  absoluten  Intensität.  gr.8°.  (12  S.)  Berlin, 
G.  Reimer.   50  Pf. 

Mangoldt,  H.,  Beweii  der  Gleichung  £  -  0.  gr.8°. 
(18  S.)   Ebd.   1  Mk.  *"* 

Meyer,  Wilh.,  das  Weltgebäude.  Eine  gemeinverständl.  Hirn, 
melskunde.  Mit  etwa  323  Abbildgn.  im  Text,  9  Karten  u.  29  Taf.  in 
Farbendr.  Heliograv.  u.  Holzsch.  (In  14  Hftn.)  1.  Hft.  gr.8. 
(S.  1—48.)   Leipzig,  Bibliograph.  Institut.   1  Mk. 

Publikationen  des  astrophysikalischen  Observatoriums  zu 
Potsdam.  Nr.  36.  XI.  Bd  3.  Stück.  Wilsing,  J.,  Untersuchungen 
üb.  d.  Parallaxe  u.  die  Eigeubewogung  v.  61  Cygni  nach  photo- 
graphischen Aufnahmen.  gr.4°.  (59  S.  m.  2  Taf.)  Leipzig,  Engel- 
mann.  4  Mk. 

Soland,  unser  Sonnensystem,  gr.b0.  (59  S.  m.  2  Taf.)  Leip- 
zig, Strauch.   2  Mk. 

Spitaler,  R.,  die  Ursache  der  Breitenschwankungen.  gr.4°. 
(19  S.  m.  1  Fig.  u.  1  Karte.)   Wien,  Gerold's  Sohn.   1,40  Mk. 

Stichternoth,  Alb.,  Untersuchung  über  die  B.ihn  des  Cometen 
1822  IV.   gr.4M.   (VI,  64  S.)   Leipzig,  Engelmann.   4  Mk. 

Veröffentlichungen  des  königl.  preuss.  meteorologischen  In- 
stituts. Hrsg.  durch  Wühl.  v.  Bozold.  Ergebnisse  der  Beobachtun- 
gen an  den  Stationen  II.  u.  III.  Ordnung  im  J.  1893,  zugleich  deut- 
sches meteorolog.  Jahrbuch  f.  1S93.  Beobachtungssystem  des  Königr. 
Preussen  u.  benachbarter  Staaten.  (1893.  3.  Hft.)  gr  4°.  (XVI  u. 
S.  99-291  m.  1  färb.  Karte.)   Berlin,  Asher  &  Co.   9  Mk. 

—  ,  dass.  Ergebnisse  der  Gewitter-Beobachtungen  in  den  J. 
1892,  1893,  1896.    gr.4°.    (XXI,  57  S.  in.  3  Ahbilflgn.)  Ebd.  S  Mk. 
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Vierteljahrsschrift  der  astrom.  Gesellschaft.  32.  Jahrg. 
1.  u.  2.  Hfl.   Leipzig,  Engelmann.   ä  2  Mk. 


Nautik. 

Jahrbuch,  nautisches,  od.  Ephemeriden  u.  Taf.  f.d.  J.  1900 
zur  Bestimmung  der  Zeit,  Länge  u.  Breite  zur  Sco  nach  astronomi- 
schen Beobachtungen.  Hrsg.  vom  Reichsamt  des  Innern.  Unter  Red. 
v.  Dr.  Schräder,  gr  8°.  (XXXII,  276  S.)  Berlin  C.  Hcymann's 
Verl.   Kart.  1,50  Mk. 

—  ,  kleines  nautisches,  f.  U98.  37.  Jahrg..  Hrsg.  W.  Ludolph 
12°.    (52  S.)   Bremen,  Heinsius.    75  Pf. 

Leitfaden  f.  den  Unterricht  in  der  Navigation.  2.  Aufl.  (X, 
370  S.  m.  132  Abbildgn.  u.  8  Steindr.  Taf.)  Nebst  Anh.:  Nautische 
Rechngn.  4».  (VIII,  139  S.  m.  Abbildgn.)  Berlin,  Mittler  &  Sohn. 
lb,50  Mk. ,  Leitfaden  allein  11  Mk.;  Anhang  allein  4  Mk. 

Segelhandbuch  des  Irischen  Kanals.  II.  Tl.  Die  Ostseito. 
Hrsg.  v.  der  Direktion  der  deutschen  Seewarte.  gr.8°.  (XXIX, 
462  S.)    Hamburg,  Fricderichsen  <fc  Co.    Kart.  3  Mk. 


Physik. 

Börner,  IL,  physikalisches  Unterrichtswerk  f.  höhere  Lehran- 
stalten, sowie  zur  Einführung  der  neueren  Physik  in  2  Stufen.  2. 
Stufe:  IV.  Lehrbuch  der  Physik  f.  die  3  oberen  Klassen  der  Real- 
gymnasien  u.  Ober-Realschulen,  sowie  zur  Einführg.  in  das  Studium  der 
neueren  Physik.  gr.8°.  2.|Auh\  (XIII,  483  S.)  m.  365  Abildgn.  Berlin, 
Weidmann.   Geb.  6  Mk. 

Diesel,  u.  M.  Schröter,  Diesels  rationeller  Wärmemotor. 
2  Vorträge.   (gr.4u.   19  S.  m.  17  Taf.)   Berlin,  Springer.    1,40  Mk. 

Ernst,  Ch.,  eine  Theorie  des  elektrischen  Stromes  auf  Grund 
des  Energicprincipes.  gr.8°.  (64  S.  m.  6  Fig.)  München,  Lüne- 
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Vertheilung  der  Energie  mittelst  Wechselströmen.  Uebers.  v.  Carl 
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zig, Barth.   6,40  Mk. 

Mache,  Heinr.,  Bestimmungen  der  speeifischen  Wärme  einiger 
schwer  schmelzbaren  Metalle.  gr.8°.  (4  S.)  Wien,  Gerold's  Sohn- 
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Tuma,  Jos.,  ein  Phasenmessapparat  f.  Wechselströme,  gr. 
(5  S.  m.  3  Fig.)    Wien,  Gerold's  Sohn.    30  Pf. 

—  ,  ein  Phaseumessuistrunieut  f.  Wechselströme.  gr.S0.  (11  S. 
m.  3  Fig.)    Ebd.   bö  Pf. 

Vi  olle,  J.,  Lehrbuch  der  Physik.  Deutsch,  v.  E.  Gumlich, 
W.  Jaeger,  St.  Lindeck.  2.  Tl.;  Akustik  u.  Optik.  2.  Bd.  Geome- 
trische Optik,  gr.fc0.  (VII,  u.  S.  3<  9  —  675  m.  270  Fig.)  Berlin, 
Springer.    8  Mk. 

War  bürg,  Emil,  Lehrbuch  der  Experimentalphysik  f.  Stu- 
direndo.  Mit  405  Orig.-Abbildgn.  im  'lYxr.  3.  Aufl.  gr.h0.  (XX, 
295  S.)   Freiburg  i./Br.,  Mohr.    7  Mk. 

Weiler,  W.,  Wörterbuch  der  Elektricität  u.  des  Magnetismus 
Mit  vielen  Abbildgn.  (In  ca.  10  Heften.)  1.  u.  2.  Hft,  L<;x.-8°. 
Leipzig,  Schäfer,   ä  75  Pf. 

Wilke,  Artr.,  die  Elektricität,  ihre  Erzeugung  u.  ihre  Anwen- 
dung. 3.  Aufl.  Mit  1U  Taf.  u.  i*'2H  Te::t-Illustr.  gr.8°.  (VII,  C37  S.) 
Leipzig,  0.  Spamer.    8,50  Mk. 

Wulf,  Thdr.,  S.  J.,  Beobachtungen  an  geschlossenen  Clark- 
sehen  Normalelemcnten.  gr.fe0.  (18  S.  m.  6  Fig.)  Wien,  Gerold's 
Sohn.    50  Pf. 

Wüllner,  Adph.,  Lehrbuch  der  Experimentalphysik.   5.  Aufl. 


Digitized  by  Google 


3.  Bd.  Dio  Lehre  vom  Magnetismus  n.  v.  der  Elektricität  m.  e. 
Einleitung.  Gruudzüge  der  Lehre  vom  Potential.  gr.8°.  (XV, 
1414  S.  m.  341  Abbildgn.  u.  Fig.)    Leipzig,  Tcubner.    18  Mk. 

Vermischte  Schriften. 

Berichte  d.  süchs.  Ges.  d.  Wiss.  Mathcmat.-phys.  Classe.  1897. 
III.    Leipzig,  Hirzel.    I  Mk. 

Mitteilungen  der  mathematischen  Gesellschaft  in  Hamburg. 
3.  Bd.  7.  Hft.  Red.  v.  Sieveking,  Schröder  u.  Busche,  gr.  *0. 
(S.  273—317.)    Leipzig,  Teubner.    1  Mk. 

Schcfflcr,  II  er  in.,  vermischte  mathematische  Schriften,  enth. 
1.  Zusätze  zur  Theorie  der  Gleichungen.  2.  Die  quadratische  Zer- 
fälluug  der  Zahlen.  3.  Die  Phötiixzahlen.  gr.^.°.  (IOJ  S.)  Braun  - 
schweig,  Wagner.   2  Mk. 

Sitzungsberichte  der  königl.  böhmischen  Gesellschaft  der 
Wissenschaften.  Mathetnatisch-naturwisseuschaftl.  Classe.  Jahrg. 
189C.  2  Bde.  Mit  27  Taf.  u.  5ö  Holzschn.  gr.b«.  (XI,  luü4  S.) 
Prag.  RivnaC.    20  Mk. 

—  Münch.,  mathemat.  Classe.  1807.  1.  Hft.  München,  Franz' 
Verl.    1,2  )  Mk. 

—  Wiener,  math.-naturw.  Classe.  Wien,  Gerold's  Sohn.  1. 
Abthlg.  1<  6.  Bd.  .-3.  Hft.  3,«0  Mk.  Abth.  IIa.  100.  Bd.  1.-4. 
Hft.    £,30  Mk.  -  Abthl.  IIb.  1ÜÜ.  Bd.    1.-3.  Ufr.   3,2)  Mk. 

—  ,  dass.  Register  zu  deu  Bdu.  IGL— 1)5.  XIV.  gr.4°.  (VII, 
144  S.)   Ebd.    l,Su  Mk. 

Veröffentlichungen  des  königl.  astronomischen  Rechen- 
Instituts  zu  Borlin.  Nr.  f>.;  Bauschinger,  J.,  Genäherte  Oppositious- 
Ephemeriden  v.  78  kleinen  Planeten  f.  1897  August  bis  iJecembor. 
Unter  Mitwhkg.  mehrerer  Astronomen,  insbesondere  der  Herren 
A.  Berberich  u.  P.  Noudebauer  hrsg.  4°.  (26  S.)  Berliu, 
Dümmler's  Verl.    1,20  Mk. 


Digitized  by  Google 


Litterarischer  Bericht  LXJ11.  24 


TJNivi:plSITY 


Litterarischer  Bericht 

LXI1I. 


L  e  Ii  r  b  U  che  r. 

Die  Kiemente  der  Mathematik.  Für  höhere  Lehranstalten  be- 
arbeitet von  Fr.  Bussler,  Professor  am  Sophien- Gymnasium  zu 
Berliu.  Teil  I.  Pensum  für  die  Mittelklassen  (Quarta  bis  Unter- 
secunda).  Zweite,  durchgesehene  Auflage.  —  Teil  II.  Pensum  für 
die  Oberclasseu  (Obersecunda  und  Prima).  Zweite  Auflage.  — 
Dresden,  Berliu  1897.   L.  Ehlermann.   151  -j-  234  S. 

In  Berücksichtigung  wenig  entwickelten  Denkvermögens  der  An- 
fänger übertrifft  das  vorliegende  Lehrbuch  wol  jedes  andere.  Die 
Zergliederung  und  Umformung  der  Sätze  geht  so  weit,  dass  nach 
einer  Aussage,  eines  sei  grösser  als  ein  andres,  als  Folgerung  be- 
sonders ausgesprochen  wird  (§  16):  letzteres  sei  kleiner.  Dies  Ver- 
halten, welches  im  weitern  Verlauf  des  Vortrags  allmählich  iu  cou- 
eime  Darstellung  übergeht,  also  dem  Wachsen  logischer  Fähigkeit 
sehr  wol  Rechnung  trägt,  mag  durch  Erfahrung  des  Verfassers  ge- 
rechtfertigt sein,  wenn  man  auch  die  vielen  selbstverständlichen 
„Folgerungen"  lieber  durch  Fragen  ersetzt  gesehen  hätte.  Wich- 
tiger ist  natürlich  die  Forderung  eines  überall  genauen  Ausdrucks. 
Iu  dieser  Beziehung  ist  es  nun  auffällig,  dass  zwar  der  Anfang  nichts 
vermissen  lässt,  dass  aber  im  weitern  Fortgang  mehr  und  mehr 
Mängel  und  Nachlässigkeiten  zutage  kommen,  wo  der  Verfasser 
darauf  zu  rechuen  scheint,  der  Schüler  werde  in  richtiger  Deutung 
der  Worte  seiner  Meinung  entgegenkommen.  Einzelne  Unbestimmt- 
heiten durchzugehen  würde  zu  umständlich  sein;  dagegen  darf  die 
ärgste  Verletzung  didaktischer  Pflicht  nicht  stillschweigend  hin- 
genommen werden.    Die  Lehre  von  den  Parallelen  beginnt  (nach 

Arch.  d.  Math.  u.  Thya.   2.  Reihe,  T.  XVI.  3 
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euklidischer  Definition)  mit  dem  „Gtundsatz":  „Zwei  parallele  Gera- 
deu  haben  dieselbe  Richtuug'\  Was  „Richtung"  heisst,  ist  nirgends 
erklärt.  Auch  ist  es,  wie  leicht  erhellt,  unmöglich  die  Riehtuugen 
zweier  nuverbundeneu  Geraden  zu  vergleichen.  Daher  sind  die 
Sätze  über  die  Winkel,  welche  eine  schneidende  Gerade  mit  2  Geraden 
bildet,  vorausgehend  notwendig,  um  von  den  Richtungen  der  Geraden, 
ihrer  Gleichheit  und  ihrem  Unterschiede  exaeto  Begriffe  zu  gewinnen. 
Die  ganze  Parallelentheorie  ist  demnach  auf  ein  Wort  ohne  bekann- 
ten Sinn  gebaut.'  Jeder  zu  ihr  gehörige  Beweis  setzt  schon  die 
Theorie  im  ganzen  voraus.  Der  Betrug,  durch  welchen  die  schein- 
bare Begründung  plausibel  gemacht  und  ein  eingebildetes  Wissen 
erzeugt  wird,  ist  zu  versteckt  um  von  den  Schülern  durchschaut 
zu  werden.  Zu  diesem  Blendwerk  zu  greifen  war  nun  überhaupt 
kein  Anlass.  Bekanntlich  lautet  der  Grundsatz  der  Paralleleutheorie, 
aus  dem  alle  ihre  Sätze  tiiesseu,  in  einfachster  Form :  Durch  einen 
gegebenen  Punkt  lässt  sich  mit  einer  gegebenen  Geraden  uur  eine 
Parallele  ziehen.  Warum  der  Verfasser  statt  dieses  Satzes  einen 
solchen  gewählt  bat,  der  wegen  fehlender  Begriffsbestimmung  nicht 
verstanden  werden  kaun,  lässt  sich  kaum  auders  erklären  als  durch 
den  Zweck,  der  Verstandescoutrole  von  Seiten  der  Schüler  und  Leser 
zu  eutgeheu.  —  Im  ganzen  ist  der  Lehrstoff  ungemein  ausgedehnt \ 
von  allen  vorgefundeneu  Theorien  findet  man  Teile  zu  Nutzen  eifriger 
Mathematiker  uuter  den  Schülern  dem  Standpunkt  der  Gasse  ent- 
sprechend bearbeitet:  Teile  der  neuern  synthetischen  Geometrie,  der 
Combinatorik,  der  Reihen,  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung,  der 
complexen  Zahlen,  der  Zinsesziusrechnuug  u.  a.  m. 

Hoppe. 

Aufangsgiünde  der  ebenen  Geometrie.  Nach  deu  neuen  Lehr- 
pläuen  bearbeitet  von  Karl  Schwering,  Director  des  stiftischen 
Gymnasiums  in  Düreu,  und  Wilhelm  Krimp  hoff,  Oberlehrer 
am  Gymuasium  in  Paderborn.  Zweite  Aurlage.  Mit  151  Figureu. 
Freiburg  im  Breisgan  1897.    Herder.    133  S. 

Besprochen  im  51.  litt.  Bericht,  S.  31. 

Hoppe. 

Vorschule  der  Geometrie.  Von  Prof.  H.  Köstler.  Achte,  ver- 
besserte Auflage.  Mit  47  in  den  Text  gedruckten  Holzschnitten. 
Halle  a.  S.  1897.    Louis  Nebert.    21  S. 

Die  3.  und  die  verbesserte  4.  Auflage  sind  im  8.  litt.  Bericht, 
S.  41  besprochen.  H. 
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Leitfaden  der  elementaren  Mathematik.  Von  Adolf  Sicken- 
berg« r,  K.  Gymnasialprofiissor  und  Rector  der  Luitpold-Kreisreal- 
schulo  in  Müucbeu.  Zweiter  Teil:  Planimetrie.  Dritte  Auflage. 
München  1896.    Theodor  Ackermann.    123  S. 

Besprochen  im  51.  (und  25.)  litt.  Bericht,  S.  36. 

H. 

Ebene  Geometrie.  Lehrbuch  mit  systematisch  geordneter  Auf- 
gabensammlung für  Schulen  und  /um  Selbststudium.  Von  Dr.  Georg 
Reckuagel,  Professor  und  Rector  des  K.  Realgymnasium  zu  Augs- 
burg, Mitglied  der  K.  B.  Akademie  der  Wissenschaften  zu  München. 
Fünfte  Auflage.    München  1896.    Theodor  Ackermann    222  S. 

Die  4.  Auflage  ist  besprochen  im  46.  litt.  Bericht,  S.  15. 

Hoppe. 

Lehrbuch  der  ebenen  und  sphärischen  Trigonometrie.  Zum  Ge- 
brauch beim  Selbstunterricht  und  in  Schulen,  besonders  als  Vor- 
bereitung auf  Geodäsie  und  sphärische  Astronomie  bearbeitet  von 
Dr.  E.  Hammer,  Professor  an  der  K.  Technischen  Hochschule 
Stuttgart.  Zweite,  umgearbeitete  Auflage.  Stuttgart  1897.  J.  B.  Metz- 
ler.   572  S. 

Nach  Aussage  des  Verfassers  soll  das  Buch  nur  ein  Hülfsmittel 
zur  Vorbereitung  auf  die  Geodäsie  und  die  sphärische  Astronomie 
für  Schule  und  Selbstunterricht  sein.  Dies  ausschliesslich  praktische 
Ziel  der  Bearbeitung  darf  man  jedoch  in  keiner  Weise  als  Beschrän- 
kung der  Lehre  in  theoretischer  Beziehuug  ansehen.  Obgleich  es 
sich  allerdings  durch  besonders  ausführliche  Behandlung  des  Ver- 
fahrens uud  der  Apparate  kund  gibt,  so  wird  das  Lehrgebiet  der 
Trigonometrie  als  Teiles  der  Mathematik  in  gleicher  Gründlichkeit 
und  grösstcr  Vielseitigkeit  umfasst.  Selbstverständlich  nimmt  hier  die 
Behandlung  keine  Rücksicht  auf  die  Schuleinrichtung  und  die  Stel- 
tung  der  Trigonometrie  im  Pensum;  vielmehr  ist  es  einzige  Sorge, 
die  betreifenden  Lehren,  nahen  uud  fernen  Beziehungen  und  geo- 
metrischen Auwendungen  zu  erschöpfen.  Da  hierbei  sehr  viele  Ge- 
sichtspunkte massgebend  sind,  so  lässt  sich  nicht  wol  eine  systema- 
tische Ordnung  des  Lehrstoffes  aufstellen.  H. 

Lehrbuch  der  ebenen  Trigonometrie  mit  Beispielen  und  280 
Übungsaufgaben  für  höhere  Lehranstalten  und  zum  Selbstunterricht. 
Von  0.  Bürklen,  Professor  am  kgl.  Realgymnasium  iu  Schw.  Gmünd. 
Mit  40  Figuren.   Heilbronn  a.  N.  1897.    Schröder  u.  Co.    122  S. 
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Die  im  Vorwort  ausgesprochenen  didaktischen  Grundsätze  kann 
man  wol  billigen,  doch  läsrt  ihre  Ausführuug  viel  vermissen.  Dass 
der  Lehrgang  hier  vom  Specielleu  zum  Allgemeinen  fortschreitet, 
ist  in  der  Tat  sachgemäss;  wie  gewöhnlich  wird  mit  dem  rechtwink- 
ligen Dreieck  angefangen,  hieran  schliesst  sich  im  Vorliegenden,  was 
allein  diesem  besonders  zukommt,  das  gleichschenklige  Dreieck  und 
das  regelmässige  Vieleck.    Diesen  Speciali täten  gegenüber  können 
mit  dem  Allgemeinen  nur  (goniometriscli)  die  Functionen  des  all- 
gemeinen, also  variabeln  Winkels,  (trigonometrisch)  das  allgemeine 
Dreieck  geraeint  sein.    Darauf  bezüglich  lässt  das  Lehrbuch  Vieles 
im  Dunkeln.    Die  allgemeinere  Auffassung  wird  nämlich  hier  iu  der 
Anwendung  der  Coordinaten  gesehen.    Was  diese  zur  Allgemeinheit 
beitragen  soll,  ist  nirgends  zu  erkennen.    Elementar  geometrische 
Deduction,  welche  geuetischo  Betrachtung  nicht  ausschliesst,  liefert 
in  einfachster  Weise  die  gesamte  Theorie.    Zuziehung  der  Coordi- 
naten hat  für  den  Lernenden  nur  die  vexirende  Wirkung  eines  un- 
nötigen Wechsels  der  Bezeichnungs-  und  Betrachtungsweise.  Die 
Erklärung  des  Functiousbegriffes,  dessen  Bedeutung  wesentlich  auf 
genetischer  Betrachtung  beruht,  ist  im  Anfang  gegeben,  aber  nur  in 
einer  Note,  die  sich,  da  kaum  je  von  Variation  der  Argumente  die 
Rede  ist,  durchweg  der  Betrachtung  entzieht.    Sie  zu  vergessen,  bietet 
besouderu  Anlass  der  abweichende,  daher  unzulässige  Gebrauch  des 
Wortes  „Grenzwert"  bezüglich  auf  Periodenabschluss.    Es  wurden 
nämlich  iu  einer  Tabelle  sogen.  Grenzwerto  u.  a.  die  falscheu  und 
sinnloseu  Aufstellungen  gemacht:  tgOO0  =  -f-cc.  tg  270°  =  —  ac  ohne 
jede  Angabe  der  Variationsrichtung.   Beide  als  Fuuctionswerte  (die 
natürlich  nicht  existireu)  geschriebene  Augaben  deuten  nur  auf  vorher- 
gebende uud  nachfolgende  Variation ;  letztere  ist  also  hier  vergessen 
und  die  Vorzeichen  irrigerweise  an  die  Argumente  geknüpft.  Sollte 
also  die  Anwcnduug  der  Coordinaten  bei  Wiukeln  >  1R  zur  Orieu- 
tirung  dienen,  so  hat  sich  gezeigt,  dass  im  Gegenteil  der  Verfasser 
dadurch  zur  Unklarheit  verführt  worden  ist.    Allerdings  fordert  die 
Coordinateulehre  Unterscheidung  der  Strecke  von   der  absoluten 
Länge,  aber  nicht  sie  allein,  man  braucht  also  nicht  erst  Coordinaten 
einzuführen,  um  sie  zu  unterscheiden.  Hoppe. 

Schulphysik  für  die  Gymnasien  nach  Jahrgängen  georduet.  Von 
Prof.  Dr.  G.  Brandt.  Erster  Teil.  Obertertia:  Mechanik  und 
Wärmelehre.  Untersecunda:  Magnetismus,  Elektricität,  Akustik  und 
Optik.    Zweite  Auflage.    Berlin  1896.   Leonhard  Simion.    DO  S. 

Besprochen  im  56.  litt.  Bericht,  S.  47.  In  2.  Auflage  ist  die 
Lehre  von  der  Erhaltung  der  Kraft  hinzugekommen. 

Hoppe. 
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Sammlungen. 

Aufgaben  über  kubische  und  diophantisehe  Gleichungen,  Deter- 
minanten und  Kettenbrüche,  Combiuationslehre  uud  höhere  Reihen. 
Herausgegeben  von  Dr.  H.  Lieber,  weil.  Professor  am  Friedrich- 
Wilhelm-Realgymnasium  in  Stettin,  und  C.  Mttsebeck,  Oberlehrer 
am  Gymnasium  in  Waren  in  Mecklenburg.  Berlin  1898.  Leonhard 
Simion.    129  S. 

Dem  auf  dem  Titel  angegebenen  Inhalt  ist  wenig  hinzuzufügen. 
Aufgaben  über  die  allgemeine  Theorie  der  algebraischen  Gleichungen 
gehen  den  daselbst  geuaunten  voraus.  Die  Determinanten  beginnen 
mit  2.  Ordnung  uud  steigen  bei  recurrenter  Bestimmung  durch  Unter- 
determinauten  zu  hohem  Ordnungen  auf.  An  die  Combiuationslehre 
schliesst  sich  auch  die  Wahrscheinlichkeitsrechnung.  Unter  jeder 
Aufgabe  steht  das  Resultat.  Von  einigen  Aufgabeu  ist  die  Lösung 
ausgeführt  oder  auf  den  Wog  zu  ihr  hiugeleitet.  H. 

Die  Aufgaben  aus  der  Elementar-Mathematik,  welche  bei  der 
Prüfung  für  das  Lehramt  der  Mathematik  und  Physik  an  den  k.  bayeri- 
schen humauistischen  und  technischen  Uuterrichts-Anstalten  iu  deu 
Jahrcu  1873  bis  1893  gestellt  wurden.  Bearbeitet  von  Engelbert 
Sailer,  k.  Kector  der  Realschule  in  Pirmasens.  München  1898. 
Theodor  Ackermann.    167  S. 

Der  1.  Teil  enthält  Aufgaben  aus  der  Planimetrie  über  Gerade 
und  Kreise,  der  2.  Teil  aus  der  Stereometrie  über  Polyeder,  Kegel, 
Kugeln.  Uuter  ihnen  befinden  sich  auch  zu  beweisende  Sätze.  Vou 
allen  sind  die  ausgeführten  Lösungen  nebst  Determination  dazu  ge- 
geben. H. 

Repertorio  di  matematicho  superiori  (detiuizioni,  formole,  teoremi, 
cenui  bibliogratici).  Per  Ernesto  Pascal,  Prof.  ordiario  nella  r. 
uuiversitä  di  Pavia.  I.  Analisi.  Milauo  1898.  Ulrico  Hoopli.  642  S. 

Ueber  den  Inhalt  der  Lehre  wird  hier  im  Zusammenhang  kurz, 
aber  mit  Erklärung  aller  darin  eingeführten  Begriffe  Rechenschaft 
gegeben.  Die  einzelnen  Themata  sind  der  Reihe  nach  folgende. 
Theorio  der  Substitutionsgruppen,  Determinanten,  Reihen,  uuendliche 
Producte,  Ketteubrüche,  algebraische  Gleichungen,  Differentialrechnung, 
Integralrechnung ,  Differentialgleichungen ,  Functionen  eomplexcr 
Variabein,  Functionstheorie  in  Relation  mit  der  Gruppentheorie, 
Periodicität,  Automorphismus,  algebraische  Functionen  und  Abel'sche 
Iutegrale,  elliptische  Functionen,  byperelliptische  und  Abelsche  Fuuc- 
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tionen,  spcoiclle  Functionen,  analytische  Darstellung  der  Functionen, 
ganze,  rationale  oder  complexc  Zahlen,  algebraische  und  trans- 
sceudente  Zahlen,  Wahrscheinlichkeitsrechnung,  analytische  Iustru- 
meute  und  Apparate.  H. 


Arithmetik,  Algebra  und  reine  Analysis. 

Lehrbuch  der  Algebra.  Von  Heinrich  Weber,  Professorder 
Mathematik  an  der  Universität  Strassburg.  Zweite  Autlage.  Erster 
Baad.    Braunschweig  1898.    Friedrich  Vieweg  uud  Sohn.    70:3  S. 

Die  1.  Auflage  ist  im  54.  litt  Bericht  Seite  21  besprochen.  In 
2.  Auflage  sind  einzelne  Irrtümer  berichtigt.  Eine  wesentliche  Er- 
weiterung hat  die  Theorie  der  Elimination  (Theorem  von  Be/.out. 
Elimination  aus  3  Gleichungen)  im  4.  Abschnitt  (symmetrische  Func- 
tionen) gefunden.  II. 

Theorie  des  fouetions  algebriques  de  deux  variable»  iudepen- 
dantes.  Par  tmile  Picard,  Meinbre  de  l'lnstitut,  Professour  ä 
l'Uuiversite  de  Paris,  et  Georges  Simart,  Capitaine  de  fregate, 
Rcpetitour  ä  l'ßcole  polyteelinique.  Tome  I  Paris  18U7.  Gautliier 
Villars  et  fils.    244  S. 

Die  Gegenstände  der  einzelnen  Capitel  des  1.  Buchs  sind  fol- 
gende. Vielfache  Integrale  von  Functionen  mehrerer  Variabelu. 
Geometrie  der  Lage.  Integrale  rationaler  Functionen  von  2  com- 
plexen  Variabein.  Singularitäten  einer  algebraischen  Fläche,  Inva- 
rianten einer  Fläche  vom  Gesichtspunkt  der  Geometrie  der  Lage. 
Integrale  totaler  Differentiale  1.,  2.,  3.  Gattung.  Doppeliutegrale 
1.  Gattung  uud  darauf  bezügliche  luvariauten  Algebraische  Raum- 
curven  uud  Formel  geeignet  das  Geschlecht  einer  Fläche  zu  gebeu. 

H. 

Vorlesungen  über  Kreis-  und  Kugcl-Functioneu- Reihen.  Von 
Dr.  Johannes  Frischauf,  Professor  an  der  Universität  Graz. 
Leipzig  1897.    B.  G.  Teubner.    tiü  S. 

Die  Abschnitte  sind  folgende.  Reiheueutwiekclung  nach  Kreis- 
funetioueu  (Fourier'sche  Theorie).  Kugelfunct'iouen  einer,  dann  zweier 
Veränderlichen.    Keihenentwickelung  nach  Kugelfunctionen. 

H. 
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Einführung  in  die  Theorie  der  analytischen  Functionen  eiuer 
complexen  Veränderlichen.  Vou  Heinrich  Burkhardt,  Professor 
an  der  Universität  Zürich.  Mit  zahlreichen  Figuren  im  Text.  Leipzig 
1897.    Veit  u.  Comp.    213  S. 

Die  Abschuitte  sind  folgende.  Complexe  Zahlen  uud  ihre  geo- 
metrische Darstellung.  Die  rationalen  Functionen  eiuer  complexen 
Veränderlichen  und  die  durch  sie  vermittelten  eoufonnen  Abbildun- 
gen. Definitionen  uud  Sätze  aus  der  Theorie  reeller  Veränderlichen 
uud  ihrer  Functionen.  Eindeutige  analytische  Fuuctioueu  eiuer  com- 
plexen  Veränderlichen.  Mehrdeutige  aualytische  Functionen  eiu2r 
complexen  Veränderlichen.   Allgemeine  Fuuctionentheorie. 

H. 

Hauptsätze  der  Differential-  und  Integral-Rechnung,  als  Leitfaden 
zum  Gebrauch  bei  Vorlesungen,  zusammengestellt  von  Dr.  Robert 
Fricke,  Professor  an  der  technischen  Hochschule  zu  ßraunschweig. 
-  Erster  Teil:  Mit  40  —  Zweiter  Teil :  Mit  15  —  Dritter  Teil: 
Mit  9  in  deu  Text  gedruckten  Figuren.  Braunschweig  1897.  Fried- 
rich Vieweg  und  Sohn.    80  -j-  GÜ"  -f- 38  S. 

Der  Leitfaden  ist  keine  blosse  Zusammenstellung  von  Haupt- 
sätzen, sondern  gibt  die  vollständige  Lehre  iu  Form  und  Umfang, 
wie  es  nach  Erachten  des  Verfassers  für  die  Studircndcn  au  tech- 
nischen Hochschulen  geeignet  ist.  Auch  ist  diese  Lehre  hinsichtlich 
ideell  wissenschaftlicher  Forderungen  grösstenteils  correct.  Wenn 
gleichwol  derselbe  zuvorkommend  einräumt,  dass  er  die  Strenge  nur 
bis  zu  einem  gewissen  Masse  getrieben,  uud  „wol  wisse,  dass  verein- 
zelte Wendungen  dem  scharfen  Urteil  nicht  genehm  erscheinen" 
würden,  so  ist,  da  die  betreffenden  Punkte  nicht  genannt  sind,  wol 
/u  uutcrscheideu,  ob  nur  der  Kürze  und  Einfachheit  wegeu  auf 
manche  Begründung  oder  Frage  nicht  eingegangen  wordeu  ist,  oder 
ob  der  Popularität  wegen  irgend  welche  vulgäre  Irrtümer  beibehal- 
ten wordeu  siud.  Eiu  hier  vorkommendes  Beispiel  letzteren  Falles 
ist  dio  Einführung  von  x  als  Ausdruck  einer  Grösse  und  als  Grenz- 
wert mit  Berufuug  auf  eine  gemeine  (d.  i.  nachlässige)  Redewoise. 
Iu  solchen  Fälleu  bietet  die  Hinweisung  des  Verfassers  auf  den  Zweck 
ihm  natürlich  keine  „Entschuldigung" ;  denn  das  Vorgehen  dient 
nicht  zur  Erleichterung  des  Lernens,  soudern  ist  eine  uuuütze,  ver- 
fehlte Speculatiou.  Im  1.  Teil  wird  nach  der  Lehre  vom  Diffcren- 
tiiren  davon  Anwendung  gemacht  auf  Maxima  und  Minima,  auf  den 
Verlauf  der  Functionen,  auf  die  Anfangsgründe  der  Integralrechnung; 
dann  folgt  die  Theorie  der  unendlichen  Reihen,  dann  die  Bestim- 
mung der  Quotienten  unendlicher  Grössen  uud  Besprechung  ähnlicher 
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Aufgaben.  Der  2.  Teil  enthält  folgende  Capitel:  Coroplcxc  Zahlen 
nnd  Functionen  complcxer  Variabein.  Hülfssätze  aus  der  Algebra. 
Weiterführung  der  Integralrechnung.  Differentiation  und  Integration 
der  Functioueu  mehrerer  unabhängigen  Variabelu.  Bestimmung  »1er 
Maxima  und  Minima  einer  Function  mehrerer  Variabein.  Geome- 
trische Anwendungen  der  Functioueu  mehrerer  Variabein.  Der 
3.  Teil  folgende:  Gewöhnliche  Differentialgleichungen  erster,  dann 
höherer  Ordnung  mit  2  Variabelu.  Andcutuugcu  über  Differential- 
gleichungen mit  mehr  als  2  Variabein.  Hoppe. 

Zur  Auflösung  der  allgemeinen  Gleichung  des  dritten  Grades. 
Von  Eduard  Grob  mann.    Wien  18(J5.    Alfred  Hölder.   2>  S. 

In  der  kubischen  Gleichung 
wird  gesetzt: 

r  „  BC-AD;     s  -    (R-  -  AC)\      l  -=  2(C*  -  Rh) 
io*  =  r*  — *<;        lc  —  Al  \J"'*      "'  l,ositiv 
Dann  ist  für  positives  wi  die  einzige  reolle  Wurzel 

tg(v  +  *R)  -  Vt«>+iR) 
für  negatives  *r*  sind  die  3  reellen  Wurzelu 

^  =  —  JH-  7  tgC^H-^R);     fi-ü,  1,  -1 

tg  3qp  —  ifc 

H. 

Beiträge  zur  Theorie  der  Gleichungen.  Von  Dr.  Herinauu 
Scheffle r.    Leipzig  185)1.    Friedrich  Foerster.    133  S. 

Die  Schrift  untersucht  allgemeine  Fragen,  die  aus  dem  Problem 
der  Auflösung  algebraischer  Gleiehuugeu  hervorgehend  bereits  von 
andern  Autoreu  bebandelt,  jedoch  nach  dem  Urteil  des  Verfassers 
nicht  zum  Abschluss  gebracht  worden  sind.  H. 

An  elemeutary  course  of  intiuitesimal  calculus.  By  Horace 
Lamb,  M.  A.,  F.  R  S.,  Professor  of  mathematies  iu  the  Owens 
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College,  Victoria  University,  Manchester;  formcrly  Fcllow  of  Triuity 
College,  Cambridge.  Cambridge  1897.  London1:  C.  J.  Clay  and  sons. 
Leipzig  F.  A.  Brockliaus.    Bombay  E.  Seymour  Haie.    616  S. 

Einen  leitenden  Gedanken  und  Plan  des  Ganzen  gibt  weder  der 
Inhalt  noch  das  Vorwort  zu  erkennen.  Ausgewählte  Themata  der 
hohem  Analysis,  welche  dem  Verfasser  vorzugsweise  nützlich  für  die 
Ausbildung  der  Studenteu  schienen,  macheu  das  gesamte  Werk  aus. 

H. 

Theory  of  groups  of  huite  order.  By  \V.  Burnside,  M  A., 
F.  K.  S.,  late  Fcllow  of  Pembroke  College,  Cambridge;  Professor  of 
mathematics  at  the  Royal  Xaval  College,  Greenwich,  Cambridgo  1807. 
London  C.  J.  Cluy  and  sons.  Leipzig  F.  A.  Brockhaus.  New-York 
the  Macmillan  Company.    oSS  S. 

Die  Capitel  sind  folgende:  Substitutionen.  Definition  einer  Gruppe. 
Einfachere  Eigenschaften  einer  Gruppe  unabhängig  von  ihrer  Dar- 
stellungsweisc.  Abel'sche  Gruppen.  Gruppen,  dereu  Ordnungszahlen 
Potenzen  von  Primzahlen  sind.  Sylow's  Theorem.  Compositious- 
reihcn  einer  Gruppe.  Substitutionsgruppeu :  transitive  und  intrans- 
itive Gruppen.  Primitive  und  iinprimitive.  Transitivität  und  Primi- 
tivität (Schlusseigeuschaften).  Zusammensetzung  einer  Gruppe  mit 
sich  selbst.  Graphische  Darstellung.  Gruppen  vom  Geschlecht  0 
und  1.  Cayley's  Farbengruppen.  Lineare  Gruppe.  Auflösbare  uud 
zusammengesetzte  Gruppen.  H. 


Abel's  theoreme  and  the  allied  theory  iucluding  the  theory  of 
the  theta  functions.  By  H.  F.  Baker,  M.  A.,  Fellow  aud  Loeturer 
of  the  Johns  College,  University  Lecturer  in  mathematics.  Cam- 
bridge 1897.  London  C  J.  Clay  and  sons.  Leipzig  F.  A.  Brock- 
haus.   New-York  the  Macmillan  Company.    684  S 

Das  Werk  enthält  folgende  Abschnitte:  Gegenstand  der  Unter- 
suchung. Die  fundamentalen  Functionen  einer  Riemanu'schen  Fläche. 
Die  Unendlichkeiten  rationaler  Functionen.  Speciticirung  einer  all- 
gemeinen Form  von  Riemann's  Integralen.  Gewisse  Formen  der 
Fundamentalgleichung  der  Riemanu'schen  Fläche.  Geometrische 
Untersuchungen.  Coordinirung  eiufacher  Elemente ;  transsceudcutale 
einförmige  Functionen.  Abel's  Theorem;  Abel's  Differentialgleichun- 
gen. Jacobi's  Inversionsproblem.  Riemaun's  Thetafunctioneu;  all- 
gemeine Theorie.  Der  hyperelliptische  Fall  von  Riemann's  Theta- 
fuuetionen.  Eine  besondere  Form  von  Fuudamcntalfläche.  Radicale 
Functionen.    Factoriale  Functionen.   Relationen  zwischen  Producteu 
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von  Thctafunctioucn.    Transformation  von  Thetafunctioncn.  Com- 
plexe  Multiplieatiou  von  Thetafunctiouen ;  Corrcspoudcnz  von  Punk- 
ten auf  einer  Riemaun'scheu  Fläche.    Degeuerirte  Abel'sche  Integrale 
Algebraische  Curveu  im  liaume,  Matriceu.  II. 

Clements  de  la  theorie  des  fonetions  elliptiques.  Par  Jules 
Tannery,  Sous-Directcur  des  Etudes  scientitiques  ä  l'Eeole  Nor- 
male superieure,  Jules  Molk,  Professeur  ä  la  Faculle  des  seienees 
de  Nancy.  Tome  III.  Calcul  integrale  (Ire  paitie).  Theoremes 
generaux.  —  Inversion.    Paris  181)8.    Gauthier  Villars  et  tils    'lül  S. 

Die  Gegenstände  sind  folgende:  Allgemeine  Sätze  der  Integral- 
rechnung, nämlich:  Anwendungen  von  Cayehy's  Theorem  über  die 
Integrale  einer  Function  einer  imaginären  Variabclu.  Anwendungen 
der  Formel  der  Zerlegung  in  einfache  Elemente.  Addition  und 
Multiplieatiou.  Entwickelung  in  trigouomische  Heiheu.  Integration 
doppelt  periodischer  Functionen.  Inversionen,  nämlich :  gegeben  <-  und 
!/*■>  ö?,i  gesucht  r  oder  Wj,  w2.  Inversion  der  doppelt  periodischen 
Functionen,  speciell  2.  Ordnuug,  namentlich  der  Fuuctiou  *«. 

II. 

Integrationsmöglichkeiten  der  Hamilton'scheu  partiellen  Diffe- 
rentialgleichung mit  drei  Variablen.    Von  Oberlehrer  Dr.  Ernst 
Schultz.    Piogr.     Stettin.  Schiller- Realgymnasium.  Ostern 
4°.    IG  S. 

Es  wird  gezeigt,  dass  bei  der  Harn.  Gleichung 

UU)  +  b;)  +  U)}- 

wo  m  die  Masse,  U  das  Potential,  //  die  Coustaute  bezeichnet,  ein 
Glcichungssystem  aufgestellt  werdeu  kann,  welches  die  Trausfor- 
matiousgleichuugen  der  rechtwinkligen  Coordinaten  in  diejenigen 
liefert,  in  denen  die  Integration  möglich  ist.  Aasgehend  von  der 
für  einen  angezogenen  Punkt  geltenden  Differentialgleichung,  mit  Hin- 
zuuahme  der  Bedingung,  dass  infolge  der  Transformation  eine  Variable 
explicite  in  der  Differentialgleichuug  nicht  vorkommt,  wird  mau  bei 
Nachweis  der  Integrationsmöglichkeit  auf  ein  Gleichuugssystem  ge- 
führt, welches  Jacobi  nicht  erwähnt.  II. 

Lecons  nouvelles  sur  l'analysc  infinitesimale  et  sur  applications 
geometriques.  Par  M.  Ch.  Meray,  Professeur  ä  la  Faculte  des 
sciences  de  l'Universite  de  Dijou.   Ouvrage  honore  d'unc  souscription 
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du  Ministerc  de  l'instruction  publique.  Quatrieme  partie.  Applications 
geometriques  classiques.    Paris  1898.   Gauthier  Villars  et  fils.  248  S. 

Der  1.  Teil  ist  im  50.  litt.  Bericht,  Soite  21  besprochen.  Der 
4.  Teil  betrifft  geometrische  Anwendungen,  nämlich  Rectificationen, 
Quadraturen,  Kubaturen,  Berührungen  im  allgemeinen,  Berührungen 
von  Flächen  und  Liuien  mit  Gebilden  1.  Grades,  Enveloppen,  Be- 
rührungen zwischen  Kugel,  Kreis  und  gegebenen  Gebilden,  Uustetig- 
keitscigeusehaften  gewöhnlicher  Flächen.  Berührungen  höherer  Ord- 
nung einer  Linie  mit  dem  Kreise-,  Fragen,  die  sich  an  die  Berührung 
2.  Ordnung  eiuer  Fläche  mit  dem  Kreise  und  der  Geraden  knüpfen. 

Hopp  e. 

Beiträge  zur  Zahlenlehre.  Von  G.  Speck  mau  n.  Oldenburg 
i.  Gr.  181)3.    Küchen  u.  Fasting. 

Das  Vorliegende  sind  vermischte  /.ahlentheoretische  Studien;  die 
einzelnen  Thema'a  sind  folgende:  Arithmetische  Reihen.  Beweis  des 
Satzes,  dass  jede  unendliche  arithmetische  Reihe,  in  welcher  das 
Anfangsglied  zur  Differenz  relativ  prim  ist,  uueudlich  viele  Prim- 
zahlen enthält.  Ermittelung  der  Primzahlen.  Anzahl  der  Primzahlen. 
Faetoren  der  Zahlen.  Allgemeines  Verfahren  zur  Prüfung  einer 
Zahl  Z  auf  ihre  Teilbarke;t  durch  einen  Divisor  u.  Teilbare  Zahlen 
und  Primzahlen.  Productbildung  und  Teilbarkeit.  Auflösung  der 
Congruenzeu  2.  Grades.  Besondere  arithmetische  Reihen.  Quadrat- 
zahleu  uud  Zerlegung  der  Zahleu  von  der  Form  l«-f  1  in  2  Qua- 
drate. Auflösung  der  Peuschen  Gleichung.  Zur  Poteuzrechuung. 
Auflösung  der  Gleichungen.    Identitäten.  II. 

Memoria«  de  Real  Academia  de  ciencias  exaetas  fisieas  y  natu- 
rales de  Madrid.  Tomo  XVIII.  Parte  I.  F.  Gomes  Teixeira. 
Sobre  o  deseuvolvimento  das  funcöes  ein  serie.  Madrid  181)7.  Don 
Luis  Aguatlo.    Kl.  Fol.    11«  S. 

Die  Schrift  euthält  Studien  über  die  Taylor'sche  Reihe  für  reelle, 
dann  für  complexe  Variahein;  in  letzterem  Falle  die  Methode  von 
Cauchy,  dann  die  von  Riemauu,  dann  die  Methoden  von  Laurent, 
von  Weierstrass  und  Mittag  Lettler,  dann  die  Ileiheu  von  Burmann, 
von  Lagraugo  und  die  Verallgemeinerung  der  erstereu.  H. 


Geometrie. 

Verzeichuiss  der  einfachsten  Vielflache.  Von  Dr.  Oswald  Her- 
mes, Professor.  Mit  1  Figurentafel.  Berlin  1896.  R.  Gaertner. 
Progr.  Berlin-Kölln.  Gymn.  Ostern  189«.    1°.    24  S. 
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Beschränkt  und  individualisirt  siud  die  Polyeder  nach  Zahl  und 
Aneiuandergrenzeu  der  Flächen,  Kanten,  Eckeu  (/*,  ky  e)  (ohne  Rück- 
sicht auf  Mass),  nämlich  heschränkt  auf  4  bis  10  Seitenflächen  und 
3  kantige  Eckeu  Für  nur  3  kantige  Eckeu  gibt  der  Eulorsche  Satz 
die  Relation: 

e  k 

Durch  die  Flächeuzahl  sind  also  auch  die  Kauten-  und  Eckenzahl 
bestimmt.  Das  Verzeichuiss  führt  1  Vierflach,  1  Füufflach,  2  Sechs- 
flache, 5  Siebeuflache,  14  Achtflache,  59  Neuuflache  und  289  Zehn- 
flache  in  Zahlen  formulirt  auf.  Zur  Zeichnung  der  Netze  wird  eine 
Fläche  von  grösster  Eckenzahl  nebst  den  in  den  Kanten  anschlies- 
senden Flücheu  zu  Grunde  gelegt,  die  übrigen  als  Deckfiguren  über 
denselben  betrachtet.  Die  gesamte  Decktigur  besteht  dann  aus 
Gruppen  von  Kanten.  Die  Zeichnung  auf  der  beigefügten  Tafel 
enthält  nur  die  4  einfachsten  ganzen  Netze;  statt  der  übrigen  sind 
71  Gruppen  gezeichnet.  H. 

Lehrbuch  der  darstellenden  Geometrie.  Von  J.  Schlotke, 
Oberlehrer  der  allgemeinen  Gewerbeschule  zu  Harburg.  IV.  Teil. 
Projcctivische  Geometrie.  Mit  223  Figuren.  Dresden  1896.  Ger- 
hard Kühtmann.    177  S. 

Der  II.  und  III.  Teil  sind  im  52.  litt.  Bericht,  Seite  38,  der  erste 
(2.  Aufl.)  im  55  sten,  Seite  31  besprochen.  Im  IV.  Teile  kommen 
folgende  Lehrgegeustände  hinzu:  Collineation  (in  Ebene,  dann  im 
Räume).  Punktreihen  und  Strahlenbüschel.  Deren  Erzeugnisse. 
Doppclelcmente.  Regelschareu  und  Rcgelfläckeu.  Princip  der  reci- 
proken  Reiheu;  Polarhgureu.  H. 
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LVI. 


Geschichte  der  Mathematik  und  Physik. 

Fortschritte  der  Elektrotechnik.  Berlin,  Springer.  9.  Jahrg. 
1895.   5.  Hft.  5  Mk.  -  11.  Jahrg.  1897.    2.  u.  5.  Hft.  ä  5,(50  Mk. 

—  die,  der  Physik  i.  J.  1892,  dargestellt  von  der  physikal.  Ge- 
sellschaft zu  Berlin,  gr.  8°.  Braunschweig,  Vieweg.  48.  Jahrg.  l.Abth. 
Physik  der  Materie.  Red.  v.  Rieh.  Bürnstein.  (LXVI,  449  S  )  20  Mk. 
—  3.  Abth.  Kosmische  Physik.  Red.  v.  Rieh.  Assniauu.  (L,  597  S.) 
25  Mk.  —  Dass.  i.  J.  1890.  52.  Jahrg.  2.  Abth.  Physik  des  Aethers. 
Red.  v.  Rieh.  Bürustein.    (XL1X,  820  S.)    30  Mk. 

— ,  dass.  Namensregister  nebst  e.  Sach-Ergänzungsregister  zu 
Bd.  XXI  (1805)  bis  XLUI  (1887)  unter  Berücksichtig,  der  in  den 
Bdn.  1— XX  enthaltenen  Autorennamen.  Bearb.  v.  B.  Schwalbe. 
2.  Hälfte,  gr.  8».  (1X-XXII  u.  S.  641-1094.)  Berlin,  G.Reimer. 
24  Mk. 

Graf,  J.  H.,  der  Mathematiker  Jakob  Steiner  v.  Utzendorf. 
Ein  Lebensbild  u.  zugleich  eine  Würdiguug  seiner  Leistungen.  Mit 
dem  Portr.  u.  dem  Facsm.  eines  Briefes  Steiners,  gr.  8°.  (III,  54  S.) 
Bern,  Wyss.    1,20  Mk. 

Häbler,  Thdr.,  über  zwei  Stellen  in  Platous  Timaeua  und  im 
Hauptwerke  vou  Coppernicus.  gr.  4°.  (26  S.)  Grimma,  Gensei.  1  Mk. 

Jahrbuch  üb.  die  Fortschritte  der  Mathematik  hrsg.  v.  Emil 
Lampe.  26.  Bd.  Jahrg.  1895.  3.  (Schluss-)  Hft.  gr.  8°.  (LXU 
u.  785-1173.)    Berlin,  G.  Reimer.    11,40  M. 

Jahresbericht  des  physik.  Vereins  zu  Frankfurt  a.  Main  für 
das  Rechnungsjahr  1895,96.  gr.  8°.  (100  S.  m.  2  Taf.  u.  6  Tab.) 
Frankfurt/Main,  Alt.   4  Mk. 

Killing,  Wilh.,  Karl  Weierstrass.  Rektoratsrede.  gr.  8°. 
(21  S.)   Münster,  Aschendorff.    40  Pf. 
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Lindemaun,  Ford.,  Gedächtsnisrede  auf  Phil.  Ludw.  v.  Seidel, 
gr.  4".    m  S.)   München,  Franz.    3  Mk. 

Poggeudorf  fs,  J.  C,  biographisch-litterarisches  Handwörter- 
buch zur  Geschichte  der  exakten  Wissenschaften,  enth.  Nachweisun- 
geu  über  Lebensverhältnisse  u.  Leistungen  von  Mathematikern,  Astro- 
nomen, Physikern, Chemikcrn,Miueralogen,Geologcn,Gcographcu  u.s.w. 
aller  Völker  u.  Zeiten.  3.  Bd  (1858-188'^.  Hrsg.  v.  B.W.  Fed- 
dersen  u.  A.  J.  v.  Oettingen.  12.— 15.  (Schluss-)  Lfg.  gr.  8°.  Leipzig, 
Barth,    ä  3  Mk. 

Methode  und  Principien. 

Böhme's,  A.,  Anleitung  zum  Unterricht  im  Rechnen,  ein  method. 
Handbuch  für  Lehrer  u.  Seminaristen.  (13.  Aufl.)  Umgearbeitet  v. 
K.  Schaeffer.  2.  Tl.:  Das  Besondere,  gr.  8°.  (IV  u.  S.  85-383.) 
Berlin,  G.  W.  F.  Müller.    3  Mk. 

Fitzga,  Eman.,  die  leitenden  Grundsätze  der  natürlichen  Me- 
thode für  den  Elementaruntericht  im  Rechnen  u.  Geometrie,  gr.  8°. 
(XVI,  213  S.)    Wien,  Manz.    2,40  M. 

— ,  die  natürliche  Methode  des  Rechenunterrichtes  in  der  Volks- 
u.  Bürgerschule.    2  Tide.    gr.  8°.    Wien,  Perles.    0  Mk. 

Heinke,  C,  die  Grundvorstellungeu  übi'r  Elektrizität  u.  dereu 
technische  Verwendung.  In  Form  eines  Gespräches  zw.  Laie  u.  Fach- 
mann. 2.  Aufl.  m.  24  Skizzen  u.  Abbildgn.  gr.  8".  (8)S.)  Leipzig, 
Leiner.    1,50  Mk. 

Lay,  W.  A.,  Führer  durch  den  ersten  Rechenunterricht,  natur- 
gemässes  Lehrverfahren,  gegründet  auf  psycholog.  Versuche  u.  an- 
geschlossen an  die  Entwicklungsgeschichte  des  Rechenunterrichts, 
gr.  8°.    (VIII,  158  S.  mit  3  Fig.-Taf.)    Karlsruhe,  Nemnich.  2,80  Mk. 

Rudolph,  H.,  die  Constitution  der  Materie  u.  der  Zusammen- 
hang zwischen  ponderabler  u.  imponderabler  Materie,  gr.  8°.  (33  S. 
m.  Fig.)    Berlin,  Friedländer.    1  Mk. 

Lehrbücher. 

Gl  aussen,  F.,  Leitfaden  der  Plauimetrie.  gr.  8°.  (79  S.  m. 
109  Fig.)   Leipzig,  Hirt  &  Sohn.    1  Mk. 

Zwerger,  Max,  Leitfaden  zum  Unterricht  in  der  elementaren 
Mathematik  mit  einer  Sammluug  v.  Aufgaben.  12.  Aufl.  des  Leit- 
fadens der  Mathematik  v.  Herrn.  Müller.  2.  Abtlg.  Ebene  Geometrie. 
Mit  117  Fig.   gr.  8°.    (VIII,  158  S.)   München,  Liudauer.  1,60  Mk. 

Sammlungen. 

Aufgaben  für  mündliches  u.  schriftliches  Rechnen.  4.  Abtlg. 
(6.  u.  7.  Schuljahr  der  Volksschule.)    Schlussrechuen  u.  Anwendung 
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auf  die  Rechenfälle  des  bürgert.  Lebens.  Lehrerausg.  (Mit  method. 
Andeutungen  u.  Antworten.)  2.  Aufl.  Hrsg.  v.  kathol.  Lclirervereiu 
Württembergs,  gr.  8°.   (VIII,  256  S.)   Horb.  Christian.  Kart.  3,50  Mk 

—  zum  schriftlichen  Rechnen.  4.  Hft.  4.  Abtig.  (0.  u.  7.  Schul- 
jahr der  Volksschule.)  Schlussrcchnen  u.  Anwendung  auf  die  R?chen- 
i'alle  des  bürgerl.  Lebens.  Schülerausg.  (Mit  method.  Andeutungen 
u.  Figuren.)  2.  Aufl.  Hrsg.  v.  kathol.  Lehrerverein  Württembergs. 
8".    (103  S.)    Ebd.    Kart.  40  Pf. 

Hock,  Otto,  u.  Rieh.  Schulze,  geometrische  Koustruktions- 
u.  Rechenaufgaben  f.  Volks-  u.  Fortbildungsschulen.  2  Aufl.  gr.  8°. 
(IV,  51  S.)    Leipzig,  Wunderlich.    40  Pf.;  Lösungen  (30  S)  50  Pf. 

Bobine 's,  A.,  Aufgaben  zum  Kopfrechnen.  Ein  ililfsbuch  f. 
Lehrer.  Neubearbeitung  v.  G.  Weidenhammer.  3  Hfte.  gr.  8°. 
Berlin,  G.  W.  F.  Müller.    2,20  Mk. 

Bussler,  Fr.,  mathematisches  Uebungsbuch.  2.  Tl.  Für  deu 
Gebrauch  in  den  obereu  Klassen  höherer  Lehranstalten  (Obersekuuda 
u.  Prima)  zusammengestellt.  2.  Aufl.  gr.  8°.  (III,  200  S.)  Dresden, 
Ehlermann    Geb.  1,80  Mk. 

Döip,  H.,  Aufgaben  zur  Differential-  u.  Integralrechnung,  nebst 
den  Resultaten  u.  den  zur  Lösuug  nötigen  theoretischen  Erläuterun- 
gen. 7.  Aufl.  v.  Eug.  Netto,  gr.  8".  (III,  210  S.)  Giessen,  Ricker. 
Geb.  4  Mk. 

F  äse  Ii,  Frdr.,  Aufgaben  zum  Kopfrechnen  mit  beigefügten  Ant- 
worten zum  Schul-  u.  Privatgebrauehe.  Im  engsteu  Anschluss  au  die 
Aufgaben  zum  Zitterrechueu  für  schweizerische  Volksschulen  bearb. 
u.  hrsg.  II.  Tl.  Das  Rechnen  mit  Sorten  u.  Brüchen,  Dreisatz-  u. 
Zinsrechnung.  4.  Aufl.  hrsg.  v.  Karl  Führer,  gr.  8°.  (150  S.) 
St.  Gallen,  Fehr.   1,6 )  Mk. 

Fenkner,  Hugo,  arithmetische  Aufgaben.  Unter  besonderer 
Berücksichtigung  von  Anwendungen  aus  dem  Gebiete  der  Geometrie, 
Physik  u.  Chemie.  Für  deu  mathematischen  Unterricht  an  böhereu 
Lehranstalten  bearb  Ausg.  A.  Vornehmlich  für  den  Gebrauch  in 
Gymnasien,  Realgymnasien  u.  Ober-Realschulen.  1.  Tl.:  Pensum  der 
Unter-Tertia,  Ober-Tertia  u.  Unter-Secuuda.  3.  Aufl.  gr.  8°.  (VIII 
258  S.)    Braunschwcig,  Salle.    2,2  >  Mk. 

— ,  dass.  Ausg.  B.  Vornehmlich  für  den  Gebrauch  in  Oklass. 
höheren  u.  mittleren  Lehranstalten,  sowie  in  Semiuarien  u.  gewerbl. 
Fachschulen.    2.  Aufl.    gr.  8°.    (VI,  222  S.)   Ebd.    1,05  Mk. 

II  über,  Otto,  Sammlung  v.  arithmetischen  Aufgaben  mit  aus- 
geführten Beispielen  für  Fortbildungsschulen,  höhere  Bürgerschulen, 
u.  ähnliche  Lehranstalten,  sowie  auch  für  die  Unterklassen  v.  Mittel- 
schulen.   l.TI.    gr.  8    (V,  70  S.)    München,  Oldeubonrg.   1,15  Mk. 

Kleyer,  A.,  Aufgaben-Sammlung.  1375.-1380.  Hft.  Stuttgart, 
Maier.    ä  25  Pf. 


Kloos,  Pet.,  praktische  Recheuaufgaben  f.  Waldbauscbulen  u. 
ähuliche  Lehranstalten.  Gesammelt  u.  methodisch  geordnet.  8°. 
(VI,  227  S.)    Kaiserslautern,  Crusius.    Geb.  2,50  Mk. 

Lichtblau,  W.,  u.  B.  Wiese,  Rechenbuch  für  Lehrerseminare. 
1.  Tl.  Für  die  Unterstufe  der  Seminare,  gr.  8°.  (206  S.)  Breslau, 
Hirt.   1,80  Mk. 

Lühmanu,  F.  v.,  Uebungsbuch  f.  dtn  Unterricht  in  der  Gonio- 
metrie u.  der  ebenen  Trigonometrie,  gr.  8}.  (VIII,  81  S.)  Berlin, 
Siüiion.    1,60  Mk. 

Mai ss,  Ed.,  Aufgaben  über  Wärme  einschliesslich  der  mecha- 
nischen Wärmetheorie  u.  der  kinetischen  Theorie  der  Gase.  Für 
Studierende  au  Mittel-  u  Gewerbeschulen  u.  zum  Selbststudium  für 
angehende  Techniker,  Physiker  u.  a.  Mit  29  Fig.  i.  Text.  gr.  8°. 
(V,  118  S.)    Wien,  Pichler.    2,40  Mk. 

Nafe,  Emil,  Rechenaufgaben  f.  Bürgerschulen  u.  verwandte 
Lehranstalten.  Ein  Handbuch  f.  Lehrer,  gr.  8°.  (II,  174  S.)  Prag, 
Tempsky.    Geb.  2,40  Mk. 

Ohleuburger,  A.,  u.  J.  Würsdörfer,  Rechenbuch  für  münd- 
liches u.  schriftliches  Reehueu  iu  3  Hftu.  Ausg.  B  gr.  8°.  Wies- 
baden, Limbarth.    1,05  Mk. 

Otto,  F.,  Rechenaufgaben  für  höhere  Mädchenschulen.  Auf 
Grund  der  Rechenaufgaben  von  A.  Büttner  u.  E.  Kirchhott'  bearb. 
7  Hfte.    gr.  8(\   Leipzig,  Hirt  &  Sohn.    2,20  Mk. 

Roth,  Rieh.,  landwirtschaftliche  Berechuuugeu.    Eine  Samm 
luug  von  Aufgaben  für  den  Unterricht  im  landwirtschaftlichen  Rech- 
nen. Für  mittlere  u.  niedere  landwirtschaftliche  Schulen  bearb.  (Neue 
[Titel  ]  Ausg.)    gr.  8".    (IV,  103  S.)    Berlin,  Parey.    1,20  Mk. 

Sailer,  Eugelb-,  die  Aufgaben  aus  der  Elementar-Mathematik, 
welche  bei  der  Prüfung  für  das  Lehramt  der  Mathematik  u.  Physik 
au  deu  kgl.  bayerischen  humanistischen  u.  technischen  Unterrichts- 
austalteu  iu  den  J.  1873— 1893  gestellt  wurdeu  gr.  8°.  (III,  176  S. 
m.  143  Fig.)    München,  Tb.  Ackermann.   3,80  Mk. 

Sickenberger,  Adf.,  Uebungsbuch  zur  Algebra.  2.  Abtlg. 
3.  Stufe  der  Rechnungsarten,  quadrat,  Gleichung  n,  Reiheo.  2.  Auti. 
8».    (III,  128  S.)    Ebd.    Kart.  2  Mk. 

Villicus,  Frz.,  Beispielo  u.  Aufgaben  f.  das  kaufm.  Rechnen 
au  dreiclassigen  kaufmäuuischen  Fortbildungsschulen,  gr.  8°.  (VI, 
189  S.)    Wien,  Pichler.    Kart.  1,80  Mk. 

Wrobel,  E.,  Uebungsbuch  zur  Arithmetik  u.  Algebra.  Zum 
Gebrauche  au  Gymnasien,  Realgymnasien  u.  anderen  höheren  Lehr- 
anstalten bearb.  1.  Tl.  Pensum  der  Tertia  u.  Untersekunda.  3.  Aufl. 
gr.  8°.    (XII,  320  3.)    Rostock,  Werther.    2,90  Mk. 
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Diakow,  G.,  Multiplications-Tabelle.  (In  russ.,  frauzös.  u.  deut- 
scher Sprache.)  qu.4°.  (32  u.  1000  S.)  Petersburg,  Rickor.  Geb.löMk. 

Lange n beck,  Otto,  Zins-Tabtllc,  enth.  die  Zinsresultate  zu 
20  Zinsfüssen  aus  den  Ziuszahlen  von  1  bis  30'JOOO.  gr.  8°.  (79  S.) 
Berlin,  Haude  &  Speuer.   Geb.  4  Mk. 

Lübing,  E.,  mathematische  Tafeln  für  Markscheider  u.  Berg- 
ingenieure, sowie  zum  Gebrauche  f.  ßergschulen.  Mit  in  den  Text 
gedr.  Fig.  4.  Aufl.  Lex.  8°.  (XL1,64S)  Berlin,  Springer.  Geb.  6  Mk. 

Schultz,  E ,  dekadische  Logarithmen  der  Zahlen  1—10000. 
gr.  8°.    (32  S.)    Essen,  Baedeker.   20  Pf. 

Arithmetik,  Algebra  und  reine  Analysis. 

Anfangsgründe  der  Arithmetik  u.  Trigonometrie.  3.  Aufl. 
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Geb.  12  Mk. 
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3,50  Mk. 

Fricke,  Rob.,  Hauptsätze  der  Differential-  u  Integral-Rechnung, 
als  Leitfaden  zum  Gebrauch  bei  Vorlesungen  zusammengestellt. 
3.  (Schluss)  Thl.  gr.  8°.  (VIII,  38  S.  m.  9  Fig.)  Braunschweig, 
Vieweg.   1  Mk. 

Frobenius,  G-,  über  die  Darstellung  der  endlichen  Gruppen 
durch  lineare  Substitutionen.  gr.8°.  (22  S.)  Berlin,  G.  Reimer.  1  Mk. 

Fuchs,  L.,  zur  Theorie  der  simultanen  linearen  partiellen 
Differentialgleichungen,   gr.  8°.   (12  8.)   Ebd.   50  Pf. 

Holzinger,  F.  S.,  Lehrbuch  der  politischen  Arithmetik,  für 
höhere  Handelsschulen  u.  zum  Selbstunterr.  bearb.  2.  Aufl.  gr.  8°. 
(IX,  156  S.)   Braunschweig,  Vieweg.   3  Mk. 

Kiepert,  Ludw.,  Grundriss  der  Differential-  u.  Integral-Rech- 
nung. I.  Thl.:  Differential-Rechng.  8.  Aufl.  des  gleichnam.  Leitfadens 
von  Max  Stegmann.  gr.  8°.  (XVIII,  660  S.  m.  160  Fig.)  Hanno- 
ver, Helwing.   12  Mk. 

Koenigsberger,  Leo,  über  die  erweiterte  Laplace-  Poinsot'eche 
Potentialgleichung,    gr.  8°.   (9  S.)   Berlin,  G.  Reimer.   50  Pf. 
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Mertens,  F.,  über  eine  zahlentheorctische  Function,  gr.  8°. 
(70  S.)    Wien,  Gerold.    1,10  Mk. 

Molien,  Thdr.,  über  die  Invarianten  der  linearen  Substi- 
tutionsgruppen,  gr.  8°.    (5  S.)   Berlin,  G.  Reimer.   50  Pf. 

Kogel,  Frz.,  Entwicklungen  einiger  zahlentheoretischcr  Func- 
tionen in  unendlicbe  Reihen,   gr.  8°.    (26  S-)   Prag,  RivnaC.   40  Pf. 

— ,  Transformationen  arithmetischer  Reihen,  gr.  8°.  (31  S.) 
Ebd.   40  Pf. 

Ruland,  N.,  praktische  Anleitung  zum  gründlichen  Unterricht 
in  der  Algebra.  Ausführliche  Auflösung  der  in  E.  Heis'  Sammlung 
v.  Beispielen  u.  s.  w.  enthaltenen  Aufgaben.  2.  Tl.  Die  Gleichungen 
u.  Progressionen.  Zum  Selbstunterricht  bestimmt.  7.  Aufl.  bearb. 
v.  Karl  Ruland.   gr.  8°.   (VIII,  571  S.)   Bonn,  Cohen.   7  Mk. 

Schwarz,  H.  A.,  zur  Lehre  von  den  unentwickelten  Functionen, 
gr.  8°.    (7  S.)   Berlin,  G.  Reimer.   50  Pf. 

Ulrich,  Geo.,  ausführliches  Lehrbuch  der  Arithmetik  u.  Algebra 
für  den  Selbstunterricht.  Mit  zahlreichen  Uebungsaufgaben  u.  dazu 
gehörigen  Auflösungen.  8°.  (VII,  400  S.  m.  Fig.)  Berlin,  Aug. 
Schultze.   3  Mk. 

Weber,  Heinr.,  Lehrbuch  der  Algebra.  2.  Aufl.  1.  Bd.  gr.  8°. 
(XV,  703  S.)   Braunschweig,  Vieweg.   10  M. 


Geometrie. 

Degenhardt,  Geo.,  praktische  Geometrie  auf  dem  Gymnasium. 
Progr.  gr.  4°.  (30  S.  m.  1  Abbildg.  u.  4  Taf.)  Frankfurt/M.  Auf- 
fartb.   1  Mk. 

Habenicht,  Bodo,  der  Schlüssel  zur  Geometrie,  ein  Buch  für 
Anfänger  oder  Zurückgebliebene  au  allen  Lehranstalten.  12°.  (24  S.) 
Quedlinburg,  Selbstverlag.   80  Pf. 

Killing,  Wilh.,  Einführung  in  die  Grundlagen  der  Geometrie. 

2.  (Schluss-)  Bd.  Mit  8  Fig.  i.  Text.  gr.  8°.  (VI,  361  S.)  Pader- 
born, Schöningb.    7  Mk. 

Küpper,  C,  Curventbeoretisches.  gr.  8°.  (7  S.)  Prag,  Rivnar. 
20  Pf. 

Maennchen,  Phil.,  Die  Transformation  der  trilinearen  ter- 
nären  Form  in  eine  teilweise  symmetrische,  gr.  8°.  (22  S.)  Leipzig, 
Teubncr.   1,20  Mk. 

Martin,  P.,  u.  O.Schmidt,  Raumlehre  f.  Mittelschulen,  Bürger- 
schulen u.  verwandte  Anstalten.   Nach  Formengemeinschaften  bearb. 

3.  Hft.  Kulturstätton.  Mit  61  Fig.  gr.  8°.  (VII,  96  S.  m.  1  Tab.) 
Dessau,  Kable.   70  Pf. 

Sammlung  Göschen.   41.  u.  65.  Bd.   12°.  Leipzig,  Göschen.  - 
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41.  Mählcr,  G.,  cboüe  Geometrie.  Mit  115  zweifarb.  Fig.  2.  Aufl. 
(156  S.)  —  05.  Simon,  Max,  analytische  Geometrie  der  Ebene.  Mit 
45  Abbild.    (203  S.)   Geb.  ä  80  Pf. 

Schell,  Wilh.,  allgemeine  Theorie  der  Cnrven  doppelter  Krüm- 
mung in  rein  geometrischer  Darstellung.  Zur  Einführung  in  das 
Studium  der  Curveutheorie.  2.  Aufl.  gr.  8°.  (VIII,  163  S.  m  Fig.) 
Leipzig,  Teubner.   5  Mk. 

Sporer,  B.,  über  den  Feuerbach'schen  Kreis,   gr.  8°.    (15  S. 
m.  4  Fig.)   Wien,  Gerold.    40  Pf. 

Steiner's  Jac,  Vorlesungen  über  synthetische  Geometrie.  2.  Thl. 
Auch  unter  d.  Titel:  Die  Theorie  der  Kegelschnitte,  gestützt  auf 
projektive  Eigenschaften.  Auf  Grund  v.  Universitätsvorlesungen  u. 
mit  Benutzung  hinterlassener  Manuskripte  Jac.  Steiner's  bearb.  v. 
Heinr.  Schröter.   3.  Aufl.,  durchgesehen  v.  Rud.  Sturm.  Mit  103  Fig. 

1.  Text.   gr.  8».    (XVII,  537  S.)   Leipzig,  Teubner.    14  Mk. 

Tapla,  Thdr.,  Vademecum  der  darstellenden  Geometrie.  Für 
Schüler  gewerblicher  Lehranstalten,  für  Schüler  u.  Absolventen  des 
Gymnasiums,  sowie  für  Praktiker.  Mit  344  Fig.  auf  39  Tafeln,  gr.  16°. 
(XIII,  163  S.)    Wien,  Fromme.    Kart.  5  Mk. 

Tobel,  Edw.  v.,  Geometrie  für  Sekundärschulen.  Weitere  Aus- 
führungen für  die  Hand  des  Lehrers.  8°.  (VII,  100  S.  m.  Fig.) 
Zürich,  Orell-Füssli.    Kart.  1,80  Mk. 

Trigonometrie. 

Hammer,  E.,  Lehrbuch  der  obenen  u.  sphärischen  Trigono- 
metrie. Zum  Gebrauch  beim  Selbstunterricht  und  in  Schulen,  be- 
sonders als  Vorbereitung  auf  Geodäsie  u.  sphär.  Astronomie  bearb. 

2.  Aufl.  gr.  8°.  (XIV,  572  S.  m.  Fig.  u.  1  Tab.  Stuttgart,  Mfttzler. 
7,50  Mk. 

Praktische  Geometrie,  Geodäsie. 

Albrecht,  Th.,  Bericht  über  den  Stand  der  Erforschung  der 
Breitenvariation  im  Dccbr.  1897.  Mit  1  Taf.  Hrsg.  v.  Centraibureau 
der  intemat.  Erdmcssuug.  gr.  4°.  (36  S.)   Berlin,  G.  Reimer.  3  Mk. 

Arbeiteu,  astronomische  des  k.  k.  Gradmessungsbureau,  aus- 
geführt unter  der  Leitung  v.  Thdr.  v.  Oppolzer.  Hrsg.  v.  Edm.  Weiss 
u.  Roh.  Schräm.  9.  Bd.  Längenbestimmuugen.  Publicationen  für 
die  internat.  Erdmessung,  gr.  4°.  (III,  229  S.)  Prag,  Tcmpsky.  16  Mk. 

— ,  astronomisch-geodätische,  veröffentlicht  von  der  kgl.  bayer. 
Commission  f.  die  internat.  Erdmessung.  2.  Hft.  1.  Azimutbestim- 
muugcn  auf  den  Stationen  Irschenberg,  Höhensteig,  Kampenwand 
u.  München.    (Sternwarte.)    2.  Neuo  Polhöhonbestimmung  auf  der 
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Station  Kampenwand,  gr.  4°.  (VIII,  176  S.  m.  Fig.)  München, 
Franz.   8,60  Mk. 

Ergebnisse,  die,  der  Triangulation  der  Schweiz.  Hrsg.  durch 
das  eidgen.  topogr.  Bureau.  4.  Lfg.  Kauton  Basel  Stadt  u.  -Land. 
1897.  gr.  4°.  (43  S.  m.  Fig.  u.  1  Karte.)  Beru,  Schmid  &  Francke. 
2,50  Mk. 

Fixpunkte,  die,  des  schweizerischen  Praecisionsnivellements. 
Les  reperes  du  nivellcmcnt  de  precision  de  la  Suisse.  Hrsg.  durch 
das  eidgeo.  topogr.  Bureau.   6.  u.  7.  Lfg.    Fol.   Ebd.   a  3,20  Mk. 

Höhencoten  der  noch  nicht  publizierten  Nivellemcntszüge. 
Hrsg.  v.  eidgen.  topogr.  Bureau.   Fol.   (42  S.)   Ebd.    1,60  Mk. 

Mechanik. 

Finger,  Jos.,  über  das  innere  Virial  eines  elastischen  Körpers, 
gr.  8°.    (17  S.)    Wien,  Gerold.    40  Pf. 

Jäger,  G-,  zur  Frage  des  Widerstandes,  den  bewegte  Körper 
in  Flüssigkeiten  u.  Gasen  erfahren,  gr.  8°.  (9  S.  m.  2  Fig.  Ebd. 
20  Pf. 

Köu igs b erger,  Leo,  über  die  Darstellung  der  Kraft  in  der 
analytischen  Mechanik,   gr.  8°.    (16  S)   Berlin,  G.  Reimer.   50  Pf. 

— ,  über  das  erweiterte  Princip  der  Erhaltung  der  Flächcu  u. 
dessen  Anwendung  auf  kinetische  Potentiale  1.  Ordng.  gr.  8°.  (11  S.) 
Ebd.   50  Pf. 

— ,  über  die  erweiterte  Laplace'sche  Differentialgleichung  für  die 
allgemeine  Potentialfunction.   gr.  8°.    (14  S.)   Ebd.   50  Pf. 

Robb  er,  Will).,  die  Festigkeitslehre  u.  ihre  Anwendung  auf  deu 
Maschinenbau.  Elementar  behandelt  zum  Gebrauch  für  Studierende 
u.  in  der  Praxis.  3.  Aufl.  Hrsg.  v.  L.  Hummel,  gr.  8°.  (XVI. 
476  S.  m.  261  Abbild.)   Mittweida,  Polytechn.  Bhlg.    10,50  Mk. 

Routh,  Edward  John,  die  Dynamik  der  Systeme  starrer 
Körper,  in  2  Bdn.  mit  zahlr.  Beispielen.  Deutsch  v.  Adf.  Schopp, 
1.  Bd. :  Die  Elemente.  Mit  57  Fig.  i.  Text.  gr.  8°.  (XI,  472  S.) 
Leipzig,  Teubner.   Geb.  10  Mk. 

Technik. 

Biscan,  Wilh.,  die  Dynamomaschine.  Zum  Selbststudium  für 
Mechaniker,  Installateure,  Maschinenschlosser,  Monteure  etc.,  sowie 
als  Anleitung  zur  Selbstanfertigung  von  Dynamomaschinen  leicht  fass- 
lich dargestellt.  6.  Aufl.  Mit  110  Abbild,  u.  Konstruktionszeichnungen, 
gr.  8°.    (V,  128  S.)   Leipzig,  Leiuer.   2  Mk. 

David,  Ludw.,  Ratbgeber  f.  Aufanger  im  Photographieren. 
Handbuch  für  Fortgeschrittene.   Mit  83  Textbildcrn  u.  2  Taf.   6.  u. 
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7.  Aufl.  16.  bis  2t.  Taus.  12°.  (X,  202  S.  mit  8  Bl.  Etiketten.) 
Halle,  Knapp.   1,50  Mk. 

Diesen  er,  H.,  praktische  Uuterrichtsbücher  f.  Baotecbuiker. 
I.  Darstellende  Geometrie.  Das  geometrische  Zeichnen.  Die  Pro- 
jektionslehre. Die  Lehre  vom  Steinschnitt.  Die  Schattenkonstruktion. 
Die  Perspektive  u.  die  Farbenlehre,  leichtfassl.  dargestellt  für  Selbst- 
Unterricht  u.  Schulgebrauch.  4.  Autl.  Mit  300  Holzschn.  gr.  8°. 
(VI,  149  S.)   Halle,  Hofstetter.   4  Mk. 

Encyklopädie  der  Photographie,  gr.  8°.  Halle,  Knapp. 
31.  Hft.:  Hübl,  Arth,  v.,  die  Entwiekelung  der  photographischen 
Bromsiiber-Gelatiueplatte  bei  zweifelhaft  richtiger  Exposition.  (VII, 
61  S.)  2,40  Mk.  -  32.  Heft:  Albert,  Aug.,  der  Lichtdruck  an  der 
Hand-  u.  Schnellpresse  sammt  allen  Nebenarbeiten.  Mit  65  Abbild, 
i.  Text  u.  9  .Tat'.   (VIII,  192  S.)   7  Mk. 

Föppl,  Aug.,  Vorlesuugeu  über  technische  Mechanik.  3.  Bd. 
Festigkeitslehre.  Mit  70  Fig.  i.  Text.  gr.  8°.  (XVI,  472  S.)  Leipzig, 
Teubner.    Geb.  12  Mk. 

Goldmann,  Max,  elektrische  Verteilungsanlagen  (für  Gleich- 
strom), verbunden  mit  Aufgaben  aus  der  Praxis  u.  Anleitungen  zu 
praktischen  Uebungcn.  l.  Hft.  Mit  70  Abbild.  Lex.  8°.  (36  S.) 
Strelitz,  Hittenkofer.    2,70  Mk. 

Grawiukcl,  C,  u.  K.  Strecker,  Hilfsbuch  f.  die  Elektro- 
technik. Bearb.  u  hrsg.  v.  K.  Strecker.  5.  Aufl.  M.  361  Fig.  i.  Text, 
gr.  8°.   (X,  696  S.)   Berlin,  Spriuger.   Geb.  10  Mk. 

Hammer,  E.,  der  logarithmische  Rechenschieber  u.  sein  Ge- 
brauch. Eine  elementare  Anleitung  zur  Verwendung  des  Instruments 
für  Studirendc  u.  Praktiker.  Mit  4  Fig.  i.  Text.  gr.  8°.  (60  S.) 
Stuttgart,  Metzler.   40  Pf. 

Heim,  Carl,  die  Einrichtung  elektrischer  Beleuchtungsanlagen 
für  Gleichstrombetrieb.  3  Aufl.  Mit  über  500  Abbildgn.  (In  10—12 
Hftu.)    1.  Hft.   gr.  8°.    (64  S.)   Leipzig,  Leiner.    1  Mk. 

Herzog,  Jos.,  u.  C.  P.  Feld  mann,  Handbuch  der  elektrischen 
Beleuchtung.  Mit  428  Abbild,  gr.  8°.  (XII,  521  S  )  Berlin,  Sprin- 
ger.  Geb.  16  Mk. 

Holst,  A.,  Elektrotechniker.  25/27.  Hft.  Leipzig,  Schäfer, 
ä  75  Pf. 

Kapp,  Gisb.,  Eiektromechanische  Konstruktionen.  Eine  Samm- 
lung von  Konstruktionsbeispieleu  u.  Berechnungen  von  Maschinen  u. 
Apparaten  für  Starkstrom.  Imp.  4°.  (VIII,  200  S.  m.  54  Fig.  u. 
25  Taf.)    Berlin,  Springer.   Geb.  20  Mk. 

— ,  elektrische  Kraftübertragung.  Ein  Lehrbuch  für  Elektro- 
techniker. Deutsche  Ausg.  v.  L.  Holboru  u.  K.  Kahle-  3.  Aufl. 
Mit  zahlreichen  in  den  Text  gedr.  Figuren,  gr.  8°.  (VI,  338  S.) 
Ebd.   Geb.  8  Mk. 
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Krügener,  R.,  die  Hand-Camera  u.  ihre  Anwendung  für  die 
Momcnt-Photographie,  sowie  die  Beschreibung  ihror  Einrichtung,  der 
einzelnen  Bestandteile  u.  Anwendung  zu  Hause  u.  auf  Reisen.  8°. 
(VJ,  165  S.  in.  67  Fig.)    Berlin,  G.  Schmidt.    3  Mk. 

Lueger's,  0,  Lexikon  der  Teckuik.  27.-29.  Abtlg.  Stutt- 
gart, D.  Verlagsaustal t.   a  5  Mk. 

Meissner,  G.,  Hydraulik.  2.  Aufl.  24.  Lfg.  Jena,  Costenoble. 
3  Mk. 

Niethammer,  F.,  Motoren  u.  Hülfsapparate  für  elektrisch 
betriebene  Hebezeuge.  Imp.  4W.  (29  S.  m.  111  Fig.)  Berlin,  Sprin- 
ger.   2  Mk. 

Offiuger,  H.,  Euglish-Freuch-Italicn-Germau  technical  poeket- 
dictiouary.  Part.  II.  The  leadiug  lauguage  being  English.  2.  ed. 
gr.  10°.    (230  S.)    Stuttgart,  Metzler.    Geb.  3  Mk. 

Pechau,  Jos.,  Leitfadeu  des  Maschinenbaues  für  Vorträge  so- 
wie zum  Selbststudium.  1.  Abth. :  Maschinen  zur  Ortsveränderung, 
Pressen  u.  Accumulatoreu.  4.  Aufl.  Mit  125  in  den  Text  gedr. 
Holzsehn.  u.  33  Fig.-Taf.  2  Thlo.  gr.  b°.  (VIII,  318  S.)  Wien, 
Denticke.   9  Mk. 

Pizzig  he  Iii,  G.,  Anleitung  zur  Photographie.  9.  Aufl.  Mit 
156  in  den  Text  gedr.  Abbildgn.  u.  26  Tat".  12°.  (VIII,  3G0.  S.) 
Halle,  Knapp.    Geb.  3  Mk. 

Rusch,  M.,  Auleitung  zum  Gebrauch  des  Rechenstabes.  Auch 
für  solche,  welche  nur  die  Kenntnisse  der  Volksschulo  besitzen,  gr.  8°. 
(19  S.  m.  6  Fig.)   Wien,  Pichler.    50  Pf. 

Sammlung  elektrotechnischer  Vorträge  hrsg.  v.  Ernst  Voit. 
gr.  b°.  Stuttgart,  Eukc.  1.  Bd.,  1.  Jlft.  Schoop,  P.,  über  die  Plauti- 
Accumulatoreu.  Mit  28  Abbild.  (S.  147— 190.)  1  Mk.  —  5.  u.  6.  Hft. : 
Heinke,  C,  die  Hauptbegriffe  der  Gleich-  u.  Wcchselstromtechnik 
unter  Benutzung  mechanischer  Hilfsvorstcllungeu.  Mit  22  Abbild. 
(S.  191—254.)  2  Mk.  —  7.  u.  8.  Hft.:  Kohlfürst,  die  Benützung 
eiuer  u.  derselben  elektrischen  Leitung  für  verschiedene  Betriebe 
unter  besonderer  Berücksichtigung  der  bei  den  Eisenbahnen  vorkom- 
menden einschlägigen  Schwachstrom  Anordnungen.    2  Mk. 

Slaby,  A.,  dio  Funkeutclegraphie.  Mit  22  Abbildgn.  u.  2  Karten, 
gr.  8°.    (IV,  70  S.)   Bcrliu,  Simiou.    2  Mk. 

Toi  hau  sen,  Alex.,  Dictionnaire  techuologique  dans  les  langues 
francaise,  anglaise  et  allemande.  Rcvu  par  Louis  Toluauseu.  (Vol.  I.) 
Francais-alleinaud-anglais.  4.  ed.  augmentee  d'un  graud  Supplement. 
8°.    (£09  u.  165  S.)    Leipzig,  Tauchnitz.   9,50  Mk. 

Vogel,  E.,  Taschenbuch  der  prakt.  Photographie.  5.  Aufl.  12°. 
(VIII,  287  S.  m.  60  Fig  u.  5  Taf.)   Berlin,  G.  Schmidt.  Geb.  3  Mk. 

Weickert,  A.,  u.  R.  Stollo,  praktisches  Maschinenrechucn. 
Eino  Zusammenstellung  der  wichtigsten  Erfahruugswerte  aus  der 
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allgemeinen  u.  angewandten  Mechanik  in  ihrer  Anwendung  auf  den 
praktischen  Maschinenbau.  Erläutert  durch  zahlreiche  der  Praxis 
entnommene  Beispiele  u.  eingeleitet  durch  eine  leichtfassl.  Darstel- 
lung der  für  Maschinenbauer  unentbehrlichen  Gesetze  des  allgemeinen 
Buchstabonrechnens.  Mit  über  100  in  den  Text  gedr.  Abbild.  3.  Aufl. 
6.  u.  7.  Taus.  gr.  8°.  (VII,  262  8.)  Berlin,  Polyteckn,  Buchbig. 
3,50  Mk. 

Weiler,  W.,  Wörterbuch  der  Elektricität.  3.u.  4.  Hft.  Leipzig, 
Schitfer.   a  75  Pf. 

Weisbach,  Jul.,  Lehrbuch  der Ingeuieur-  u. Maschinen-Mechanik. 
3.  Tbl.:  Die  Mechauik  der  Zwischen-  u.  Arbeits-Maschineu.  2.  Auti. 
bearb.  v.  Gust.  Herrmanu.  3.  Abthlg.  Die  Maschinen  zur  Form- 
vuränderung.  14.-16.  Lfg.  gr.  8°.  (S.  1223—1548  m.  Holzst.) 
Braunschweig,  Vieweg.   (J  Mk. 

Weitzel,  K.  G.,  Maschincntechuiker.  82.-86.  Hft.  Leipzig, 
Schäfer,    a  75  Pf. 

Zacharias,  Johs.,  transportable  Akkumulatoren.  Auordnuug, 
Verwendung,  Leistung,  Behandlung  u.  Prüfung  derselben.  Mit  69 
Abbild,  im  Text.   gr.  8°.    (VIII,  259  S.)   Berlin,  Löweuthal.    7  Mk. 


Optik,  Akustik  und  Elastlcität. 

Boltzrnaun,  Ludw.,  über  vermeintlich  irreversible  Strahlungs- 
vorgänge.  3.  Mittbeilg.   gr.  8°.    (6  S.)   Berlin,  G.  Reimer.   50  Pf. 

Exuer,  Frz.,  u.  E.  Haschek,  über  ultraviolette  Funkenspectra 
der  Elemente.  X.  Mittbeilg.  (enth.  d.  Spectra  v.  C«,  Sz,  Li,  Cr). 
gr.  8°.   (26  S.  m.  2  Taf.)    Wien,  Gerold.    1  Mk. 

Glacebrook,  R  T  ,  das  Licht.  Grundriss  der  Optik  für  Stu- 
dierende u.  Schüler.  Deutsch  v.  E.  Zennclo.  8°.  (VI,  273  S.  m. 
134  Fig.)   Berlin,  Calvary.    Geb.  3,60  Mk. 

Kayscr,  H.,  über  die  Bogenspeetren  der  Elemente  der  Platiu- 
gruppe.   gr.  4°.    (44  S.)    Berlin,  G.  Keimer.    2,50  Mk. 

Kolacek,  Frz.,  Theorio  der  Fortpflanzung  des  Lichtes  in  ani- 
sotropen Medien  in  iuduetiver  Darstelluug.  gr.  8°.  (107  S.)  Prag, 
Rivna»-.    1,80  Mk. 

Landolt,  II.,  das  optische  Drekuugsvermögen  organischer  Sub- 
stanzen u.  dessen  praktische  Anwendung,  bearb.  unter  Mitwirkung 
v.  0.  Scbönrock,  P.  Linduer,  F.  Scbütt,  L.  Berudt,  T.  Posuer.  2.  Aufl. 
Mit  eingedr.  Abbild,  gr.  8°.  (XXIII,  655  S  )  Brauuscbweig,  Vieweg. 
Geb.  18  Mk. 

Mach,  Ludw.,  optische  Untersuchung  der  Luftstrahlon.  gr.  8°. 
(50  S.  m.  26  Fig.  u.  4  Taf.)    Wien,  Gerold.    2,20  Mk. 


Planck,  Max,  über  irreversible  Strahlungsvorgänge.  3.  Mit- 
theilg.   gr.  8°.    (24  S.)   Berlin,  Reimer.   1  Mk. 

Vogel,  H.  C,  einige  Bemerkungen  über  den  Kirchhoff'scben 
Spectralapparat.   gr.  8°.   (7  S.)  Ebd.  50  Pf. 

Erd-  und  Himinelskande. 

B ebber,  W.  J.  van,  die  Wettervorhersage.  Eine  gemein- 
verständliche prakt  Anleitung  zur  Wettervorhersage  auf  Grundlage 
der  Zeitungs- Wetter-Karten  u.  Zeitungs- Wetterberichte  für  alle  Berufs- 
arten. Im  Auftrage  der  Direktion  der  deutschen  Seewarte  bearb. 
Mit  zahlreichen  Beispielen  u.  125  Abbild.  2.  Aufl.  gr.  8°.  (XVI, 
219  S.)   Stuttgart,  Enke.   5  Mk. 

Becker,  E.,  Tafeln  zw  Berechnung  der  Praecession.  gr.  4*. 
(IV,  91  S.)    Karlsruhe,  Braun.   5  Mk. 

Braun,  C,  über  die  Gravitations-Konstante,  dio  Masse  u.  mitt- 
lere Dichte  der  Erde  nach  neueren  experimentellen  Bestimmungen, 
gr.  8°.   (44  S.)   Münster,  Aschendorff.   80  Pf. 

Breuner,  Leo,  Mars-Beobachtungen  J 896— 97  auf  der  Manora- 
Sternwarte  in  Lussin  Piccolo.  gr.  4°.  (32  S.  m.  3  Taf.)  Berlin, 
G.  Reimer.   Kart.  3  Mk. 

— ,  Spaziergänge  durch  das  Himmelszelt  Astronomische  Plaude- 
reien mit  besonderer  Berücksichtigung  der  Entdeckungen  der  letzten 
Jahre.  Mit  7  Taf.  u.  23  Textbildern.  gr.8°.  (VIII,  399  S.)  Leipzig, 
E.  H.  Mayer.   5,50  Mk. 

Ergebnisse  der  meteorologischen  Beobachtungen  im  Systeme 
der  deutschen  Seewarte  für  das  Dezenuium  1886 — 1895.  Hrsg.  v.  d. 
Direktion  der  Seewarte,  gr.  4°.  (VI,  10  S.)  Hamburg,  Friederich- 
sen.    2  Mk. 

Foerster,  W.,  u.  P.  Lehmann,  die  veränderlichen  Tafeln 
des  astronomischen  u.  chronologischen  Theils  des  preuss.  Normal- 
kalenders f.  Ib99.  Nebst  e.  allgemeinen  statistischen  Beitrage  von 
E.  Blenck.  gr.  8°.   (V,  202  S.)   Berlin,  Statist.  Bureau.   5  Mk. 

Handwörtorbuch  der  Astronomie.  10.  -12,  Lfg.  Breslau, 
Trewendt.    ä  3,60  Mk. 

Jahrbuch  der  Astronomie  u.  Geophysik.  Hrsg.  v.  Herrn  J.  Klein. 
8.  Jahrg.  1897.  Mit  5  Taf.  in  Schwarz-  u.  Chromodruck.  gr.  8°. 
(VIII,  370  S.)   Leipzig,  E.  H.  Mayer.   Kart.  7  Mk. 

— ,  Berliner  astronomisches  f.  1903  m.  Angaben  für  die  Oppo- 
sitionen der  Planeten  (I)— (422)  f.  1898.  Hrsg.  v.  dem  Kgl.  astronom. 
Rechen-Institut  unter  Leitung  v.  J.  Bauschinger.  Der  Sammlung 
Berliner  astronom.  Jahrbücher  125.  Bd.  gr.  8°.  (X,  520  u.  8  S.) 
Berlin,  Dtimmler.   12  Mk. 

— ,  deutsches  meteorologisches  für  1896.  Beobachtungs-System 
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der  dcutscbcn  Seewarte.  Ergebnisse  der  meteorolog.  Beobachtungen 
an  10  Stationen  II.  Ordnung  u.  an  48  Signalstellen,  sowie  stündl. 
Aufzeichnungen  an  4  Normal-Beobachtungs-Stationen.  XIX.  Jahrg. 
Hrsg.  v.  d.  Direktion  der  Seewarte.  Imp.  4°.  (VIII,  189  S.)  Ham- 
burg, Friederichsen.    13  Mk. 

Kalender,  astronomischer,  f.  1898  Berechnet  für  den  Meridian 
u.  die  Polhöhe  von  Wieu  (16°  2i>'  22".  3  =  lh  5"'  2l8 .  49  östl.  Länge 
v.  Greeuwich,  4S°13'55".  4  nördl.  Breite).  Hrsg.  v.  d  k.  k.  Stern- 
warte. Der  ganzen  Reihe  6  ».  Jahrg.;  der  neuen  Folge  17.  Jahrg. 
gr.  8°.    (159.  S.  u.  Tagebuch.)    Wien,  Gerold.    Kart.  2,4')  Mk. 

Klein,  Herrn.  J.,  astronomische  Abende.  Allgemeinverständ- 
liche Unterhaltungen  über  Geschichte  u.  Ergebnisse  der  Himmels- 
Erforschung.    4.  Aufl.    gr.  8».    (XII,  372  S.  m.  5  Taf.)  Leipzig, 

E.  H.  Mayer.   5,50  Mk. 

Krieger,  Joh.  Nep.,  Mond- Atlas,  entworfen  nach  den  Beobach- 
tungen an  der  Pia-Sternwarte  in  Triest.  I.  Bd.  Mit  28  Taf.  u.  An- 
sicht der  Sternwarte,  gr.  4°.  (2J  S.  Text  u.  28  Bl.  Pausen.)  Ebd. 
Kart.  12  Mk. 

Mazelle,  Ed.,  tägliche  Periode  des  Niederschlages  in  Triest. 
gr.  8°.   (37  S.)    Wien,  Gerold.    70  Pf. 

Meyer,  M.  Wilh.,  das  Weltgcbäude.  Eine  gemeinverständliche 
Hiinmelskuude.  Mit  287  Abbild,  i.  Text,  JO  Karten  u.  31  Tafeln- 
gr.  8°.    (XII,  Ü77  S.)    Leipzig,  Bibliogr.  Institut.    Geb.  16  Mk. 

Mitteilungen  der  Hamburger  Sternwarte.  No.  3.  Schorr, 
Rieh.,  Bemerkuügen  u.  Berichtigungen  zu  Carl  Rümkcr's  Hamburger 
Sternkatalogen  1836.  0.  u.  1850.  0.  Lex.  8°.  (50  S.)  Hamburg, 
Gräfe  &  Sillem.    3  Mk. 

Mohn,  II.,  Grundzüge  der  Meteorologie.  Die  Lehre  v.  Wind 
u.  Wetter,  nach  den  neuesteu  Forschungen  gemeinfasslicb  dargestellt. 
Deutsche  Orig.- Ausgabe.  5.  Aufl.  Mit  24  Karten  u.  45  Holzschu. 
gr.  8°.    (XII,  419  S.)   Berlin,  D.  Reimer.    Geb.  6  Mk. 

Neudrucke  von  Schriften  u.  Karten  über  Meteorogie  u.  Erd- 
magnetismus, hrsg.  v.  G.  Hellmann.  No.  10  u.  11.  gr.  4°.  Berlin, 
Asher.  —  10:  Magnetica  rara.    1269-1599.     P.  de  Maricourt. 

F.  Faleruo.    P.  Nuues.    J.  de  Castro.    G.  Hartmaun.    M.  Cortes. 

G.  Mercator.  R  Norman.  W.  Borough.  S.  Stevin.  Mit  e.  Ein- 
leitung. 15  Mk.  —  11:  Wiukler,  J.  H.,  B.  Franklin,  T.  F.  Dalibard, 
L.  G.  Le  Monuier,  über  Luftelektricität  1746-1753.  Mit  e.  Ein- 
leitung.  3,50  Mk. 

Oertcr,  mittlere,  von  622  Sternen  u.  scheinbaro  Oerter  v.  450 
Sternen,  nebst  Reductions-Tafeln  f.  d.  Jahr  1900  u.  e.  Anh.,  enth. 
mittlere  Oerter  v.  303  südl.  Sternen  für  1900  0.  gr.  8°.  Berlin, 
Dümmler.   6  Mk. 

Pieper,  M.,  mathematische  Erdkunde.    Anhang  zu  Sumpfs 
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„Schulphysik"  u.  „Grundriss  der  Physik".  Mit  12  in  den  Text  gedr. 
Orig.-Holzschu.    gr.  8°.    (40  S.)    Hildesbeim,  Lax.   40  Pf. 

Publikationen  der  Sternwarte  des  eidgcnöss.  Polytechnikums 
zu  Zürich.  Auf  Kosten  der  „Wolfstiftuug  der  eidgeu.  Sternwarte" 
hrsg.  v.  A.  Wolfer.  1.  Bd.  Wolfer,  A.,  Beobachtungen  der  Souucu- 
oberflaehe  in  den  Jahren  1887-89.  gr.  4n.  (XX VII,  41  S.  m. 
15  Taf.)    Zürich,  Schulthess.    12  Mk. 

—  des  astropbysikalischen  Observatoriums  zu  Potsdam,  gr.  1°. 
Leipzig,  Engelmann.  No.  37.  XI.  Bd.  4.  Stück.  Wilsiug,  J.,  Beob- 
achtungen veränderlicher  Sterne  in  den  Jahren  1881—1885.    (54  S.j 

3  Mk.  —  No.  38.  XI.  Bd.,  5.  Stück:  Müller,  G.,  u.  P.  Kempf,  Unter- 
suchungen über  die  Absorption  des  Sterneulichts  in  der  Erdatmosphäre, 
angestellt  auf  d.  Ätua  u.  in  Catania.    (V,  III,  71  S.  in.  3  Fig.  u.  1  Tal.) 

4  Mk. 

Riggenbach,  Alb,  Ergebnisse  7jähriger  Xiedersehlags-Regi- 
strieruugcu  in  Basel,  gr.  4°.  (18  S.  m.  1  Tai'.;  Karlsruhe,  Braun. 
1,50  Mk. 

Sammlung. populärer  Schriften  der  Gesellschaft  Urania.  No.  48 
u.  4U.  gr.  8°.  Berlin,  11.  Paetel.  —  48.  Spies,  P.,  flüssige  Luft  u. 
tiefe  Temperaturen.  (18  S.  m.  3  Fig.)  —  49.  Ule,  Willi,  Falbs 
Theorien  im  Lichte  der  Wissenschaft    (IC  S.)    ä  CO  Pf. 

Schweiger-Lcrchenfeld,  A.  v.,  Atlas  der  llimmclskunde. 
15.— 2 '.  Lfg.   Wien,  Hartlebeu.   ü  1  Mk. 

Thraen,  A.,  Bestimmung  der  Bahn  des  period.  Kometen  v.  Wolf. 
(Komet  1884  III  u.  lfc'Jl  II.)  Verbindung  der  Erscheinungen  in  den 
J.  1884  u.  1 81)  l  u.  Vorausbcrechuung  des  Laufes  des  Kometen  für 
die  Erscheinung  im  J.  1898.   gr.  4°    (43  S.)  Wien,  Gerold.  2,60  Mk. 

Veröffentlichungen  des  hydrographischen  Amtes  der  k.  u.  k. 
Kriegs  Marine  in  Pola.   No.  1—4.   Fol.    Wien,  Gerold.    13  Mk. 

—  des  kgl.  preuss.  meteorolog.  Instituts.  Hrsg.  durch  Willi,  v.  Be- 
zold.  gr.  4°.  Berliu,  Asher  &  Co.  (1896  II.  Hft.)  Ergebnisse  der 
maguet.  Beobachten,  in  Potsdam  i.  J.  1896  u.  internationale  magnet. 
Simultaubeobachtungcn  1896.  (43  u.  XXXIV  8.  m.  5  Taf.)  6  Mk. 
1897  I.  Hft.  Ergebnisse  der  Beobachtungen  au  deu  Stationen  II.  u. 
III.  Orduung  i.  J.  1897,  zugleich  deutsches  meteorolog.  Jahrbuch  f. 
1897.  Beobaehtuugssystein  des  Königreich  Preusseu  u.  benachbarter 
Staaten.   (56  S.)   3  Mk. 

—  des  kgl.  astronomischen  Recheninstituts  zu  Berliu.  No.  6. 
Bauschiuger,  J.,  genäherte  Oppositions-Ephemeriden  v.  45  kleinen 
Planeten  f.  1893  Jau.  bis  Aug.  Unter  Mitwirkung  mehrerer  Astro- 
nomen, insbesondere  der  Herreu  A.  Berberich  u.  G.  Neugebauer 
herausgeg.   4ft.    (16  S.)   Berlin,  Dümmler.    1,20  Mk. 

—  der  kgl.  Sternwarte  zu  Bonn.   Hrsg.  v.  Frdr.  Küstner.  No.  2. 
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Küstiur,  F.,  Uutersucbuugcn  über  die  Eigenbeweguiig  v.  335  Sternen 
nach  älteren  u.  eigenen  Beobachtungen,  gr.  -1°.  (123  S.)  Bonn, 
Cohen.    7  Mk. 

Wanner,  Stcf.,  populäre  Darstellung  u.  Erklärung  des  Föhns. 
8°.    (25  S.)    Wintertbur,  Kiesebke.    60  Pf. 

Zengcr,  K.  W.,  die  Meteorologie  der  Souue  u.  das  Wetter  i.  J. 
1888,  zugleich  Wetterprognose  f.  d.  J.  1898.  gr.  8°.  (XII,  87  S. 
m.  1  Tat.)   Prag,  Ilivnaf.    2  Mk. 


Ludolph,  W.,  Leuchtfeuer  u.  Schallsignale  der  Erde  189s. 
27.  Jahrg.  8.  AuH.  gr.  8°.  (XXIII,  400  S.  u.  Ergäuzungshft.  39  BI.) 
Bremen,  Ueiusins.    Geb.  7,50  Mk. 

Seibt,  Willi.,  der  selbstthätigc  Gezeiteupegel  (System  Seibt- 
Fuess).    gr.  8°.    (8  S.  m.  3  Abbild.)    Berliu,  Emst  &  Sohu.    80  Pf. 

Verzeichnis  der  Leuchtfeuer  aller  Meere.  Hrsg.  v.  Reiehs- 
mariueamt.  8  Ufte.  Abgeschlossen  am  1.  XII.  1897.  (Mit  je  1  färb. 
Taf.)    hoch  4°.    Berlin,  Mittler.    6  Mk. 


Aunalen  der  Physik  u  Chemie.  Hrsg.  v.  G.  u.  E.  Wiedemaun. 
Neue  Folge  63.  Bd.  Der  ganzen  Folge  299.  Bd.  1897.  13.  Hft. 
(Festschrift  für  Gust.  Wiedemaun  zum  oOjähr.  Doctorjubiläum.)  gr.  8°. 
(XVI,  13i>  S.  m.  Fig.)    Leipzig,  Barth.    5  Mk. 

Arbeite u  des  physikalisch-chemischen  Instituts  der  Universität 
Leipzig  aus  deu  J.  1887—1896.  Gesammelt  u.  hrsg.  v.  Wilh.  Ost- 
wald.  4  Bde.   gr.  8°.    Leipzig,  Eugclmanu.   36  Mk. 

Benndorf,  Hans,  über  das  Verhalteu  rotierender  Isolatoreu 
im  Maguetfeld  u.  eine  darauf  bezügliche  Arbeit  A.  Campetti's.  gr.  8°. 
(10  S.)    Wien,  Gerold.    20  Pf- 

Bürker,  Karl,  über  die  Erzeugung  u.  physiologische  Wirkung 
schnell  u.  langsam  verlaufender  maguet.  elektrischer  Ströme,  gr.  8°. 
(•27  S.)    Tübingen,  Pietzcker.    70  Pf. 

Conrad,  P.,  Pracparationen  für  den  Physik-Unterricht  in  Volks 
n.  Mittelschulen.  Mit  Zugrundelegung  von  Individuen.  Nach  Herbarl'- 
schen  Grundsätzen  bearb.    2.  Tl.:  Optik,  Wärme,  Magnetismus  u. 
Elektrizität.    M.  8  Fig.-Taf.    gr.  8°.    (V,  185  S.)    Dresden,  Bleyl  & 
Kämmerer.   4  Mk. 

Ernecke,  Erich,  über  elektrische  Wellen  und  ihre  Anwendung 
zur  Demonstration  der  Telegraphie  ohne  Draht  nach  Marconi.  Ex- 
perimental  Vortrag.  Mit  12  Abbild.  2.  Abdruck,  gr.  8°.  (15  S.) 
Berlin,  Gäitner.   80  Pf. 
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Gold  st  ein,  E.,  über  die  Structur  des  Katbodeuliebts  u.  die 
Natur  der  Leuard'scken  Strahlen,  gr.  i°.  (10  S.  m.  6  Fig.)  Berlin, 
G.  Reimer.   50  Pf. 

Heutze,  Willy,  analytische  Berechnung  elektrischer  Leitungen. 
Mit  37  i.  d.  Text  gedruckten  Figuren,  gr.  8°.  (V,  81  S.)  Berlin, 
Springer.    Geb.  3  Mk. 

Holborn,  L.,  über  die  Vertheiluug  des  inducirten  Magnetismus 
im  Cylinder.    gr.  8°.    (10  S.  m.  2  Fig.)    Berlin,  G.  Reimer.   50  Pf. 

Jäger,  G us t.  u.  St ef.  Meyer,  Bestimmung  der  Maguetisiruugs- 
zahlen  von  Flüssigkeiten  u.  deren  Acuderung  mit  der  Temperatur. 
(I.  u.  11.  Mitthcilg.)  gr.  8°.  (29  S.  m.  7  Fig.  u.  31  S.  m.  30  Fig.) 
Wien,  Gerold,   ä  80  Pf. 

Klomencir,  Ign.,  über  die  magnetische  Nachwirkung  bei  ver- 
schiedenen Feldstärken,   gr.  8°.   (9  S.)   Wien,  Gerold.    20  Pf. 

Koppe's,  K.,  Aufaugsgründe  der  Physik  mit  Einschluss  der 
Chemie  u.  mathemat.  Geographie.  21.  Aufl.  (der  neuen  Bearbeitung 
2.  Aufl.)  Ausg.  B.  iu  2  Lehrgängen.  Für  höhere  Lehranstalten  nach 
den  preuss.  Lehrplänen  v.  1892  bearb.  v.  A.  Husmann.  2.  Tl.:  Haupt- 
lehrgaug.  Mit  318  in  den  Text  gedruckten  Holzschnitten  n.  1  Stern- 
karte,  gr.  8°.    (X,  472  S.)   Essen,  Baedeker.    Geb.  4,80  M. 

Korn,  Arth.,  eine  Theorie  der  Gravitation  u.  der  elektrischen 
Erscheinungen  auf  Gruudlage  der  Hydrodynamik.  2.  Aufl.  2.  Tl. 
Theorie  der  elektrischen  Erscheinungen.  2.  Absehn.  Elektromoto- 
rische Wirkuugeu.  (Schluss.)  gr.  8°.  (VI  u.  S.  211—280.)  Berlin, 
Dümmler.    150  Mk. 

Lehmann,  0.,  die  elektrischen  Lichterschciuuugen  od.  Eut- 
laduugen,  bezeichnet  als  Glimmer,  Büschel,  Fuuken  u.  Lichtbogen, 
iu  freier  Luft  u.  in  Vacuumröhreu.  gr.  b°.  (VIII,  569  S.  m.  Ab- 
bildgn  u.  10  Taf.)    Halle,  Knapp.    20  Mk. 

Scheel,  Karl,  über  Fernthermometer,  gr.  8°.  (48  S.  m.  9  Ab- 
bild.)  Halle,  Marhold.   1  Mk. 

Schumauu,  Hans,  Einführung  in  die  neuere  Elcktrizitätslchre 
in  elementar  mathematischer  Behaudluug.  Für  höhere  Schulen  sowie 
zum  Studium  für  augehende  Elektrotechniker.  8°.  (VIII,  215  S.  m. 
Fig.)    München,  Wolff.    3,20  Mk. 

Schurig,  Ewald,  die  Elektrizität.  Das  Wissenswürdigste  aus 
dem  Gebiete  der  Elektrizität  für  jedermann  leichtverständlich  dar- 
gestellt. Mit  30  Fig.  i.  Text.  4.  Aufl.  8°.  (III,  72  S.)  Leipzig, 
Möschke.    1,30  Mk. 

Tumlirz,  0.,  die  specitiseke  Wärme  des  Wasserdampfes  bei 
coustantem  Drucke,   gr.  8°.    (14  S.  m.  2  Fig.)  Wien,  Gerold.  40  Pf. 

Voigt,  Wold.,  die  fundamentalen  physikalischen  Eigenschaften 
der  Krystalle  in  elementarer  Darstellung.  Mit  52  Fig.  i.  Text.  gr.  8°. 
(VIII,  243  S.)    Leipzig,  Veit  &  Co.   5  Mk. 
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Warbarg,  E.,  über  die  Entstehung  der  Soitzenentladung.  gr  8° 
(7  S.)   Berlin,  G.  Reimer.   50  Pf. 

Weber,  H.,  über  die  Differentialgleichungen  der  elektroly tischen 
Verschiebungen,   gr.  8°.    (11  S.  m.  2  Fig.)   Ebd.   50  Pf. 

Weinstein,  B.,  Physik  u.  Chemie.  Gemeinfassliche  Darstel- 
lung ihrer  Erscheinungen  u.  Lehren.  Mit  34  in  den  Text  gedr.  Fig. 
gr.  8°.   (VIII,  427  S.)   Berlin,  Springer.   4  Mk. 

Zwerger,  Max,  Leitfaden  zum  Unterricht  in  der  Physik.  Nach 
der  Schulordnung  für  die  humanistischen  Gymnasien  Bayerns  bearb. 
Mit  112  in  den  Text  gedr.  Fig.  gr.  8°.  (VIII,  176  S.)  München, 
Lindauer.   2,20  Mk. 

Vermischte  Schriften. 

Abhandlungen  der  kgl.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu 
Güttingen.  Mathematisch  physikalische  Klasse.  Neue  Folge.  l.Bd. 
No.  1.    Nachtrag,   gr.  4°.    Berlin,  Weidmann.    3  Mk. 

—  der  kgl.  sächs.  Gesellschaft  der  Wissenschaften.  Mathematisch- 
physikal.  Classe.  24.  Bd.  No.  II:  Wundt,  die  geometrisch-optischen 
Täuschungen.  Mit  65  Texttig.  Lex.  8tt.  (8.  53—178.;  —  No.  III: 
Peter,  Bruno,  Beobachtungen  am  sechszölligen  Repsoldschen  Helio- 
meter der  Leipziger  Sternwarte.  II.  Abhdlg.  Mit  2  Texttig.  u.  1  Taf. 
Lex.  8°.   (135  S.)   Leipzig,  Teubner.   u  5  Mk. 

Berichte  der  sächs.  Gesellschaft  der  Wissensch.  Mathem. - 
phys.  Classe.   1897.   IV.  gr.  8°.   Leipzig,  Hirzel.    1  Mk. 

—  dass.    1897.    V.  u.  VI.    gr.  8°.   Leipzig,  Teubner.   3  Mk. 
Grosse,  W.,  Unterhaltende  Probleme  u.  Spiele  in  mathematischer 

Beleuchtung.  8°.  (V,  252  S.  m.  176  Fig.  u.  1  Taf.)  Leipzig,  Quandt 
&  Händel.   5,20  Mk. 

Sachregister  der  Abhandlungen  u.  Berichte  der  mathem.-phys. 
Classe  der  kgl.  sächs.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  1846—1895. 
Lex.  8»    (III  u.  S.  65-184.)    Leipzig,  Teubnor.    2,50  Mk. 

Sammlung  Göschen.  72.,  11.  u.  47.  Bdcheu.  12°.  Leipzig, 
Göschen.  Geb.  ä  80  Pf.  72.  Doehlcmann,  Karl,  projektive  Geometrie 
in  synthetischer  Behandlung.  Mit  57  Fig.  (162  S.)  —  11.  Moe- 
bius,  A.  F.,  Astronomie,  Grösse,  Bewegung  u.  Entfernung  der  Himmels- 
körper. 9.  Aufl.  v.  Walt.  F.  Wislicenus.  Mit  36  Abbildgn.  u.  1  Karte 
des  uördl.  Sternhimmels.  (164  S.)  —  47.  Schubert,  Herrn.,  Arith- 
metik u.  Algebra.    2.  Aufl.    (171  S.) 

Sitzungsberichte,  Münchener.  Mathem.  Classe.  1897.  3.  Hft. 
München,  Franz.   1,20  Mk. 

— ,  Wiener.    Mathem.- naturw.  Classe.     Abth.  II».     106.  Bd. 
5.  u.  6.  Hft.   Wien,  Gerold.   3,60  Mk. 
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Methode  und  Principien.' 

Melanges  de  geometrie  euclidienne  et  non  euclidienne.  Par 
P.  Mansion,  Professeur  ä  l'Universite  de  Gaud.    3ö  S. 

Es  werden  Relationen  zwischen  der  euklidschen  ,  lobatschefski- 
schen  und  riemannschen  Geometrie  aus  Liebt  gezogen,  deren  zwei 
letztere  sich  dadurch  von  der  euklidschen  unterscheiden,  dass  die 
lobatschefskische  von  deu  euklidschen  Axiomen  11.  uud  12.  (hier 
genauut  Postulat  5.  uud  6.)  nur  das  Axiom  12,  die  riemannsche  nur 
das  Axiom  11.  aufnimmt.  Voraus  geht  die  Zusammenstellung 
der  Sätze  von  Legendre,  Saccheri,  Lambert,  Taurinus,  Gauss, 
welche  schon  vor  Lobatschcfski  die  euklidische  Grenze  in  eukli- 
discher Geometrie  überschritten  haben.  In  Vorliegeuder  Aus- 
gabe ist  mit  dieser  Schrift  eine  andere  desselben  Verfassers  ver- 
bunden: „Methode  elemeutairc  d'exposition  des  prineipes  de  la  geo- 
metrie uou  euclidienne."  —  welche  von  der  sphärischen  Geometrie 
aus  auf  die  nichteuklidsebe  übergeht.  H. 

Eine  Theorie  der  Gravitation  und  der  elektrischen  Erscheinun- 
gen auf  Grundlage  der  Hydrodynamik.  Vou  Dr.  Arthur  Korn, 
Privatdocent  au  der  Universität  München.  Zweite  Auflage.  Berliu 
U93.    Ferd.  Dümmler.    277  S. 

Das  Princip  der  Abfassung  des  Werkes  wird  hier  im  Vorwort 
ausgesprochen    Dass  der  Verfasser  bei  seinen  an  die  Hypothese 
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gestellteu  Forderungen  über  die  Beziehung  zwischen  Theorie  uud 
Hypothese  ohne  Erörterung  hinweggeht,  ist  freilieh  im  Grande  zu- 
lässig, sofern  diese  Beziehung  als  rein  logische  wol  bekaunt  sein 
sollte.    Um  seine  Aufstellung  zu  beurteileu,  können  wir  nicht  umhiu 
darauf  einzugehen.    Eine  Theorie  fordert  die  Scheidung  der  einzelnen 
Elemente  der  Erseheinuugeu,  welche  je  eiuem  Causalgesetz  unter- 
liegen.  Das  Causalgesetz  des  isolirteu  Elements  ist  die  Hypothese. 
Der  Verfasser  misst  nun  „den  Anspruch  der  Hypotheseu  auf  Aner- 
kennung" nach  zwei  Eigenschaften:  1)  ihre  formale  Einfachheit,  2) 
ihre  unmittelbare  Auschauung  (Intuition).    Er  verzichtet  gleich  an- 
fangs auf  exacten  Ausdruck  der  Bedingungen,  ja  er  räumt  sogar,  als 
ob  beide  oinauder  beeinträchtigten,  der  zweiten  Forderung  ein  veto 
gegen  die  erste  ein.    In  der  Tat  entbehren  beide  der  Ohjectivität. 
Wir  wollen  sie  deshalb  nicht  verwerfen :  sie  stehen  nach  der  hier 
waltenden  Auffassung  nur  an  unrechter  Stelle;  bei  genauer  logischem 
Eingehen  kann  man  sie  wol  in  objeetiv  geltende  uud  einander  nicht 
beeinträchtigende  Forderungen  überführcu.    Dass  die  das  Gesetz  aus- 
drückende Function  einfach  sei,  ist  nicht  notwendig;  wol  aber 
müssen  die  Erscheinungen  in  ihre  einfachsten  Bestandteile  zerlegt 
werden  (wie  die  Radicale  in  der  Chemie).    So  ist  z.  B.  die  Newton- 
sche  Function  der  Anziehung  in  ihrer  Einfachheit  nicht  genau 
richtig  (die  genauere,  auch  für  kleine  Entfernung  geltende,  wird  noch 
gesucht);  wesentlich  aber  an  der  Newton'schen  Hypthese  ist,  dass 
die  Bewegung  aller  starren  Körper  auf  ein  und  dasselbe  Anziehungs- 
gesetz zweier  Massenpunkte  zurück  geführt  wird.    Diese  Bedingung 
ist  exaet  und  objeetiv.  —  Auch  die  unmittelbare  Anschauung  können 
wir  nicht  ganz  entbehrlich  machen;  nur  hat  sie  keine  Beziehung 
zum  Causalgesetz ,  sondern  beruht  auf  Anticipationen  in  den  ele- 
mentarsten Begriffen  von  Kaum  und  Materie,  die  uic  in  Frage 
gestellt  sind.  Von  ihnen  ist  bisher  keine  Hypothese  berührt  worden. 
Dagegen  hat  sich  in  neuster  Zeit  eine  erschreckende  Menge  Litte- 
ratur  breit  gemacht,  dio  im  Namen  angeblich  maugclnder  Intuition, 
insbesondere  gegen  die  Hypothese  der  Fernwirkung  die  unsinnigsten 
Einwände  erhoben  hat,  und  der  Verfasser  hat,  obgleich  er  dio  mei- 
sten Aufstellungen  derart  widerlegt,  jene  Erzeugnisse  unreifer  Vcr- 
staudesentwickelung  einer  Berücksichtigung  für  wert  gehalten,  indem 
er  doch  in  der  Hauptsache  auch  von  seinem  Standpunkte  damit 
einverstanden  ist,  dass  der  Feruwirkung  die  unmittelbare  Anschauung 
fehle,  dieselbe  also  zu  verwerfen  sei.    Dicso  Behauptung  zu  begrün- 
den hat  er  nicht  versucht  und  möchte  auch  unmöglich  sein;  das 
Gegenteil  zeigt  sich  beständig  im  gewöhnlichen  Leben :  im  Gespräche 
z.  B.  erscheint  die  Wirkung  der  Rede  unmittelbar  als  Fernwirkung; 
erst  hinterher  kann  man  nach  dei  vermittelnden  Vorgängen  fragen, 
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die  nicht  einmal  bis  ans  Ktide  bekannt  sind.  Begreiflieb  sind  freilich 
auch  in  jenen  nachträglichen  Erklärungsversuchen  die  plumpsten 
Irrungen  von  Laien  durch  Befangenheit  in  gedankenloser  Gewohu- 
heit;  denn  es  gibt  auch  Fülle  unentbehrlicher  Vermittelung  zur  Er- 
reichung menschlicher  Zwecke.  Minder  begreiflich  ist  es,  dass  ein 
wissenschaftlicher  Forscher  durch  die  vielen  Aeusserungen  derart 
dazu  vermocht  worden  sei,  das  unerfüllte  Bedürfnis«  der  Intuition 
anzuerkennen.  Anuehmbarer  ist  vielmehr  die  Vermutung,  dass  der 
Verfasser  den  zahlreichen  Stimmen  nur  beigetreten  ist,  um  zu  Guu  - 
sten  seines  Verlegers  von  der  Menge  etwas  an  Popularität  für  seine 
Hypothese  zu  prolitiren.  Dem  Vorstehenden  zufolge  hat  die  Hypo- 
these überhaupt  keiner  subjecten  Forderung  eines  Dilettanten-Publi- 
cums,  sondern  nur  der  einen  objectiven  Bediugung  zu  genügen,  dass 
durch  sie  die  auf  eine  beliebige  Epoche  folgenden  Vorgänge  in 
einem  isolirten  materiellen  System  eindeutig  bestimmt  siud.  Der 
Verfasser  entscheidet  sich  für  die  von  B,erknes  der  Hydrodynamik 
zugrunde  gelegte  Hypothese,  um  nachzuweisen,  dass  sie  auch  auf  die 
Hertz'sche  Theorie  der  Elcktricität  anwendbar  ist.  Die  Abschnitte 
des  Werkes  sind  folgende:  1.  Teil:  Grundlage  der  Hydrodynamik 
und  Theorie  der  Gravitation:  Bewegung  starrer  Körper  in  einer  ge- 
wöhnlichen Flüssigkeit.  Bewegung  pulsirender  Kugel  in  wirbelloser 
Flüssigkeit,  oscillireude  Kugeln  und  starr'.1:  Ringe  in  gewöhnlicher 
Flüssigkeit;  2.  Teih  Theorie  der  elektrischen  Erscheinungen:  pondero- 
motorische  Wirkungen,  elektrisch  pulsirendo  Kugeln,  elektromoto- 
rische Wirkungen;  Tueorie  Maxwell's  und  ihre  Einwirkung  auf 
neuere  Theorienbildungen.  Hoppe. 


Grundzüge  der  kinetischen  Naturlehre.  Von  Baron  N.  Del- 
lingshausen.   Heidelberg  1898.    Carl  Winter.    520  S. 

Diese  Bearbeitung  der  Katurlehre  folgt  dem  Gedanken,  dass  die 
Lehre  erst  von  da  an  eine  wissenschaftliche  sei,  wo  sie  alle  Vor- 
gänge als  Bewegungen  eines  allgemeinen,  unterschiedslosen  Substrats 
darzustellen  vermag.  Die  Gegenstände  der  einzelnen  Lehren  sind 
folgende:  die  Form  der  innern  Bewegungen,  der  innere  Arbeitsvorrat 
der  Körper,  die  Euergie  der  freien  Bewegungen,  die  äussere  Be- 
wegung der  Körper,  die  Gesetze  des  Stosses,  die  Körper  unter  einem 
Drucke,  die  Sonnenenergie  und  die  innere  Erdwärmc,  die  Schwere 
der  Körper,  die  Zustaudsänderungen  der  Körper,  die  chemischen 
Erscheinungen,  verschiedene  Erscheinungen  (darunter  auch  Licht, 
Elektricität  und  Maguctismus),  die  weitere  Aufgabe  der  Naturlehre. 

II. 
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La  theorie  des  paralleles  demontrec  rigoureusemeut.  Essai  sur 
le  livre  Ier  des  elements  d'  Euelide.  Par  Michel  Frolov.  Paris 
181R    Carre  et  Naud.   Bale  et  Geueve.   Georg  et  Co.   46  S. 

Die  Schrift  bietet  viel  Interesse  durch  Vereiuigung  der  gesamten 
Litteratur  der  Neuzeit,  welche  aus  der  Forschung  betreffend  das 
Parallelenproblem  hervorgegangen  ist,  indem  sie  genügende  Vertraut- 
heit mit  mathematischer  Logik  bekundet,  um  alle  Foischungswerkc 
in  gutem  inuern  Zusammenhange  wiederzugeben.  Dies  wird  schon 
in  der  Vorrede  begouneu,  dauu  in  der  Einleitung,  dann  in  dem  bis- 
jetzt  erschienenen ,  ebene  Geometrie,  erstes  Buch  betitelten  Teile  der 
Schrift  fortgesetzt.  Die  Abschnitte  des  1.  Buches  sind:  geradlinige 
Figuren,  Senkrechte  und  Schiefe,  Dreiecke,  Vielecke.  Summe  der 
Vieleckswinkel,  Parallelen.  Es  euthält  16  Lehrsätze,  Mit  Lehrsatz 
14.  „Die  Summe  der  Winkel  eines  Dreiecks  kauu  nicht  kleiner  als 
2  Rechte  sein"  —  macht  der  Verfasser,  nämlich  durch  Ergänzung 
des  Legendre'scheu  Satzes  „Sie  kann  nicht  grösser  sein"  —  einen 
neuen  Versuch  den  Parallelensatz  zu  beweisen.  Da  er  über  seinen 
ersten  Beweisversuch,  desseu  Fehler  im  61.  litt.  Bericht  Seite  6  an- 
gezeigt ist,  sich  nicht  äussert,  so  mag  die  Kritik  des  neuen  Ver- 
suches vorbehalten  bleiben.  Hoppe. 


Lehrbücher. 

Die  elementare  systematische  und  darstellende  Geometrie  der 
Ebene  in  der  Mittelschule.  Erster  und  zweiter  Curs  für  die  Hand 
des  Lehrers  bearbeitet  von  Dr.  K.  Fink,  Rektor  der  Realanstalt 
zu  Tübingen.  Mit  10  Figurentafeln  und  c4  Blättern  für  die  dar- 
stellend geometrischen  Uebungen  gezeichnet  von  Reallehrer  Auer  in 
Tübingen.    Tübingen  1896.    II.  Laupp.    151  S. 

Es  wird  eine  Reihe  von  Lehrstunden  vorgeführt,  worin  der 
Lehrer  über  einige  vorgezeigte  Modelle  von  Raumgebildcn  grössten- 
teils nur  Fragen  an  die  Schüler  richtet,  die  sie  aus  ihrer  Anschauung 
zu  beantworten  haben;  die  daraus  gezogenen  allgemeinen  Urteile 
fügt  er  selbst  einzeln  an.  Von  Beweisen  ist  auch  einmal  die  Rede, 
doch  handelt  es  sich  nur  um  deren  vorgeschriebene  Form.  Im 
1.  Cursus  wird  gezeigt:  die  Elemente  des  Raums;  Richtung,  Dimen- 
sion, Aufgabe  der  Geometrie;  die  elementaren  Mittel  der  Darstellung 
der  mathematischen  Raumgebilde ;  Bewegungsfähigkeit  der  Figuren, 
Distanz,  Winkel,  identische  Gebilde,  centrale  und  axiale  Symmetrie , 
parallele  Gerade,  Parallelenbüschel  verschiedener  Richtung;  Ein- 


Digitized  by  Google 


Literarischer  Btricht  LX1 V. 


10 


leitung  in  die  Lehre  vom  Dreieck,  Viereck  und  Vieleck;  Parallol- 
Verschiebung,  Drehung,  Urnklappung  eiuer  Figur;  das  Dreieck;  der 
Kreis;  das  Viereck,  dessen  besondere  Arten,  einfachsten  Flächen- 
Satze,  -Berechnungen  uud  -Verwandlungen,  Verjünguugsmassstab. 
Im  2.  Curaus:  Euklidische  Axiome  und   ßeweisformen*,  Aufgaben- 
lösung; einige  weitere  Flächensätze,  Ausziehen  der  Quadratwurzel 
auf  geometrischem  uud   rechnerischem  Wege ;   ähnliche  Figuren, 
Aehulichkeitspunkt;    stetige   Teilung,  Sätze   über   gewisse  regel 
mässige    Figureu;    regelmässige    Vielecke    und    ihre  Berechnung, 
Kreisberechnung;  harmonische  Elemente;  Sätze  des  Menelaus  uud 
Ceva,  harmonische   Elemente    am   Viereck   uud  Vielseit,  Aehn- 
lichkeitsaxen  und  Aehnlickeitsccntra  bei  3  Kreiseu;  Anwendung  der 
Sätze  des  Menelaus  und  des  Ceva  auf  besondere  Fälle  des  Dreiecks 
und  Vierecks;   Potenz  eines  Punktes  mit  Bezug  auf  eiuen  Kreis, 
Potenzlinie,  potenzhalteudc  Punkte  zweier  Kreise;  das  Berührungs- 
problem des  Apollonius.    Ziel  des  Unterrichts  seheint  hier  überall 
Bekanntschaft  mit  den  Gegenständen  und  Resultaten  der  Doctrin  zu 
sein;  alle  Urteile  beruhen  auf  Autorität  des  Lehrers,  auf  exaete 
Schlüsse  wird  nicht  eingegangen..    Die  Selbsttätigkeit  der  Schüler 
liegt  nicht  sowol  in  der  Beantwortung  der  Fragen,  die  ja  stets  durch 
Controle  des  Lehrers  vor  Irrtum  geschützt  ist,  sondern  im  Zeichneu 
der  Figuren,  wozu  viel  Uebungsstoff  dargeboten  ist.     Dem  Buche 
voraus  geht  eine  ausführliche  Darleguug  der  Grundsätze  des  Ver- 
fassers, nach  welchen  es  bearbeitet  ist.    Daraus  sei  hervorgehoben, 
dass  die  projective  Geometrie,  schon  ehe  zu  ihr  übergegangeu  wird, 
bei  jeder  Gelegenheit  vorbereitet  werden  soll.    Dagegen  ist  nirgends 
dio  Absicht  ausgesprochen,  noch  zu  rechtfertigen  gesucht,  die  Pflege 
der  mathematischen  Logik  so  geringschätzig  beiseite  zu  lassen,  wie 
es  in  der  Tat  geschieht.    Ein  Anhang  gibt  die  Geschichte  der  Geome- 
trie.  Die  für  die  Hand  des  Schülers  bearbeitete  Sammlung  vou 
Aufgaben  ist  im  62.  litt.  Bericht,  Seite  16  besprochen.  Hoppe. 

Ausführliches  Lehrbuch  der  Arithmetik  und  Algebra  für  höhere 
Schulen  uud  Lehrerseminare,  besonders  zum  Selbstunterricht.  In 
engster  Verknüpfung  mit  der  Geometrie  zur  Vcrsinnlichung  der  Zahl- 
begriffe, Theorien,  Operationen,  Lehrsätze  und  Auflösungen  von 
Aufgabeu  systematisch  bearbeitet  von  Werner  Jos.  Schüller, 
Scminarlehrer  in  Boppard  am  Rhein.  Zweite,  um  die  Logarithmen 
vermehrte  Ausgabe.  Mit  54  Figureu  im  Text.  Leipzig  1897.  B. 
G.  Teubuer.    478  S. 

Das  Buch  ist  nach  wissenschaftlichen  Grundsätzen  bearbeitet. 
Dieso  sind  Im  Vorwort  besprochen,  jedoch  nur  nach  sehr  oberfläch - 
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liehen  Gesichtspunkten   motivirt.    Was  hier  als  Verbesserung  her- 
vorgehoben wird,  weist  auf  eiu  von    der    trügerischen  formale» 
Logik  geschaffenes  Vorurteil  hiu ,  das  nur  eiuzeln   als  pädagogi- 
scher Miscrfolg  beachtet  wird,    während   der   allgemeine  Irrtum 
sich  noch  immer  behauptet.    Gleichwie  eine  geschlossene  Linie  im 
Räume  kein  Feld  bestimmt,  solange  dessen  Fläche  nicht  iu  extenso 
bekaunt  ist,  so  wird  auch  kein  liegritt"  durch  Definition  Eigentum 
des  Schülers,  wenn  dieser  nicht  vorher  schon  den  Iuhalt  gekannt 
hat.     Hieraus  erklären  sich  genügend  die  vom  Verfasser  nur  er- 
fahruugsmässig  angeführten  Umstände,  denen  er  im  vorliegenden 
Buche  abzuhelfen  denkt,  die  man  aber  auch,  weuu  mau  ihren  Grund 
im  Auge  hat,  durch  Handhabung   des  Unterrichts  vermeiden  oder 
unschädlich  machen  kann.    Ks  wird  augeführt,  dass  die  iuduetive 
Methode  das  Lerneu  leichter  macht  als  die  deduetive.    Sehr  be- 
greiflich;  denn  die  deduetive  geht,  im  Allgemeinen  beginnend  am 
Begriffsinhalte  vorbei,  die  iiiductive  in  seinem  Gebiete  herum.  Die 
iuduetive  liefert  also,   was  die  deduetive  voraussetzt;  ist  aber  der 
Begriff  gewonnen,  und  wird  sein  Inhalt  im  Bewusstsein  erhalten,  so 
ist  der  directe  Erkeuutuissweg  der  ausschliesslich  deduetive.  Das 
anfängliche  Bedürfuiss  der  Inductiou  schwindet  aber  im  Fortgang 
der  Lehre  zu  einem  Minimum  zusammen,  wenn  gemäss  dem  synthe- 
tischen Aufbau  der  Theorie  der  neue  Begriff  immer  seiueu  Inhalt 
im  alten  schon  grösstenteils  vorfindet.    Ferner  wird  augeführt,  dass, 
wie  viele  Stimmen  behaupten,  die  Arithmetik  wegen  der  abstracten 
Natur  ihrer  Gegenstände  Schwierigkeit  böte,  „uugeniessbar"  sei  und 
mit  Unlust  erlernt  würde.  Der  Verfasser  eilt  dem  Umstand  abzuhelfen, 
ohue  zu  fragen,  ob  die  Klage  Gruud  hat.    In  der  Tat  wird  nirgends 
der  Schüler  unmittelbar  in  das  Gebiet  der  abstracten  Zahl  eingeführt; 
denn  iu  der  untersten  Classe,  selbst  der  Gymnasien,  wird  nur  mit 
benaunten,  also  concreteu  Zahlen  gerechnet.    Der  nachherige  Ueber- 
gang  zur  abstracten  Zahl  aber  vollzieht  sich  ganz  vou  selbst  unmerk- 
lich durch  das  Zählen  und  die  dekadische  Schreibung,  bei  wel- 
cher das  Bewusstseiu  vom  verschiednen  Werte  der  Einheit  immer 
erhalten  bleibt.    Dass  es  ein  Misgriff  ist,  weuu  Manche  eine  angeb- 
liehe Schwierigkeit  vornehmlich  der  Arithmetik  in  der  abstracten 
Natur  ihrer  Gegenstände  suchen,  erhellt  auch,  weuu  man  beachtet, 
dass  die  Gegenstände  der  Geometrie  gleicherweise  abstract  sind;  sie 
abstrahirt  vom  Stoffe  wie  die  Arithmetik  von  der  zu  wählenden  Ein- 
heit.   Die  Abstraction  ist  ein  notwendiges  Glied  in  der  Entwickelung 
der  Begriffe  und  bezeichnet  darin  eine  neue  Stufe  ebeuaowol  in  der 
Geometrie  wie  in  der  Arithmetik.    Im  Vorwort  wird  auf  eine  ganz 
andre  Eigenschaft  der  Geometrie  Gewicht  gelegt,  nämlich  die  soge- 
nannte Anschaulichkeit.    Diese  beruht  (was  hier  nicht  ausgespioehen 
ist)  auf  einer  wesentlichen  und  dem  Verständuiss  sehr  förderlichen 
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Transfonnatiou.  Ein  System,  welches  ursprünglich  vom  Gedanken 
nur  sueecssiv,  also  in  einer  Zeit  durchlaufen  werden  kann,  lässt  sich 
in  einlachen  Fällen,  durch  räumliebe  Darstellung  wiedergeben,  so 
dass  es  gleichzeitig  im  ganzen  überschaut  wird,  dem  zufolge  die  ent- 
ferntesten Partien  in  ihrer  Beziehung  erkannt  werdcu  können.  Die 
Ausführung  berücksichtigt  nun  mit  Mass  und  nach  selbständigem 
Urteil  vorgehend,  unbeirrt  durch  vorgenannte  Stimmen  Unkundigee, 
die  im  Vorwort  berührten  Punkte.  Die  Methode  ist  nicht  wesentlich 
abweichend  von  der  üblichen;  doch  zeichnet  sich  das  Vcrfahreu  aus 
durch  äusserste  Ausführlichkeit  und  Gründlichkeit  in  den  Principien. 
Zu  erwähnen  ist  besonders  die  Anwendung  der  Construction  zur 
Darstellung  des  Zahlengebiets,  erst  des  reellen  bei  Einführung  der 
Negativen,  später  des  complexen  bei  Einführung  der  Imaginären. 
Zu  vermeiden  ist  natürlich  der  Schein,  als  wäre  der  Begriff  der 
Negativeu  und  der  Imaginären  aus  der  Geometrie  entlehnt,  eine 
Täuschung  die  vielleicht  bisher  von  Anwendung  der  Construction 
abgehalten  hat,  aber  bei  vorliegendem  Verfahren  nicht  wol  möglich 
ist.  Die  Abschui ttc  des  Buchs  sind  nach  eiuer  Einleitung  und  den 
Rechnungsarten  1.,  2.  und  3.  Stufe  nebst  Inversion  uud  Erweiterungen 
des  Zahlbegriffs:  Zahleutheorie,  Proportionen,  Gleichungen  1.  und 
2.  Grades,  Determinanten,  irrationale,  imaginäre,  complcxa  Zahlen. 
Dann  folgen  viele  Ergänzungen,  erst  unter  diesen  die  Theorie  der 
Logarithmen  als  zweite  Inversion  der  Potenzen.  H. 


Geometrie. 

Die  Elemente  der  analytischen  Geometrie.  Zum  Gebrauch  an 
höheren  Lehranstalten  sowie  zum  Selbststudium.  Mit  zahlreichen 
Uebungsbeispielen.  Erster  Teil.  Die  analytische  Geometrie  der 
Ebene.  Von  Dr.  IL  Ganter,  Professor  an  der  Kautonsschule  iu 
Aarau,  und  F.  Iludio,  Professor  am  Polytechnikum  in  Zürich.  Mit 
54  Figuren  im  Text.  Dritte,  verbesserte  Auflage.  Leipzig  1897. 
B.  G.  Teubner.    17G  S. 

Die  2.  Auflage  ist  im  55.  litt  Bericht,  S  28  besprochen.  Die 
Verbesserung  bezieht  sich  auf  Gruppiruug  und  Präcision  eiuiger 
Ausdrücke.   Die  Uebungsbeispiole  sind  um  31  vermehrt.  II. 


Projective  Geometrie  in  synthetischer  Behandlung.  Von  Dr. 
Karl  Dochlcmann,  Privatdocent  an  der  Universität  München. 
Mit  57  Figuren.    Leipzig  1898.    G.  J.  Göschen.    162  S. 
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Diese  übersichtliche  Behandlung  wird  namentlich  dcujeuigen , 
welche  sich  uicht  productiv  mit  projectiver  Geometrie  beschäftigen, 
zur  Keuntnissnahme  der  Nomenclatur  und  der  Dogmen  willkommeu 
sein.  H. 


Mechanik. 

Over  zekere  trillinjcn  van  hoogero  orde  vau  abnormale  iuten- 
siteit  (rclatietrillingen)  bei  mcchauismen  inet  meerdere  gradeu  van 
vrijheid,  Door  D.  J.  Körte  weg.  ( Verhandlingen  der  Kouinkl. 
Ak.  v.  Wet.  te  Amsterdam.  Eerste  sectie.  Deel  V.  No.  8)  Am- 
sterdam 1897.    Johaiiues  Müller.    4°.    31  S. 

Ein  System  gleichzeitiger  Vibrationen  wird  durch  eioe  nach  Co- 
sinus der  Perioden  fortschreitende  Reihensumme  dargestellt.  Es 
werdeu  nun  einzelne  Fällo  berechnet.  Nach  Definition,  Auftreteu 
uud  Untersuchung  der  Gesetze  der  Intensitätserhöhung  der  „Rela- 
tionsschwinguugen",  Bedeutung  in  der  Mechanik,  der  Lehre  vom 
Ton  und  Licht  und  Darlegung  der  Ansicht  von  Kouth,  dergemäss 
eine  scharfe  Grenze  bei  Einfiuss  einer  Relation  ist,  je  nachdem  die 
absolute  Coeffinentensumme  <d  oder  3>  4  ist,  werdeu  3  Arten  von 
Relationsschwiugungeu  unterschieden,  Relatiousschwingungen  höhern 
Grades.  S,>4;  Erscheinungeu  im  Spectrum.  Der  Fall  S,  =  4. 
Der  Fall  S1  °=3;  Pseudo-Summo  uud  Pscudo-Octavschwiuguug. 
Der  Fall  S1  —  2-,  Pseudo-Gleichuug.  Reine  Relationsschwingung. 
Aussonderungsmechanismen.  Symmetrische  Mechanismen.  Kugel- 
schwingungen. H. 

Ur  theorien  för  de  solida  kropparut's  rörelse.  Af  A.  V.  Bäck- 
lund,  E.  0.  Professor  i  Luud.  Efter  författarens  uuiversitetsföre- 
läsuiugar  tväune  m^uader  af  värtermiuen  181)>).  Luud,  Olcerupska. 
122  S. 

Die  Gegenstände  der  hier  herausgegebenen  Vorlesungen  sind 
folgende:  Allgemeine  Charaktere  der  Bewegung  fester  Körper.  Ro- 
tation eines  festen  Körpers  um  einen  festen  Punkt  ohne  äussere 
Kräfte.  Unter  Schwere  als  einziger  äussern  Kraft.  Die  die 
Präccssion  und  Nutation  bildenden  Bewegungen  auf  den  Taggleich- 
heitslinien und  an  der  Erdaxe.  Rotation  des  Mondes  um  seinen 
Schwerpunkt.  Bewegung  der  Erdpole  infolge  variirender  Massen- 
verteilung der  Erde.  II. 
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De  versiiellingcu  van  hoogcre  onleu.  Door  Dr.  G.  Sclioutoii. 
Vcrhaudelingeu  der  Kouiukl.  Ak  v.  Wet.  te  Amsterdam.  Eerste 
seetie.  Deel  II.  No.  5.  Amsterdam  1801.  Johauuos  Müller.  4°. 
26  S. 

Die  Arbeit  sehliesst  sich  au  die  Kinematik  von  Somoff  an.  Es 
werden  sehr  ausführlich  die  elementaren  Begriffe  der  Kinematik 
entwickelt  und  benannt,  geometrisch  und  in  Kcchuuugsform  mittelst 
rechtwinkliger  Coordinateu  dargestellt,  Bescldi  unigungsvector  heisst 
die  Strecke  gleich  der  Beschleunigung  eines  Punktes  eines  Ge- 
bildes in  tangentialer  Kichtung  au  die  Bahn  vom  momentanen 
Punkte  aus  gezogen,  Beschleunigung  nächst  höherer  Ordnung  die 
Beschleunigung  des  Endpunkts  des  Bcsehleuuiyungsvcctors.  Die 
Längen  ihrer  Ürthogoualprojcctioucn  Huden  sich  ausgedrückt  in 
höheren  Differeutialquotienteu  des  Weges  nach  der  Zeit  Die  Theorie 
wird  weiter  durchgeführt  iu  Betreff  der  Wiukelbcschleuuiguugeu. 

H. 


Lehrbuch  der  Bewegung  Hüssiger  Körper  (Hydrodynamik) 
Erster  Band:  Die  Beweguugserscheiuuugen  Hüssiger  Körper,  welche 
aus  den  Boden-  und  Seitenwänden  von  Gefässen,  sowie  durch  Röhren 
und  Uöhrenleitungen  bei  constanter  sowie  veränderlicher  Druekböhc 
fliessen.  — Zweiter  Band  :  Erste  Hälfte:  Die  Beweyungserscheinungcn 
iu  Canälen  und  Elüsseu.  Mit  431  -  282  Erklärungen,  mehr  als 
300—150  in  den  Text  gedruckten  Figureu  und  einem  Formelver- 
zeichuiss  nebst  einer  Sammlung  von  220  -134  gelösten  und  unge- 
lösten Aufgaben  mit  den  Resultaten  der  letztern.  Für  das  Selbst- 
studium und  zum  Gebrauche  au  Lehranstalten  bearbeitet  nach  dem 
System  Kleyer  von  Richard  Klimpert.  Stuttgart  1893.  Julius 
Maicr.    364  -f  228  S. 

Dass  Theorie  und  Technik  einander  nicht  entbehren  können, 
gilt,  wie  in  aller  physikalischen  Forschung,  auch,  und  iu  besonders 
stark  hervortretender  Weise,  vou  der  Hydrodynamik.  Als  Lehr- 
gegenstand zeigt  indes  letztere  manches  Eigentümliche.  Zunächst 
sind  die  Hypothesen  der  Theorie  noch  keine  feststehenden,  vielmehr 
muss  zu  deren  empirischer  Entscheidung  approximativ  zu  Werko 
gegangen  werden,  um  erst  für  die  einzelnen  zu  untersuchenden  Fälle 
die  überwiegend  wirkenden  Ursachen,  welche  nicht  unter  allen  Um- 
ständen dieselben  sind  (namentlich  im  1.  Buche),  gegenüber  den  an- 
fänglich zu  vernachlässigenden  zu  isolireu.  Ferner  sind  die  mit- 
wirkenden Ursachen  mannigfaltig,  die  Vorgänge  hiugegeu  zum  Teil 


Digitized  by  Google 


45 


Literarischer  Bericht  LX1V. 


als  innere  der  Beobachtung  eutzogeu,  während  selbst  die  äusseren 
nur  summarische  Quantitäten  ergeben.  Da  hiernach  die  Forschung 
vou  vielen  Seiten  beginnen  muss,  so  kann ,  wenn  schon  auf  gegen- 
wärtigem Standpuukt  eine  Lehre  der  Hydrodynamik  aufgestellt 
werden  soll,  der  Vortrag  schwerlich  ein  pragmatisch  fortschrei- 
tender sein.  Hier  kommt  nun  einmal  die  Kleyer'sche  Teilung  des 
Vortrags  in  Frage,  Erklärung  und  Antwort  einigermassen  zustatten, 
indem,  wo  das  Ganze  noch  keine  sichtliche  Eiuheit  bildet,  wenig- 
stens die  vielen  Teile  durch  die  jedem  vorangestellte  Frage  eiuzeln 
uuter  einheitlichen  Gesichtspunkten  behandelt  werden.  Die  Haupt- 
abschnitte des  1.  Bandes  sind:  Ausfluss  des  Wassers  aus]  Gefässeu 
und  durch  Röhren  bei  unveränderlicher  Druckhöhe,  und  zwar  1) 
aus  Gefässen,  2)  Contraction  dos  ausfliessen Ion  Strahles,  3)  Aus- 
fluss durch  Ansatzröhren,  4)  Bewegung  in  Röhren  und  Röhrenlci- 
tuugcu,  h)  Hindernisse  iu  der  Bewegung  bei  Gewindigkeits-  und 
Richtungsveräuderuugen ,  dann  Abfluss  bei  veränderter  Druckhöhe 
und  zwar  1),  aus  horizontaler  Bodeuöffnung,  2)  aus  Seiteuöffuuugeu ; 
die  des  2.  Bandes,  1.  Hälfte:  Bewegung  des  Wassers  in  Canälen  und 
Flüssen,  und  zwar  die  dabei  zu  beobachtenden  verschiedenen  Ge- 
schwindigkeiten ,  die  au  fiiesscudeu  Gewässern  vorzunehmoudeu 
Messarbeiten,  dann  von  dem  durch  Wasser  ausgeübten  Stosse  und 
Widerstände  uud  zwar  1)  Stoss  des  bewegten  Wassers,  2)  Wider- 
stand des  Wassers  gegen  bewegte  feste  Körper,  3)  Reactiou  aus- 
strömender Flüssigkeiten.  Iu  beiden  Bäudeu  folgeu  noch  Aufgaben 
uud  Formeln.  H. 


Over  de  toepassing  der  quaternionen  op  de  mechanica  eu  de 
natuurkunde.  Door  P.  Molenbroek,  Verbaucicliugen  der  Koniukl. 
Ak.  van  wet  to  Amsterdam.  Ferste  sectie.  Deel  II.  No.  3.  Am- 
sterdam 1893.    Johannes  Müller.    38  S. 

Die  Arbeit  betrifft  die  Bedeutung  des  Operators  \7,  welcher  bei 
Hamilton  einigemal  vorkommt  und  von  Tait  ausführlich  erklärt  ist. 

H. 


Le  calcul  vectoriel  et  ses  applications  en  geometrie  et  cn  meca- 
nique.  Par  G.  Nedelec.  Premier  volumc.  Paris  1897.  Gauthier 
Villars  et  h'ls.    246  S. 

Das  Buch  behandelt  der  Reihe  nach:  Ursprung  und  Natur  der 
Vectorenrechnung,  allgemeine  Begriffe  von  den  Vectoren,  Theorie 
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der  Vcrsomi,  Quateniioneiivvrsorenivchnung,  vcctorielle  Alultipli- 
catiou,  vcctorielle  Sununatiuu ;  erste  Begriffe  von  vectorielleu 
Fuueüouou,  Begriffe  von  den  explieiten  Functionen,  vectorielle  Be- 
griffe 1.  Grades,  vectorielle  Theorie  der  Ebene,  vectorielles  auharmo- 
nisebes  Verhältuiss.  Bemerkenswert  ist ,  dass  der  Verfasser  in  der 
Einleitung  als  Dcnuuciaut  gegen  die  Hainiltou'sche  Lehre  auftritt, 
welche  die  analytische  Geometrie  und  Algebra  in  neuer  Verkleidung 
als  neue  Theorie  aufstellt,  und  doch  nicht  zeigt,  inwiefern  dio  hier 
vorgetragene  Lehre  nicht  in  gleichem  Falle  sei.  H. 


Optik,  Akustik  und  Elasticität. 

Die  Elemente  der  pbotographiscuen  Optik.  Enthaltend  eine 
gemeinverständliche  Darstellung  der  Einrichtung  photographiecher 
Linsensysteme,  sowie  Angabc  über  Prüfung  derselben.  Nach  dem 
neuesten  Standpunkt  der  Wissenschaft  und  Praxis  bearbeitet  von 
Dr.  Hugo  Schroeder,  Optiker  und  Mechaniker.  Zugleich  als  Er- 
gänzungsband zu  Vogel' 8  Handbuch  der  Photographie.  Mit  85 
Figuren  im  Text,    Berlin  181)  t.    Robert  Oppenheim.    420  S. 

Die  Themata  sind  folgende:  Elemente  der  geometrischen  Optik 
in  Bezug  auf  ihre  Anwendung  auf  photographische  Linsen;  chroma- 
tische oder  Farbenabweichung;  sphärische  Aberration  und  Anomalien 
schiefer  Strablcukegel ;  perspectivische  Anomalien ;  Beugungsaberration ; 
Lichtstärke ,  Bildfeld  und  Vergrösserungsapparate ;  Untersuchungs- 
methodeu  der  photographischen  Linsen  und  die  hierzu  dienlichen 
Apparate ;  kurze  Beschreibung  der  bemerkenswertesten  Linsensysteme 
für  Photographie.  II. 

Die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des  Schalles  in  einem  theore- 
tischen Gase.  Bearbeitet  auf  Grund  der  dynamischen  Gastheorie 
vom  k.  u.  k.  Oberstlieutenant  Wilhelm  Schlemttller.  Prag, 
H.  Dominicus.    4°.    12  S. 

Die  Schrift  enthält  resultirende  Sätze  über  Bewegung  von  Gas- 
molecüleu  aus  einer  frühem  Arbeit :  „V  ier  physikalische  Abband- 
lungen". Dio  zum  Verstäudniss  jener  Sätze  notwendigen  Data  sind 
nicht  so  weit  mitgeteilt  um  irgend  ein  Urteil  über  die  Schrift  geben 
zu  können.  II. 
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Optique  geometriquc.  6*  memoire.  Genese,  variete  et  Polari- 
sation axiale  des  faisceaux  de  rayons  lumiueux  ou  calorifique.  —  8e 
memoire.  Complement  aux  proprietes  polarisatriees  des  faiseeaux 
de  rayons  en  general.  —  Par  M.  l'Abbc  Issaly.  Extrait  des  Me- 
moire« de  la  Societe  des  Scieuces  physiques;  et  naturelles  de  Bor- 
deaux.   50  -f  42  S. 

Die  erstcre  Abhandlung  enthält:  die  Genesis  und  axiale  Polari- 
sation der  optischen  (Malns'schen)  Strahleubüsehcl ;  die  der  auopti- 
scheu  oder  orthogonalen;  geometrische  Auwendung  der  vorgenannten 
Eigenschaften  auf  die  Pseudosphüre  und  Pseudoebene;  Eigenschaften 
der  Doppelreihe  dioptischer,  mittlerer  und  complementarer  Strahlcn- 
büschel ;  homographische  Relationen  zwischen  den  Berührungscbeueu 
verschiedener  Malus'scheu  Kegel  und  der  ihnen  entsprecheudeu 
axialen  Ebenen;  summarische  Erweiterung  alles  Vorhergehenden  auf 
deu  Fall  schiefer  Coordinaten ;  die  letztere:  chromatische  Polarisation; 
Fall  zweier  rein  krystallisirter  Lamellen;  Berechnung  des  Falles 
dreier  Lamellen;  Fall  vierer  Lunellen;  Verallgemeinerung;  der  Me- 
thode; neue  Eigenschaften  der  Diagonalen  des  Ausweichungsparalle- 
logramms; Rückgang  zu  den  zweiaxigen,  neulralen  Linien;  Ideuti- 
ficiruug  der  optischen  Pole  eines  zweiaxigen  Krystalls  mit  deu  re- 
spectivou  Poleu  einer  Normale  und  ihrer  Autiuormaleu;  Bemerkung 
über  2  besondere  Fälle  bezüglich  auf  die  chromatische  Polarisation 
vou  *»  reiu  krystallisirteu  Lamellen.  H. 


Eene  Studie  over  de  theorie  der  magneto-optische  verschijuselen 
in  verband  met  het  Halleffect.  Door  Dr.  C.  H.  Wind.  Vcrhandl. 
der  Koninkl.  Ak.  van  Wet.  in  Amsterdam.  Eerste  sectie.  Deel  V. 
No.  3.   Amsterdam  1896.   Johannes  Müller.   91  S. 

Die  Teile  der  Abhandlung  sind:  die  zu  betrachtenden  Erschei- 
nungen, nach  Zeit  und  Ort  periodische  Veränderungen;  die  Max- 
well'scheu  Gleichuugen  und  Grenzbedingungeu  für  deu  Fall,  dass 
keine  äussere  magnetische  Kraft  besteht;  die  weitere  Verbindung 
zwischen  elektrischem  Strom  und  elektrischer  Kraft,  im  besondern 
für  den  vorgenannten  Fall;  Grundgleichung  für  den  Fall,  dass  eine 
äussere  magnetische  Kraft  besteht;  Fortpflanzung  einer  Lichtbe- 
weguug  in  reinem  willkürlichen  Med« um  bei  Magnetisirung  parallel 
der  Einfallsfläche;  Zurückwerfung  und  Berechnung  an  der  Grenze 
zweier  Media,  in  deren  einem  das  gebrochene  Licht  sich  bowegt; 
Theorie  des  KerrefFects;  Vergleichung  der  Theorie  mit  den  Wahr- 
nehmungen des  Kcrreffects;   Abweichungen  zwischen  Theorie  und 
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Wahrnehmung;  Fortpflanzung  einer  Lichtbewegung  iu  einem  Medium 
und  Zurückwerfung  gegen  eine  Grenzfläche*,  magnetische  Drehung 
der  Polarisationsfläche  in  Dielektrika;  Theorie  von  Drude;  Theorie 
von  Goldbarnmer;  Anwendung  eines  Symmetrieprincips  auf  Zurück- 
werfung gegen  ein  nicht  magnetisirtes  Metall;  Anwendung  auf  den 
Beginn  der  Gegenseitigkeit;  eiue  mögliche  physische  Erklärung  des 
Halleffects  in  Verbindung  mit  der  Theorie  der  Elektricitätsbcwegung 
durch  Jonen.  H. 
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Geschichte  der  Mathematik  und  Physik. 

Cantor,  Mor.,  Vorlesungen  üb.  Geschichte  der  Mathematik, 
3.  (Schluss-)Bd.  Vom  J.  1663  bis  zum  J.  1758..  3.  Abtig.  Die  Zeit 
von  1727  bis  1758.  gr.l0.  (XIV  u.  S.  473— 893  m.  70  Fig.)  Leip- 
zig, Teubner.    12  Mk. 

Engelmann,  Th.  W.,  Gedächtnissredc  auf  Emil  du  Bois-Rey- 
raond.   gr.4°.    (24  S.)    Berlin,  G.  Reimer.    1  Mk. 

Feier,  die,  des  fünfzigjährigen  Bestehens  des  köuigl.  meteoro- 
logischen lustitutes  am  16.  X.  1897.  gr.  4°.  (27  S.)  Berlin,  Asher 
&  Co.    1  Mk. 

Fortschritte,  die,  der  Physik  im  J.  1892.  48.  Jahrg.  2.  Abth. 
Physik  des  Aethers.  Red.  v.  Rieh.  Börnstein.  gr.  8°.  (XLIII,  778  S.) 
Braunschweig,  Viewog.   30  Mk. 

Gross,  Th  ,  Robert  Mayer  u.  Hermann  v.  Helmholtz.  Eine  krit. 
Studie,  gr.fe0.  (V,  IV,  174  S.)  Berlin.  Fischer's  technolog.  Verlag. 
Geb.  4,50  Mk. 

Jahrbuch  üb.  die  Fortschritte  der  Mathematik.  Hrsg.  v.  Emil 
Lampe.  27.  Bd.  Jahrg.  U  96.  1.  Hft.  gr.  8«.  (368  S )  Berlin,  G. 
Reimer,   12  Mk. 

Kindler,  0.  S.  B.,  die  Zeitmesser  bis  zur|  Erfiudung  der  Pen- 
deluhr, hoch  4°.  (36  S.  m.  16  Fig.).  Einsidelu,  Benziger  &  Co. 
2  Mk. 

Methode  und  Principien. 

Göhl  er,  R.,  Decimalzahleu  u.  Brüche  im  Rechenunterricht 
der  Volksschule,  Skizzen  zur  methodischen  Behandlung  dieser  Zahleu, 
sowie  Aufgaben  f.  das  Kopfrechnen,  gr.  8°.  Ji\Y,  64  S.)  Leip- 
zig, Alfr.  Hahn.    1  Mk. 
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Grosse,  W.,  der  Aether  a.  die  Fernkräfte.   Mit  besond.  Be- 
rücksicht.  der  Wellentelegraphie.    gr.8°.     (VI,  89  S.  m.  17  Fi«  ) 
Leipzig,  Quand  &  Händel.   2,25  Mk. 

Lottau,  R..  der  Rechenunterricht.   Eine  method.  Anweisg.  in 
schulgomäss.  Behandig.  des  gesamten  Reeheustoffes  ra.  zahlreichen . 
Uebuugsaufgabeu  f.  Seminaristen  u.  Volksschullehrer.   2.  Aufl.  gr.  8°. 
(157  S.)    Leipzig,  E.  Peter.    1,6)  Mk. 

Sammlungen. 

Harri  es,  Fr.,  u.  W.  Andermann,  Rechenaufgaben  f.  Fort- 
bildungsschulen. Auf  Grund  der  Verfüggn.  des  Handelsministers  v. 
f>.  VII.  1807.  3.  u.  4.  Stufe.  Schülerheft.   8°.  Hannover,  Ost.   60  Pf. 

—  —  dasselbe,  3.  u.  4  Stufe.  Lchrerhefr.  8°.  Ebd.  1,40  Mk. 
Herrigel,  G.,  u.  A.  Mang,  Rechenbuch  für  die  Oberstufe 

zweiklassigcr  Schulen.  Decimalbrüche  u.  gemeiue  Brüche,  Schluss- 
prozent-, Zins-,  Rabatt-,  Geschäfts-,  Durchschnitts-,  Mischuugs-, 
Teilungs-,  Gesellschaftsrechnungen  und  Zinseszinsrechnungen.  Raum- 
lehre. 2.  Aufl.  (5.  -  10.  Taus.)  8°.  (96  S.  in.  Fig.)  Heidelberg, 
Groos.    50  Pf. 

Hill  er,  Jul.,  Physikalische  üebungen  u.  Aufgaben  [im  Anschluss 
an  den  Unterricht.  Progr.  4°.  (18  S.  m.  1  Taf.)  Berlin,'  Gaert- 
ner.   1  Mk. 

Otto,  F.,  Rechenaufgaben  f.  höhere  Mädchenschulen.  Fach- 
buch zum  3.-7.  Heft  gr.  8°.  (31,  32,  40,  20  u.  40  S.)  Leipzig, 
Hirt  &  Sohn,    ä  35  Pf. 

Richter,  Alb.,  Arithmetische  Aufgaben  f.  Gymnasien,  Real- 
gymnasien u.  Oberrealschulen,  m.  besond.  Berücksicht.  der  Anwendgn. 
gr.  8".    (X,  149  S.)   Leipzig.  Teubuer.    1,40  Mk. 

—  trigonometrische  Aufgaben  f.  Gymnasien,  Realgymnasien  u. 
Oberrealschulen,  m.  besond.  Berücksicht.  der  Anwendgn.  •  gr.  8°. 
(VIII,  41  S.  m.  Fig.)   Ebd.    90  Pf. 

Sass\  J.  B.,  Rechenbuch  in  Heften.  6.  Heft.  3.  Aufl.  12°. 
(144  S.  m.  Fig.)    Altona,  Schlüter,    kart.  80  Pf. 

Schröter,  R.,  Rechenbuch  f.  die  oberen  Classen  der  Mittel- 
schulen.  2.  Aufl.         (7i  S.)   Wittenberg,  Herrose.   60  Pf. 

Villicus,  Frz.,  u.  Edm.  Schiebel.  Rechenbuch  f.  Mädchen- 
Bürgerschulen.  2.  Classe.  gr.8°.  (84  S.)  Wien,  Pichler.  Kart. 
1  Mk. 

Tabellen. 

Fulst,  Otto,  Azimut-Tafel.  Tafel  zur  Bestimmung  des  Azi- 
muts aus  Breite,  Ahweichg.  u.  Stundenwinkel.  Lex.  8°.  (25  S.) 
Bremen,  Heinsius.    In  Wachstuch.    Kart.  2,20  Mk. 
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Gauss,  F.  G.,  Fünfstellige  vollständige  logarithmische  u.  trigo- 
nometrische Tafeln.  Zum  Gebrauehe  f.  Schule  u.  Praxis  bearb. 
2  Thle.   gr.  8°.   Halle,  Strien.   Geb.  9,2  >  Mk. 

Michael  Herrn.,  Amortisationstabcllen  zur  Anfertigung  von 
Amucitaten  Tilguugspläneu.  gr.  b°.  (158  S.).  Mannheim,  Hahn  &  Co. 
Kart.  8  Mk. 

Sammlung  Göschen.  81.  Bdchu.  Schubert,  Herrn.,  Vierstel- 
lige Tafeln  u.  Gegeutafelu  f.  logarithmisches  u.  trigonometrisches 
Rechnen,  in  2  Farben  zusammengestellt.  12°.  (128  S.)  Leipzig, 
Göschen.    Geb.  in  Leinw.   80  Pf. 

Tingucly,  Paul,  Ziustabellen  zur  Berechnung  der  Zinsen 
von  1  bis  11)0,0- U  Frankeu  Kapital  zu  23/4,  3,  3'/4,  31/*,  33/4,  4, 
4V4>  4*/a,  43/4  und  5  %  auf  das  Jahr  zu  360  Tagen  gerechnet.  Mit 
e.  Zeitberochuungs-Tabelle,  e.  Tages-Tabelle  u.  einer  Münztabelle. 
gr.8°.    (VII,  20)  S.)    Bern,  Semininger.    Geb.  6  Mk. 


Arithmetik,  Algebra  und  reine  Analysis. 

Bach  mann,  Paul,  Zahlentheorie.  Versuch  e.  Gesammtdar- 
stellg.  dieser  Wissenschaft  iu  ihreu  Hauptteileu.  4.  Tbl.  A.  u.  d. 
T.:  Die  Arithmetik  ;d.  qnadrat  Formen.  1.  Abth.  gr.8°.  (XVI, 
668  S.)   Leipzig,  Teubner.    18  Mk. 

Baer,  Karl,  die  Kugelfunction  als  Lösung  e.  Differeuzenglei- 
chung.   Progr.  4Ö.    (25  S.)    Berlin,  Mayer  &  Müller.  1,50  Mk. 

Fuhrmann,  Ar.wed,  Anwendungen  der  Infinitesimalrechnung 
in  den  Naturwissenschaften,  im  Hochbau  u.  in  der  Technik.  Lehr- 
buch u.  Aufgabensammlung.  3.  Tl. :  Bauwissenschaftlichc  Auwendgn. 
der  Ditferentialrechng.  1.  Hälfte,  gr.  8°.  (S.  1-180  in.  73  Holz- 
schn.)    Berlin,  Ernst  &  Sohn.    5,50  Mk. 

Schimpf,  Ernst,  zur  Detiuitiou  der  Konvergenz  der  unend- 
lichen Reihen  u.  der  unendlichen  Produkte.  —  Mehrfache  Greuz- 
gleichungeu.  period.  Reihen.  Progr.  4°.  (III,  30  S.)  Berlin,  Mayer  & 
Müller.   1  Mk. 

Schlesinger,  Ludw.,  über  die  Gauss'schei  Theorie  des  arith- 
metisch-geometrischen Mittels  u.  ihre  Beziehungen  zur  Theorie  der 
elliptischen  Modulfunction.  gr.  bft.  (15  S.)  Berlin,  G.  Reimer. 
50  Pf. 

Sickenberger,  Adf.,  u.  C.  W.  Bauschinger,  Leitfaden 
der  kaufmäuuischeu  Arithmetik  u.  systematischen  Buchführuug.  Ein 
Auszug  aus  den  Hauck'schen  Lohr-  u.  Uebungsbüchern.  gr.  ,8.  (III, 
188  u.  III  S.)   Nürnberg,  Korn.    Geb.  2,50  Mk. 

Stolz,  0.,  zur  Erklärung  der  absolut  couvergenten  uueigent- 
lichen  Integrale.   gr.8<\    (18  S.)    Wien,  Gerold's  Sohn.   40  Pf. 


Sturm,  Ch.,  Lehrbuch  der  Aualysis.  Uebers.  v.  Thdr.  Gross. 
2.  Bd.  Lex.  8°.  (VIII,  351  S.  m.  104  Fig.)  Berlin,  Fischers  tech- 
nolog.  Verl.    7,50  Mk. 

Thomae,  J.,  Elementare  Theorie  der  analytischen  Funktionen 
e.  complexen  Veränderlichen.  2.  Aufl.  gr.  4°.  (VIII,  150  S.  m. 
Holzschn.)    Halle,  L.  Nebert.    9  Mk. 


Geometrie. 

Binder,  Willi.,  die  Indulationen  ebener  Curven  C64.    gr.  8°. 
(18  S.  m.  4  Taf.)   Wien,  Gerold's  Sohn.    80  Pf. 

— ,  die  Tangentenprobleme  der  Kreis-Epicycloide  m.  Doppel- 
punkt,  gr.  8°.    (14  S.  m.  2  Taf.)    Ebd.    70  Pf. 

Böttger,  Ad  f.,  die  ebene  Geometrie.  Für  den  Unterricht  an 
der  Realschule  bearb.  2.  Aufl.  gr.  8°.  (152  S.  m.  138  Fig.).  Leip- 
zig, Dürr'scbo  Buchhl.    Geb.  1,80  Mk. 

Carda,  Karl,  zur  Geometrie  auf  Flächen  constanter  Krüm- 
mung.   gr.8°.    (18  S.  m.  4  Fig.)    Wien,  Gerold.   40  Pf. 

Erl  er,  W.,  die  Elemente  der  Kegelschnitte  in  synthetischer 
Behandlung.  Zum  Gebrauche  in  der  Prima  höherer  Lehranstalten 
bearb.  Mit  30  Fig.  im  Text.  5.  Aufl.  v.  L.  Huebner.  gr.8°.  (VI, 
GO  S.)    Leipzig,  Teubuer.    Kart.  1,20  Mk. 

Goettler,  Job.,  conforme  Abbildung  e.  v.  confocalen,  ellipti- 
schen u.  hyperbolischen  Kurven  w  ter  Ordnung  begrenzten  Flächen- 
stückes auf  der  Halbebene,  gr.  8°.  31  S.  m.  3  Taf.)  Passau,  Wald- 
bauer.  1  Mk. 

Henkel,  Ludw.,  Anleitung  zur  Behaudl.  plauimetrischcr  Kon- 
struktionsaufgaben, gr.  8°.  (IV,  20  S.  m.  10  Fig.)  Bielefeld,  Vel- 
hagen  &  Klasing.   Kart.  5J  Pf. 

Heun,  Karl,  die  Vektoren  der  Geschwindigkeit  u.  der  Be- 
schleunigung des  Punktes  u.  der  geraden  Linie.  Progr.  4°.  (28  S.) 
Berlin,  Gaertncr.    1  Mk. 

Klug,  Leop.,  die  Configuration  des  Pascal'schen  Sechseckes  im 
Allgemeinen  u.  in  4  speciellen  Fällen.  gr.8°.  (132  S.  m.  1  Tab.  u. 
3  Taf.)    Wien,  J.  Eisenstein  &  Co.   3  Mk. 

Lackemaun,  C,  die  Elemente  der  Geometrie.  Ein  Lehr- 
u.  Uebuugsbuch  f.  den  geometr.  Unterricht  an  6klass.  höheren  Lehr- 
anstalten auf  Grund  der  preuss.  Lehrpläne  v.  1892  bearb.  2.  Tl. 
Trigonometrie  u.  Stereometrie.  3.  Aufl.  gr.  8°.  (64  S.  ra.  23  Fig.) 
Breslau,  Hirt.   Kart.  80  Pf. 

Lesser,  0.,  Einführung  in  den  geometrischen  Unterricht.  gr.8°. 
(18  S.  ra.  14  Fig.)    Dortmund,  Köppen.   40  Pf. 
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Napravnik,  Frz.,  Geometrie  iL  geometrisches  Zoichcn  f. 
Knabeu-Bürgerschuleu.  Mit  22Ü  in  den  Toxt  gedr.  Abbildgn.  u. 
23  Fig.-Taf.  Ausg.  in  1  Bd.  gr.  8°.  (VIII,  2ÜQ  S.)  Wien,  Picbler. 
Geb.  2  Mk. 

Ploner,  Inuoceuz,  0.  F.  M.,  die  Einheit  d.  Kegelschnitte. 
Bozen,  Auer  &  Co.    1  Mk. 

Salnion,  George,  analytische  Geometrie  des  Raumes  Deutsch 
bearb.  t.  Wilh.  Fiedler.  L.  Tbl.  Die  Elemente  u.  die  Theorie  der 
Flächen  :\  Grades.  4.  Aufl.  gr.  8*.  (XXIV,  44S  S.  m.  Fig.)  Leip- 
zig, Teubner.   &  Mk. 

Schuster,  M.,  Aufgaben  f.  den  Anfangsunterricht  in  der  Geome- 
trie,  gr.  8°.    (III,  üß  S.)   Oldenburg,  Littmanu.    Geb.  &1  Pf. 

Praktische  Geometrie,  Geodäsie. 

Arbeiten  ,  die  astronomisch-geodätischen,  des  k.  u.  k.  militär- 
geographischen Institutes  in  Wien.  Publicatiou  f.  die  internationale 
Erdmessg.  Hrsg.  v.  dem  k  u.  k.  militär-geograph.  Institute,  gr.  4°. 
Wien,  Lechner.   VII  ,  X.,  XI.  Band,    lü— ;  10-;  lß  -  Mk. 

Franke,  J.  geodätische  Punktkoordinirung  in  sphärischen 
Kleiusystemen.  Vergleichende  Entwicklgn.  im  eiuheitl.  Koordinaten- 
system der  bayer.  Laudesverraessg.  gr.  8°.  (VI,  fiQ  S.  m.  1  Karte.) 
München,  Th.  Ackermann.    2,40  Mk. 

Koordinaten  u.  Höhen  sämmtlichcr  v.  d.  trigonometrischen 
Abteilung  der  Landesaufnahme  bestimmten  Puukte  im  Reg.-Bez. 
Magdeburg.  [Aus:  „Die  Köniyl.  pnuss.  Laudes-Triaugulation, 
XIV.  Tbl.]  Lex.  8°.  (IV  u.  S.  32ä  -527.)  Berlin,  Mittler  <fc  Sohn. 
Kart.  2  Mk. 

Kutscher,  11^  Geometrie,  Feldmessen  u.  Nivellircn.  2,  Aufl. 
8°.    (IV,  Ul  S.  mit  IM  Abbildgn).    Berlin,  Parey.    Geb.  1^40  Mk. 

Land  es-Triangu  lation,  die  königl.  preussische.  Abrisse, 
Koordinaten  u.  Höhen  sämmtl.  v.  d.  trigonometr.  Abtheilg.  der  Lan- 
desaufnahme bestimmten  Puukte.  LL  Tbl.  Reg.-ßezirk  Magdeburg. 
Hrsg.  v.  der  trigouomet.  Abteiig.  der  Laudesauf  nähme.  Mit  2  Bei- 
lagen. Lex.  8°.  (VIII,  521  S.)  Berlin,  Mittler  &  Sohn.  Kart. 
10  Mk. 

—  dass.  Hauptdreiecke.  lü  Th.  A.  Der  nördl.  niederländ. 
Anschlusö.  B.  Der  südl.  niederländ.  Anschluss.  C.  Der  belg.  Au- 
schluss.  Gemessen  u.  bearb.  v.  der  trigonometr.  Abtheilg.  dor  Lan- 
desaufnahme. Mit  2  Uebersichtsblättern  u.  iü  Skizzen.  Lex.  b°. 
(X,  22a  S.)   Ebd.    Kart,  lü  Mk. 

Nielsen,  Chr.,  die  Feldmess-  u.  Nivellierkuude  u.  das  Drai- 
nieren.    Für  den  Unterricht  an    landwirtschaftl.  Schulen  bearb. 


2.  Aufl.  Mit  3  Taf.  u.  10.'  Textabbildgn.  8°.  (VIII,  112  S.)  Ber- 
liu,  Parey.  Geb.  2  Mk. 

Nivellements-Ergcbnissc,  die,  der  trigonometrischen  Ab- 
tbeilung  der  Köuigl.  pieussiscben  Landes-Aufuahme.  7.  u.  10. — 12. 
Hft.    12°.    Berlin,  Mittler  &  Sobu.    Kart,  ä  1  Mk. 

Veröffentlichung  des  köuigl.  preussischen  geodätischen  In- 
stitutes. Bcstimmuugen  v.  Azimuten  im  Harzgebieto  ausgeführt  in 
d.  J.  1887  bis  189 1.  Bestimmung  der  Längeudifferenz  Jerxheim- 
Kuiel  mittels  opt.  Signale,  gr.  4°.  (V,.  86  S.  m.  1  Taf.)  Berlin, 
Stank  iewiez.    6  Mk. 

Mechanik. 

Ahlborn,  Fr.,  der  Schwebflug  u.  die  Fallbewegung  ebener 
Tafeln  in  der  Luft,  lieber  die  Stabilität  der  Flugapparate.  4°. 
(32  u.  51  S.  m.  Fig.  u.  2  Taf. )  Hamburg,  Friederichseu  <fc  Co. 
5  Mk. 

Berg,  Otto,  über  die  Schwinguogsdauer  von  Kondensatorcnt- 
ladungen.    gr.  b°.   (31  S.)   Frei  bürg  i.  B..  Speyer  &  Kaerncr.  1  Mk. 

Laucns  tein,  K  ,  Leitfaden  der  Mechanik.  Elementares  Lehr- 
buch .f  technische  Mittelschulen  u.  zum  Selbstunterricht.  3.  Aufl. 
gr.  8°.  (VII,  199  S.  m.  191  Abbildgu.)    Stuttgart,  Bergsträsser.  4  Mk. 

Weisstein,  Jos,  die  rationelle  Mechauik.  1.  Bd.  Statik.  — 
Dynamik  des  Puuktcs.  gr.  8°.  (XVIII,  350  S.  m  97  Fig.)  Wien, 
Braumüller.   10  Mk. 

Technik. 

Bell,  Louis,  Stromvertheilung  f.  elektrische  Bahnen.  Deutsche 
Bcarbcitg.  v.  Gust.  Rasch,  gr.  8°.  (VII,  262  S.  m.  136  Fig.)  Ber- 
lin, Springer.    Geb.  in  Leinw.   8  Mk. 

Bibliothek,  photographische,  Nr.  9.  u.  10.  gr.b0.  Berlin, 
G.  Schmidt.  -  9.  Schmidt,  Haus,  Fernobjektiv  im  Portrait-,  Archi- 
tekten- u.  Landschaftsfache.  Mit  10  Taf.  u.  52  Fig.  im  Text.  (VII, 
1:0  S.)  3,60  Mk.  -  10.  Gaedicke,  J.,  der  Gummidruck  (direkter 
Pigmentdruck).  Eine  Anleitg.  f.  Amateure  u.  Facbphotographen. 
Mit  2  Fig.  im  Text  u.  2  Taf.    (VIII,  79  S.)    i\25  Mk. 

Eder,  Jos.  Maria,  ausführliches  Handbuch  der  Photographie. 
2.  Tbl.  i>.  Aufl.  gr.  8°.  (XII,  595  S.  m.  265  Holzschn.)  Halle, 
Kuapp.    12  Mk. 

Eucyklopädie  der  Photographie.  33.  Heft.  Neuhauss,  R.: 
die  Farbenphotographie  nach  Lippmann'sVeifahren.  Neue  Unter- 
suchgn.  u.  Ergebnisse,  gr.  8°.  Mit  3  Textbildern  u.  1  Taf.  in  Lichtdr. 
VII.  72  S.)   Ebd.   3  Mk. 
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Fortschritte  d.  Elektro teeimik.    11.  Jahrg.  1897.   4.  Heft. 
Berlin,  Springer,   5,60  Mk. 

Gross,  AI  fr.,  in  Firma  Ferd.  Gross,  die  Dynamomaschine. 
Kurz  gefasste  prakt.  Auleitg.  zur  Selbstanfertigg.  klciuer  Dynamo- 
maschinen u.  Elektromotoren,  nebst  Beschreibg.  u.  Konstruktions- 
zeichngn.  einiger  Modelle.  Für  Laien  bearb.  gr.  8°.  (36  S.)  Stutt- 
gart, Wittwer.    1  Mk. 

Holzmüller,  Gust,  die  Ingenieur-Mathematik  in  elementarer 
Behandlung.  2.  Tl.  A.  u.  d.  T.:  das  Potential  u.  seine  Anwendg. 
auf  die  Theorien  der  Gravitation,  des  Magnetismus,  der  Elektri- 
cität,  der  Wärme  u.  der  Hydrodynamik,  iu  elementarer  Behandig. 
dargestellt.  Mit  237  Fig.,  zahlreichen  Uebungsbeispielen  u.  e.  Anh. 
üb.  die  Masseinheiten,  gr.  8°.  (XVII,  440  S.)  Leipzig,  Teubner. 
Geb.  6  Mk. 

Jahrbuch  f.  Photographie  u.  Reproductions-Tcchnik  f.  d.  J. 
1808.  Hrsg.  v.  Jos.  Maria  Eder.  12.  Jahrg.  Mit  111  Abbildgn.  im 
Texte  u.  30  artist.  Taf.    Halle,  Knapp.    8  Mk. 

Kaiserling,  Carl,  Praktikum  der  wissenschaftlichen  Photo- 
graphie. gr.8°.  (XII,  401  S.  m.  193  Abildgu.  u.  4  flfarb.]  Taf.) 
Berlin.  G.  Schmidt.   8  Mk. 

Meissner,  G.,  Hydraulik.  2.  Aufl.  25.  u.  26.  Lfg.  Jena, 
Costenoble.   ä  3  Mk. 

— ,   Kraftübertragung.   2.  Aufl.    7.  u.  8.  Lfg.   Ebd.   ä  3  Mk. 

Neu  haus  s,  Rieh.,  Lehrbuch  der  Mikrophotographie.  Mit  62 
Abbildgn.  in  Holzschn.  u.  3  Taf.  2.  Aufl..  gr.  8°.  (XV,  236  S.) 
Braunschweig,  Brunn.   8  Mk. 

Pechan,  Jos.,  Leitfaden  des  Maschinenbaues  f.  Vorträge  so- 
wie  zum  Selbststudium.  3  Abth.  Werkzeugmaschinen  u.  Transmis- 
sionen. 2.  Aufl.  Mit  21  in  den  Text  gedr.  Holzschn.  u.  41  Fig.- 
Taf.    gr.  8°.    (VIII,  271  S.)   Wien,  Deuticke.   9  Mk. 

Sammlung  elektrotechnischer  Vorträge ,  hrsg.  v.  Ernst  Vreit 

1.  Bd.  9.  Hft.  Feldmann,  C.  P.,  die  elektrischen  Traosformatious- 
methodeu.  Mit  3L  Abbildgn.  —  Hummel,  G.,  über  Motorelektrici- 
tätszähler.  Mit  13  Abbildgn.  (S.  321-366)  gr.8°.  Stuttgart, 
Euke.    1  Mk. 

Schmidt,  K.  E.  T.,  Expori mental -Vorlesg.  üb.  Elektrotechnik. 

2.  -5.  Lfg.    Halle,  Knapp,    ä  1  Mk. 

Schoop,  Paul,  Handbuch  der  elektrischen  Accumulatoren 
auf  Grundlage  der  Erfahrgn.  u.  m.  besond.  Berücksichtg.  der  techn. 
Herstellg.  gr.8°.  (X,  514  S.  m.  193  Abbildgn.)  Stuttgart,  Enke. 
12  Mk. 

Weitzel,  Karl  Geo.,  die  Schule  des  Maschineutechnikcrs. 
10.  Bd,    2.  Tl.—  Pohlhausen,  Aug.,  die  Maschinen-Elemente.  2.  Tl. 
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(IV  u.  S.  355-438  m.  12  Fig.  u.  11  Taf.)  Lex.  8°.  Leipzig,  Scbä. 
fer.   3  Mk. 

—   dass.    87.— 90.  (Schluss)-Hft.   Ebd.   ä  50  Pf.) 

Zeitschrift,  deutsche,  f.  Elektrotechuik.  Hrsg.  Arthur  Wilke. 
5.  Jahrg.  1898.  24  Nrn.  hoch  4°.  Nr.  1.  16  S.  m.  Abbildgo.  Halle, 
Knapp.   Vierteljährlich  2  Mk. 


Optik,  Akustik  uud  Elastlcität. 

Bach,  C,  Elasticität  u.  Festigkeit.  Die  f.  die  Technik  wich- 
tigsten Sätze  u.  deren  erfahrungsgemäss.  Grundlage.  Mit  in  den 
Text  gedr.  Abbildgu.  u.  18  Taf.  im  Lichtdr.  3.  Aufl.  gr.  8°.  (XIX, 
570  S.)    Berlin,  Springer.    Geb.  in  Leinw.    16  Mk. 

Edcr,  J.  M  ,  u.  E.  Valenta:  die  Spectra  do3  Schwefels,  gr.  4°. 
(55  S.  m.  2  Fig.  u.  3  Taf.)    Wien,  Gerold's  Sohu.    1,10  Mk. 

Exncr,  Frz.,  u.  E.  Hasch ek,  über  die  ultravioletten  Fun- 
kenspcctra  der  Elemente.  XI.  Mitthing,  (euth.  die  Spectra  v.  Rb, 
C#,  Va).    gr.8°.    (25  S.  m.  2  Taf.)    Ebd.    1,10  Mk. 

Guthjabr,  Wilhm.,  die  Diakanotik  dos  Kreises.  Progr.  4°. 
(28  S.  m.  2  Taf.)   Berlin,  Gaertuer.    1  Mk. 

Thompson,  Silvanus  P.,  über  sichtbares  u.  unsichtbares 
Licht.  Eine  Reihe  v.  Vorlesgn.,  geh.  an  der  Royal-Institutiou  v. 
Gross  Britannicu.  Deutsch  v.  Otto  Lummer.  gr.  6°.  (IX,  229  S.  m. 
ca.  150  Abbildgu.  u.  10  Taf.)    Halle,  Knapp.    9  Mk. 


Erd-  und  Hiniuielskunde. 

Diesterwegs  populäre  Himmelskunde  o.  matbematiscbe  Geo- 
graphie. Neu  bearb.  von  M  Milh.  Meyer,  unter  Mitwirkg  v.  B. 
Schwalbe.  19.  Aufl.  Mit  4  Sternkarten,  2  Uebersichtskarten  des 
Planeten  Mars,  e.  farbig  ausgeführten  Darstellg.  e.  Sonnenfiusterniss, 
e.  Heliograv.  e.  färb.  Spektral-Taf.,  6  Vollbildern,  97  in  den  Text 
gedr.  Abbildgn,  sowie  dem  Bildniss  des  Verfassers  in  Kupferstich* 
gr.  8°.    (VIII,  428  S.)   Hamburg,  Grand.    7  Mk. 

Ergebnisse  der  meteorologischen  Beobachtungen  im  Systeme 
der  deutschen  Seewarte  f.  das  Dezennium  1886—1895.  Hrsg.  v.  d. 
Direktion  der  Seewarte,  gr.  4°.  (VI,  10  S.)  Hamburg,  Fricdo- 
richseu  <&  Co.    2  Mk. 

Handwörterbuch  der  Astronomie.  13.  Lfg.  Breslau,  Tre- 
wendt.   3,60  Mk. 

Heinrich,  Sonnenschein-Dauer  in  Rostock  (landwirtschaftliche 
Versucbs-Station)  'im  J.  1697.   (In  ganzen   u.  hundertste!  Stun- 


den).  Ergebnisse  der  meteorologischen  Beobachtungen,  angestellt  auf 
der  auf  der  landwirtscbaftl.  Versuchsstation  zu  Rostock  im  J.  1*97. 
gr.  8°.    (2  Tab.  u.  1  Taf.)    Güstrow,  Opitz  &  Co.   40  Pf. 

Jahrbuch  des  königl.  sächsischen  meteorologischen  Institutes. 
1896.  XIV.  Jahr.  2.  Abtb.  Ergebnissse  der  meteorologischen  Be- 
obachtungen au  der  Station  I.  Ordnung  Chemnitz  im  J.  1^96.  Hierzu 
2  Taf.  Zugleich  deutsches  meteorolog.  Jahrbuch  f.  1896.  Beobach- 
tuugssytem  des  Köuigr.  Sachsen.  Hrsg.  vou  Paul  Schreiber,  gr.  4°. 
Chemuitz,  M.  Bülz.   (60  S.)   5  Mk. 

Kienast,  Herrn.,  das  Klima  v.  Königsberg  i.  Pr.  I.  Tbl.  Die 
Nicdcrschlagsverhältnisso  der  J.  1848—1897.  Fol.  (64  S.  m.  2  Taf.) 
Königsberg,  Koch.   3  Mk. 

Koglgruber,  Ca'jetau,  der  angehende  Astronom  oder  leicht- 
fassliche  Anleitung  zur  Sternkunde.  gr,8°.  (III,  51  S.  m.  1  Taf.) 
Graz,  Styria.    85  Pf. 

Li  znar,  J.,  die  Verteilung  der  erdmaguetischen  Kraft  in  Oester- 
reich-Ungarn zur  Epoche  1890  0  nach  den  iu  den  J.  1890—1894 
ausgeführten  Messungen.  II.  Tbl.  A.  Die  normale  Vertheilg.  zur 
Epoche  1890' 0.  B.  Die  Störgn.  u.  d.  störeudeu  Kräfte  zur  Epocho 
1890-0.  C.  Die  normale  Vertheilg.  zur  Epoche  1 850*0.  D.  Ü'o 
Störgn.  der  Epoche  1850' 0.  E.  Säculare  Acndcrg.  F.  Formel  zur 
Berechng.  der  erdmagnet.  Elemente  f.  e.  beliebige  zwischeu  1850 
u.  1*90  liegende  Epoche,  gr.  4°.  (16  S.  m.  8  Karten).  Wieu,  Gerolds 
Sohn.   7,80  Mk. 

Plassraann,  Jos.,  Himmclskunde.  Versuch  c.  method.  Ein- 
führg.  in  die  Hauptichren  der  Astronomie.  Mit  1  Titelbild  in 
Farbendruck,  216  Illustr.  u.  3  Karten,  gr.  8°.  (XVI,  627  S.) 
Frei  bürg  i.  B.,  Herder.    13  Mk. 

Verhandlungen  der  Konfercuz  der  Vorstände  deutscher  me- 
teorologischer Centralstellen  zu  Berlin  vom  13.  bis  17.  X.  1897.  gr.  8°. 
(31  S.  m.  t  Karte.)    Berlin,  Asher  &  Co.    1  Mk. 

Veröffentlichungen  des  königl.  preussischeu  meteorologi- 
Instituts.  Hrsg.  durch  Wilh.  v.  Bezold.  Ergebnisse,  der  Güwitter-Bo- 
obachtuugen  in  den  J.  11-95  u.  1896  Mit  11  Abbildgn.  im  Text.  gr.4°. 
(XXIX,  33  S.)   Ebd.   3  Mk. 

—  dass.  Ergebnisse  der  meteorologischen  Beobachtungen  in 
Potsdam  im  J.  1896.  gr.4°.  (XXIV,  119  S.  m.  9  Fig.  u.  1  Taf.) 
Ebd.   9  Mk. 

—  dass.  1897.  2.  Hft.  Ergebnisse  der  Bcobachtgn.  an  deu  Sta- 
tionen II.  u.  Ill.Ordnuug  im  J.  1 897 ,  zugleich  deutsches  metcorolog. 
Jahrbuch  f.  1897.  Beobachtungssystem  des  Königr.  Preussen  u.  be- 
nachbarter Staaten,   gr.  4°.   (S.  57  — 110.)    Ebd.    3  Mk. 

Vierteljahrsschrift  d.  astrouom  Gesellsch.  32.  Jahrg. 
3.  u.  4.  Hft.  u.  33.  Jahrg.   1.  Hft.   Leipzig,  Engelmann.   ä  '  Mk. 
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Nautik. 


Heyeliga,  H.,  Ortsbestimmung  u.  Kompass-Bericbtigung  nach 
neuer  Theorie  unter  Anwendung  v.  :i  verschiedenen  Staudliuien- 
Systomen  zur  Erweiterung,  Vervollkommnung  u.  Vereinfachung  der 
nautischen  Astronomie.    Fol.     (IV,    140  S.  m.  Fig.)  Hamburg, 
Eckhardt  &  Messtorff    Geb.  in  Leiuw.    10  Mk. 

Sammlung  Göschen.  84.  Bdchn.  Schulze,  Frz.,  Nautik.  Kurzer 
Abriss  des  täglich  an  Bord  v.  Handelsschiffen  angewandten  Teils  der 
Schiffahrtskuude.  12°.  Mit  56  Abbildgu.  (161  S.)  Leipzig,  Göschen. 
Geb.  in  Leinw.  80  Pf. 

Physik. 

Abhandlungen,  physikalische,  gr.  4°.  (III,  IS  u.  44  S.  m. 
1  Taf.)   Berlin,  Georg  Reimer.    Kart.  4,5?:  Mk. 

Blümel,  Ant.,  über  elektrische  Eutladungsfiguren  auf  photo- 
graphischen  Platteu.  Progr.  4°.  (2t  S.  m.  >  Taf.)  Berlin,  Gacrt- 
ner.   1  Mk. 

Bott,  Paul,  graphische  Darstellung  elektrischer  Wechsel- 
ströme.   Progr.   4°.    (35  S.)   Ebd.    1  Mk. 

Graetz,  L.,  die  Elektricität  u.  ihre  Anwendungen.  Ein  Lehr- 
u.  Lesebuch.  Mit  490  Abbildgu.  7.  Aufl.  gr.8°.  (XII,  584.  S.) 
Stuttgart,  Engelhorn.    7  Mk. 

Gross,  G.,  die  mechanische  Wärmetheorie  (Thermodynamik) 
unter  besoud.  Berurksicht.  der  Molekulartheorie  u  der  sich  daraus 
ergebenden  Erweiterung  des  Anwendungsgebietes  der  Thermodyna- 
mik; nebst  Anweudgn.  auf  Wärmemotoren,  Kältemaschinen  u.  andere 
techu.  Einrichtgu.  Leichtfasslich  behandelt.  1.  Bd  gr.  8°.  (XIII, 
254  S.  m.  47  Abbildgn.)   Jena,  Costcnoble.   8  Mk. 

Hann,  P.,  weitere  Beiträge  zu  den  Gruudlageu  f.  e.  Theorie 
der  täglichen  Oscillatiou  des  Barometers,  gr.  8°.  (79  S.)  Wien, 
Gerold's  Sohn.    1,70  Mk. 

Helm  hol tz,  H.  v.,  Vorlesungen  üb.  theoretische  Physik.  Hrsg. 
v.  Arth.  König,  Otto  Krigar  Menzel,  Frz.  Richarz,  Carl  Ruuge. 
I.  Bd.    2  Abth.  u.  III.  Bd.    Lex.  8°.    Leipzig,  J.  A.  Barth.  27  Mk. 

Jäger,  Gust.  u.  Stef.  Mayer,  Bestimmung  der  Magneti- 
sirungszahlen  von  Flüssigkeiten  u.  deren  Aenderung  in  der  Tempe- 
ratur.  gr.8°.    (9  S.  m.  9  Fig.)    Wien.  Gerold.    30  Pf. 

Kerntier,  Frz.,  die  Möglichkeit  einer  experimentellen  Ent- 
scheidung zwischeu  den  verschiedenen  elektrodynamischen  Grundge- 
setzen. Nachtrag  zu  der  Abhandig:  „Die  elektrodynam.  Grundges. 
u.  das  eigentl.  Elementargesctz".  gr.  8°.  (»8  S.)  Budapest  (II), 
Selbstverlag.  50  Pf. 
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Klemense,  Ign.,  weitere  Untersuchungen  üb.  den  Energie- 
verbrauch bei  der  Magnetisirung  durch  oscillalorische  Condensator- 
eutladungen.   gr.8°.   (V,  332  S.)    Leipzig,  E.  A.  Seemann.  7  Mk. 

Müllcr-Pouillet's  Lehrbuch  der  Physik  u.  Meteorologie- 
9.  Aufl.  v.  Leop,  Pfaudler  unter  Mitwirkg.  v.  Otto  Lummer.  (In  3 
Bdn.)  Mit  2981  Holzst.  u.  13  Taf.  in  Farbendr.  2.  Thl.  2.  Bd. 
2.  Abth.  gr.8°.  (1.  Abth.  Reg.,  IX  S.,  u.  2.  Abth.  XIV,  768  S.) 
Braunschweig,  Vieweg.    10  Mk. 

Nernst,  W-,  u.  A.  Schönfliess,  Einführung  in  die  mathe- 
matische Behandlung  der  Naturwissenschaften.  Kurzgefasstes  Lehr- 
buch der  Differential-  u.  Integralrechng.  mit  besond.  Berücksicht.  der 
Chemie.  2.  Aufl.  gr.8°.  (XII,  339  S.  m.  68  Fig.)  München,  Dr- 
E.  Wolff.   9  Mk. 

Neumann,  Carl,  die  elektrischen  Kräfte.  Darlegung  u.  ge- 
nauere Betrachtung  der  v.  hervorrag.  Physikern  entwickelten  mathe- 
mat.  Theorien.  2.  (Schluss-)Thl.  Ueber  die  von  Hermann  v.  Helm- 
bolz in  seinen  älteren  und  neueren  Arbeiten  angestellten  Unter- 
suchungen,  gr.  8°.    (XXXV II,  462  S.)    Leipzig,  Teubner.    14  Mk. 

Pfitzner,  H.,  die  elektrischen  Starkströme,  ihre  Erzeugung  u. 
Anwendung.  In  leichtfassl.  Weise  dargestellt.  3.  Aufl.  gr.  8°.  (IV, 
100  S.  m.  47  Fig.  auf  5  Taf.)    Dresden,  Th.  Jentsch.   2,75  Mk. 

Sammlung  Göschen.  76.  u.  77.  Bdchn.  Jäger,  Gust.,  Theore- 
tische Physik.  I.  Mechanik  u  Akustik.  (155  S.  m.  Fig.)  II.  Licht 
u.  Wärme.  (156  S.  m.  Fig.)  12°.  Leipzig,  Göschen.  Geb.  in  Leinw. 
ä  80  Pf. 

Schweidler,  E.  R.  v.,  Messungen  an  Flammeu  u.  Tropfelek- 
troden,   gr.  8°.    (9  S.  m.  I  Fig.)    Wien,  Gcrold's  S.    20  Pf. 

Weiler,  W.,  Wörterbuch  d  Elcktricität.  9.— 11.  Hft.  Leipzig. 
Schäfer,   ä  75  Pf. 

Weinhold,  Ad  f.,  F.,  Physikalische  Demonstrationen.  Anlei- 
tung zum  Experimentireu  im  Uuterricht  an  Gymnasien,  Realgymnasien, 
Realschulen  u.  Gewerbeschulen.  3.  Aufl.  Mit  4  lith.  Taf.  u.  gegen 
550  in  den  Text  gedr.  Holzschu.  (In  3  Lfgn.)  1.  Lfg.  Lex.  8°. 
(S.  1—240.)   Leipzig,  Quandt  &  Händel.   8  Mk. 

Wiedemann,  Gust.,  die  Lehre  v.  der  Elektricität.  2.  Aufl. 
Zugleich  als  4.  Aufl.  der  Lehre  vom  Galvanismus  u.  Elektromagne- 
tismus. 4.  Bd/gr.8°.  (XIII,  1237  S.  m.  269  Holzst.)  Braunschweig, 
Vieweg.    32  Mk. 

Vermischte  Schriften. 

Abhandlungen  der  königl.  Gesellschaft  der  Wissenschaften 
zu  Göttingen.  Mathcmatisch-physika).  Klasse.  Neue  Folge.  1.  Bd. 
Nr.  2.  Brendel,  Mart.,  Theorie  der  kleinen  Planeten.  1.  Tl.  gr.  4°. 
(171  S.)   Berlin,  Weidmann.    16  Mk. 
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Abhandlongen  der  kaiserl.  Leop.-Carol.  deutschen  Akademie 
der  Naturforscher.  71.  Bd.  Nr.  5.  Schilling,  Frdr.,  Geometrisch- 
analytische Theorie  der  symmetrischen  S-Functionen  m.  e.  einfachen 
Nebenpunkt,  gr.  4°.  Mit  2  Taf.  (S.  207— »00).  Leipzig,  W.  Engel- 
mann.   7  Mk. 

-  mathematische,  gr.  4°.  (III,  32  S.  m.  3  Taf. )  Berlin,  G- 
Reimer.   Kart.  3,50  Mk. 

Berichte,  mathematische  u.  naturwissenschaftliche  aus  Ungarn, 
Hrsg.  v.  Roland  Barou  Eötvös,  Jul.  König,  Karl  v.  Than.  Red.  v. 
Aug.  Heller.  14.  Bd.  181)5-96.  gr.  8°.  (XVI,  437  S.  m.  Fig.) 
Budapest,  Kilian.    8  Mk. 

Hausschat/  des  Wissens..    215.  litt.    Maser,  II.,  die  Physik. 

5.  Ilft.  gr.8°.  (I.  Bd.  S.  145—192)  Neudamm,  Neumann,  ä 
3  )  Pfg. 

Hu  11  mann,  K.  mathematische  Abhandlungen.  I.  Die  Reihen. 
II.  Die  Dreiteilg.  des  Winkels.  III.  Das  delische  Problem,  gr.  8°. 
(52  S.  m.  Fig.)    München,  J.  A.  Finsterliu  Nchf.    1,50  Mk. 

Jahresbericht    der    deutscheu    Mathematiker- Vereinigung. 

6.  Bd.  1897.  1.  Ilft.  Enth.  die  Chronik  der  Vereinigung  f.  d.  J. 
It97,  sowie  kurze  Berichte  üb.  die  auf  der  Versammlung  in  Braun- 
schweig geh.  Vorträge.  Hrsg.  v.  G.  Hauck  u.  A.  Gutzmer.  gr.  8°. 
(142  S.)   Leipzig,  Teubuer.    4  Mk. 

Ostwald's  Klassiker  der  exakten  Wissenschaften.  (Nr.  12  u. 
96). —  12.  Kants  allgemeine  Naturgeschichte  u.  Theoriedes  Himmels 
od.  Versuch  v.  dcrVerfassg.  u.  dem  mechan.  Ursprünge  des  ganzen 
Weltgebäudes  nach  Newtonischen  Grundsätzen  abgehandelt  1755. 
Hrsg.  v.  A.  J.  v.  Oettingen.  (Neue  Aufl.)  8°.  (158  S.)  —  96.  Newton's, 
Sir  Isaac,  Optik  od.  Abhandlung  üb.  Spiegelungen,  Brcchng.,  Beuggn. 
u.  Farben  des  Lichts.  (1704).  Uebers.  u.  hrsg.  v.  William  Abend- 
roth. I.  Buch.  Mit  dem  Bildniss  v.  Sir  Isaac  Newton  u.  46  Fig. 
im  Text.   (132  S.)   8°.   Leipzig,  W.  Engelmann.    Kart,  ä  2,40  Mk. 

Sammlung,  Göschen.  51.  Bdchn.  Bänklen,  0.  Th.,  Formol- 
sammlung u.  Repetitoriuru  der  Mathematik,  enth.  die  wichtigsten  For- 
meln u.  Lehrsätze  der  Arithmetik,  Algebra,  algebraischen  Analysis, 
ebenen  Geometrie,  Stereometrie,  ebenen  u.  sphär.  Trigonometrie, 
mathemat.  Geographie,  analyt.  Geometrie  der  Ebene  u.  des  Raumes, 
der  Differential- u.  Integralrechng.  12».  Mit  18  Fig.  2.  Aufl.  (229  S.) 
Leipzig,  Göschen.   80  Pf. 

Schubert,  Herrn.,  mathematische  Mussestunden.  Eine  Sammig. 
v.  Geduldspielen,  Kunststücken  u.  Unterhaltungsaufgaben  mathemat. 
Natur.   8°.  (V,  286  S.)   Ebd.   Geb.  5  Mk. 

Sitzungsberichte  der  königl.  böhmischen  Gesellschaft  der 
Wissenschaften.   Mathematisch-naturwissenschaftliche  Gasse..  Jahrg. 
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1897.  2  Bde.  Mit  43  Taf.  u.  31  Textfig.  (In  böhm.  u.  deutscher 
Sprache),  gr.  8°.   Prag,  Rivnao.   ä  12  Mk. 

Sitzungsberichte,  Münchener.  Mathemat.  Classe.  1898. 
1.  Hft.    München,  Franz'  Verl.    1,20  Mk. 

—  Wiener.  Math.-natur.  Classe  1.  Abthl.  106.  Bd.  8. —10. 
Hft.    Wien,  Gerold.   1  Mk. 

—  dasselbe.  Abth.  IIa.  106.  Bd.  7.-10.  Hft.  Ebd.  15,70  Mk. 

—  dasselbe.  Abth.  IIb.  106.  Bd.  8.— 10.  Hft.  Ebd.  3  Mk. 
Zeitschrift  f.  Math.  u.  Physik,  hrsg.  unter  der  Red.  v.  R. 

Mehncke  u.  M.  Cantor.  Supplement  zum  42.  Jahrg.  Der  Supple- 
mente XIH.   gr.  8°.   Leipzig,  Teubner.   8  Mk. 
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